Algoritmos de Aproximacao
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Caminho mais curto

-

Instancia:

® grafo G = (V, F)

® custo ¢, > 0 para cada aresta e de ¢
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Caminho mais curto

-

Instancia:

® grafo G = (V, F)

® custo ¢, > 0 para cada aresta e de ¢
® verticessetde

Objetivo: encontrar s-t caminho em G de custo minimo.

S={SCV:seS tgsS}

Formulacao como programa linear inteiro:
dados G, ¢, s e t, encontrar x que

minimize » | ce e

sujeito a ) .55y 2 > 1 paratodo S em S

L r. € {0,1} paratodoe € £ J
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Relaxacao linear e seu dual

-

fProblema: Dados G, ¢, s e t, encontrar s-t caminho em ¢
de custo minimo.

Relaxacao linear: Dados G, ¢, s e t, encontrar x que
minimize » | ce e
sujeito a ) .55y 2 > 1 paratodo S em S
T, > 0 paratodoe c FE
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Relaxacao linear e seu dual

-

fProblema: Dados G, ¢, s e t, encontrar s-t caminho em ¢
de custo minimo.

Relaxacao linear: Dados G, ¢, s e t, encontrar x que
minimize » | ce e
sujeito a ) .55y 2 > 1 paratodo S em S
T, > 0 paratodoe c FE

Dual: Dados G, ¢, s e t, encontrar y que

maximize » ¢ s ys
SUjelto & ) Jges.ces(5) Us < ce paratodoe € £

ys > 0 paratodo S € S

o |
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-

B

PRIMALDUAL (G, ¢, s,t) > G = (V,E)

o

PO OO0 N OO, WNPE

Algoritmo primal-dual

-

S—{SCV:.:seS t&5}

para cada S em S faca yg <+ 0

F <10

enquanto nao existe s-t caminho em (V| F') faca
seja C' a componente de (V. I') contendo s
€ <~ min{ce — > ges.cess) Ys 1 € € 0(C)}
f—argmin{ce — Y _ges.ecs(s)Ys € € 0(C)}

Yo «— Yo + ¢
F« FU{f}

seja P um s-t caminho em F
devolva P
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Algoritmo primal-dual

- N

PRIMALDUAL (G, ¢, s, t) > G = (V, F)

S—{SCV:.:seS5 tgS}

para cada S em S faca yg <+ 0

F <10

enquanto nao existe s-t caminho em (V| F') faca
seja C' a componente de (V. I') contendo s

€ < mil’l{ce — ZSESIGE(S(S) yS e & 5(0)}
f—argmin{ce — Y _ges.ecs(s)Ys € € 0(C)}

Yo < Yo t¢

F e FU{f}
seja P um s-t caminho em F
devolva P

PO OO0 N OO, WNPE

o

LLema: O tempo todo, /' € uma arvore contendo s. J
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-

Algoritmo primal-dual

PRIMALDUAL (G, ¢, s, ) > G = (V,E) o

OO0OO~N O Ol Pk WDN B

Fe) S—{SCV:seS tgsS}

para cada S em S faca yg <+ 0

enquanto nao existe s-t caminho em (V, F') faca
seja C' a componente de (V, F') contendo s
€ «— min{ce — D _ges.cess) Ys 1 € €0(C)}
[ argmin{ce — 3 _ges.ees(s)Ys € €0(C)}
yo —yc+e F—FU{f}

seja P um s-t caminho em F

devolva P
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Algoritmo primal-dual

PRIMALDUAL (G, ¢, s, ) > G = (V,E) o

OO0OO~N O Ol Pk WDN B

Fel) S—{SCV:seS tgSs5}

para cada S em S faca yg <+ 0

enquanto nao existe s-t caminho em (V, F') faca
seja C' a componente de (V, F') contendo s

€ < min{ce — ZSESIGE(S(S) Yys - € & 5(0)}
[ argmin{ce — 3 _ges.ees(s)Ys € €0(C)}
yo —yo +e F— FU{f}

seja P um s-t caminho em F
devolva P

Teorema: P é um s-t caminho de custo minimo.

o
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Algoritmo primal-dual

~ PRIMALDUAL (G,¢,s,1) > G = (V,E) o

Fel) S—{SCV:seS tgSs5}

para cada S em S faca yg <+ 0

enquanto nao existe s-t caminho em (V, F') faca
seja C' a componente de (V, F') contendo s

€ < min{ce — ZSESIGE(S(S) Yys - € & 5(0)}
[ argmin{ce — 3 _ges.ees(s)Ys € €0(C)}
yo —yo +e F— FU{f}

seja P um s-t caminho em F
devolva P

OO0OO~N O Ol Pk WDN B

Teorema: P é um s-t caminho de custo minimo.

Prova. 2eepCe = Dicep 2 secs(s) VS
= 2.sesYs P NS

L — ZSeSyS < opt. J
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Floresta de Steiner

-

Instancia:

® grafo G = (V, F)

® custo ¢, > 0 para cada aresta ¢ de ¢
#® colecao R de subconjuntos de V/



Floresta de Steiner

-

Instancia:

® grafo G = (V, F)

® custo ¢, > 0 para cada aresta ¢ de ¢
#® colecao R de subconjuntos de V/

SCVeéativose RNS#De R\ S # 0 paraalgum R em R.

p. 6



Floresta de Steiner
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Instancia:

® grafo G = (V, F)
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Floresta de Steiner

-

Instancia:

® grafo G = (V, F)

® custo ¢, > 0 para cada aresta ¢ de ¢
#® colecao R de subconjuntos de V/

SCVeéativose RNS#De R\ S # 0 paraalgum R em R.
A conjunto dos S ativos

F é R-floresta se 0p(S) # () paratodo S em A.

o |

Aproximacéo — p. 6



Floresta de Steiner

-

Instancia:

® grafo G = (V, F)

® custo ¢, > 0 para cada aresta ¢ de ¢
#® colecao R de subconjuntos de V/

SCVeéativose RNS#De R\ S # 0 paraalgum R em R.
A conjunto dos S ativos

F é R-floresta se 0p(S) # () paratodo S em A.

Objetivo: encontrar R-floresta F' de peso minimo.

o |
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Floresta de Steiner

-

Instancia:

® grafo G = (V, F)

® custo ¢, > 0 para cada aresta ¢ de ¢
#® colecao R de subconjuntos de V/

Objetivo: encontrar R-floresta F' de peso minimo.
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Floresta de Steiner

-

Instancia:

® grafo G = (V, F)

® custo ¢, > 0 para cada aresta ¢ de ¢
#® colecao R de subconjuntos de V/

Objetivo: encontrar R-floresta F' de peso minimo.

Formulacao como programa linear inteiro:
Dados G = (V, F), ¢, R, encontrar x que
minimize ) c. z.
sujeito a ) .55) 2 = 1 para cada S em A
r. € {0,1} para cada e em F.

o |
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Relaxacao linear e seu dual

-

Problema: Dados G = (V, E), ¢, R, encontrar R-floresta I
de custo minimo.

-

Relaxacao linear (P):
Dados G = (V, F), ¢, R, encontrar x que
minimize ) c. x,
sujeito a ) (s) Te = 1 para cada S em A
r. > 0 paracadacem FE.

eco
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Relaxacao linear e seu dual

-

Problema: Dados G = (V, E), ¢, R, encontrar R-floresta I
de custo minimo.

-

Relaxacao linear (P):
Dados G = (V, F), ¢, R, encontrar x que
minimize ) c. x,
sujeito a ) .55) Ze = 1 para cada S em A
r. > 0 paracadacem FE.

Dual (D):

Dados G = (V, F), ¢, R, encontrar y que
maximize » ¢ 4 ys
sujelto a ) g..c5(5) Ys < ce para cada aresta e

o yg > 0 para cada S em A. o
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Primeira tentativa

ng Veatvose RNS#0e R\ S +#( paraalgum R em RT
Ar: conjunto dos componentes ativos da floresta



Primeira tentativa

ng Veatvose RNS#0e R\ S +#( paraalgum R em RT
Ar: conjunto dos componentes ativos da floresta

B

PRIMALDUAL (G, ¢, R)

=

CQCLOWOoONO O, WNEPE

para cada S em S faca yg « 0
F 0
enquanto Ay # () faca
seja S um elemento de Ay
¢ < min{ce — ZS’:eeé(S’) ys: e € 0(5)}
f = argmin{ce — ) grees(s) Ys 1 € € 0(5)}
Ys <~ Ys t ¢
F« FU{f}
seja I uma R-floresta minimal em
devolva F’ J
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-

Primeira tentativa

PRIMALDUAL (G, ¢, R) T
1 para cada SemsS faca yg « 0
2 F <1
3 enquanto Ap # () faca
4 seja S um elemento de A
o ¢ < min{ce — ZS’:ee(S(S’) ys: e €0(5)}
6 /< argmin{c. — ZS’:ee(S(S’) ys: e € 0(5)}
4 ys < ys te
8 F— FuU{f}
9 seja I’ uma R-floresta minimal em I
10 devolva F’
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Primeira tentativa

f PRIMALDUAL (G, ¢, R) T
1 para cada SemsS faca yg « 0
2 F <1
3 enquanto Ap # () faca
4 seja S um elemento de A
o € < min{ce — ZS’:ee(S(S’) ys' e €0(5)}
6 /< argmin{c. — ZS’:ee(S(S’) ys: e € 0(5)}
4 ys < ys +¢
8 F e FU{f}
9 seja I’ uma R-floresta minimal em I

10 devolva F’
Sera que PRIMALDUAL é uma ?77-aproximacao??

Doeci Ce = Decr 2uSecs(S)YS = 2useays|L NA(S)]
| < 77 S peeye < 7770pt. |
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Algoritmo primal-dual

. SCVéativose RNS#0eRCS+(paraalgum Rem R |
Ar: conjunto dos componentes ativos da floresta

PRIMALDUAL (G, ¢, R)

1 para cadaSemsS faca yg « 0

2 F <1

3 enquanto Ap # () faca

4 € < min{ce — ZS’:eeé(S’) ys: ce €o(S)esS e Ar}

5 [ argmin{ce — 3 gr.ce505n Ysr 1 € €0(5) e S € Ap}
6 para cada S € Ap faca yg «— yg + ¢

7 F—FU{J}

8 seja I’ uma R-floresta minimal em I

9 devolva F’

B

|
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Algoritmo primal-dual

. SCVéativose RNS#0eRCS+(paraalgum Rem R |
Ar: conjunto dos componentes ativos da floresta

PRIMALDUAL (G, ¢, R)

1 para cadaSemsS faca yg « 0

2 F <1

3 enquanto Ap # () faca

4 € < min{ce — ZS’:eeé(S’) ys: ce €o(S)esS e Ar}

5 [ argmin{ce — 3 gr.ce505n Ysr 1 € €0(5) e S € Ap}
6 para cada S € Ap faca yg «— yg + ¢

7 F—FU{J}

8 seja I’ uma R-floresta minimal em I

9 devolva F’

LTeorema: PRIMALDUAL é uma 2-aproximacao. J
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Simulacao
flnsténcia: (G, c,{R1, R, R3}) T

G: completo com 9 vértices ¢ distancia euclidiana
R1, Ry e Rs: triangulos, losangos e quadrados
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Simulacao

flnsténcia: (G,c,{R1, R2, R3})

G: completo com 9 vértices ¢ distancia euclidiana
R1, Ry e Rs: triangulos, losangos e quadrados

Inicio da segunda iteracao do algoritmo:

OO ®@

OO,

Os circulos representam componentes ativos.
LRalo de cada circulo S proporcional ao valor de yg.

-

|
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Simulacao
flnsténcia: (G, c,{R1, R, R3}) T

G: completo com 9 vértices ¢ distancia euclidiana
R1, Ry e Rs: triangulos, losangos e quadrados

Inicio da quarta iteracao:
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Simulacao
flnsténcia: (G, c,{R1, R, R3}) T

G: completo com 9 vértices ¢ distancia euclidiana
R1, Ry e Rs: triangulos, losangos e quadrados

Inicio da quinta iteracao:
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Simulacao
flnsténcia: (G, c,{R1, R, R3}) T

G: completo com 9 vértices ¢ distancia euclidiana
R1, Ry e Rs: triangulos, losangos e quadrados

Inicio da sexta iteracao:

P
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Simulacao
flnsténcia: (G, c,{R1, R, R3}) T

G: completo com 9 vértices ¢ distancia euclidiana
R1, Ry e Rs: triangulos, losangos e quadrados

Inicio da sétima iteracao:
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Simulacao
flnsténcia: (G, c,{R1, R, R3}) T

G: completo com 9 vértices ¢ distancia euclidiana
R1, Ry e Rs: triangulos, losangos e quadrados

Ultima iterac&o:



Simulacao
flnsténcia: (G, c,{R1, R, R3}) T

G: completo com 9 vértices ¢ distancia euclidiana
R1, Ry e Rs: triangulos, losangos e quadrados

Floresta F’ final:
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Analise

-

® [ é uma floresta.



Analise

-

® [ é uma floresta.

# No inicio de cada iteracao,

> 15 (9)] < 2]Ap].
SeAp



Analise

-

® [ é uma floresta.

# No inicio de cada iteracao,

> 16m(9)] < 21Ap].
SeAp

® PRIMALDUAL é uma 2-aproximacao.

o |
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Analise

-

® [ é uma floresta.

# No inicio de cada iteracao,

> 15 (S)] < 2]Ap].
SeAp

® PRIMALDUAL é uma 2-aproximacao.

® Ha uma implementagdo O(n”lgn) de PRIMALDUAL,
L onde n € o numero de vértices do grafo. J
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Analise

-

Lema: F é uma floresta.



Analise

- N

Lema: F é uma floresta.

Prova: Toda vez inserimos uma aresta que tem exatamente
uma ponta em uma componente de F.

o |
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Analise

- N

Lema: F é uma floresta.

Prova: Toda vez inserimos uma aresta que tem exatamente
uma ponta em uma componente de F.

Implementacao:

Como implementar o algoritmo PRIMALDUAL de modo que
consuma tempo O(n?1gn), onde n € o nimero de vértices
do grafo?

o |
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Analise

- N

Lema: F é uma floresta.

Prova: Toda vez inserimos uma aresta que tem exatamente
uma ponta em uma componente de F.

Implementacao:

Como implementar o algoritmo PRIMALDUAL de modo que
consuma tempo O(n?1gn), onde n € o nimero de vértices
do grafo?

o |
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Implementacao

fPRlMALDUAL (G, ¢, R) o

OO NO Ol HRWN B

B

para cada S em S faca yg « 0
F 10
enquanto Ay # () faca
e —min{ce — Y g oeosy Ysr 1 € €0(S) €S € Ap}
[ argmin{ce — > g e55n Ys 1 € €0(S) €S € Ap}
para cada S € Ap faca yg <+ yg + ¢
F— FU{f}
seja I/ uma R-floresta minimal em
devolva [
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Implementacao

fPRlMALDUAL (G, ¢, R) o
para cada S em S faca yg « 0
2 F 10
3 enquanto Ap # () faca
4 e« min{ce — D greeq(s) Y 1 € €0(S) €5 € Ap}
5 [ argmin{ce — > g e55n Ys 1 € €0(S) €S € Ap}
6 para cada S € Ap faca yg <+ yg + ¢
4 F— FU{f}
8 seja I uma R-floresta minimal em I
9 devolva [

Para cada vertice v, armazene d(v) = ) g.,esYg-

o |
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Implementacao

fPRlMALDUAL (G, ¢, R) o
para cada S em S faca yg « 0
2 F 10
3 enquanto Ap # () faca
4 e« min{ce — D greeq(s) Y 1 € €0(S) €5 € Ap}
5 [ argmin{ce — > g e55n Ys 1 € €0(S) €S € Ap}
6 para cada S € Ap faca yg <+ yg + ¢
4 F— FU{f}
8 seja I uma R-floresta minimal em I
9 devolva [

Para cada vertice v, armazene d(v) = ) g.,esYg-

Para cada aresta uv externa a F,

0., := oo se uv liga dois componentes inativos de F,

Ouy == ce — d(u) — d(v) se uv liga componente ativo a inativo,
Le 0o = 3(ce — d(u) — d(v)) se uv liga dois ativos. |

Aproximagéo — p. 15



Implementacao

fPRlMALDUAL (G, ¢, R) o
para cada S em S faca yg « 0
2 F 10
3 enquanto Ap # () faca
4 e« min{ce — D greeq(s) Y 1 € €0(S) €5 € Ap}
5 [ argmin{ce — > g e55n Ys 1 € €0(S) €S € Ap}
6 para cada S € Ap faca yg <+ yg + ¢
4 F— FU{f}
8 seja I uma R-floresta minimal em I
9 devolva [

Para cada vertice v, armazene d(v) = ) g.,esYg-

Para cada aresta uv externa a F,

0., := oo se uv liga dois componentes inativos de F,

Ouy == ce — d(u) — d(v) se uv liga componente ativo a inativo,
Le 0o = 3(ce — d(u) — d(v)) se uv liga dois ativos. |

Aproximagéo — p. 15



	Caminho mais curto
	Caminho mais curto
	Caminho mais curto

	Relaxação linear e seu dual
	Relaxação linear e seu dual

	Algoritmo primal-dual
	Algoritmo primal-dual

	Algoritmo primal-dual
	Algoritmo primal-dual
	Algoritmo primal-dual

	Floresta de Steiner
	Floresta de Steiner
	Floresta de Steiner
	Floresta de Steiner
	Floresta de Steiner

	Floresta de Steiner
	Floresta de Steiner

	Relaxação linear e seu dual
	Relaxação linear e seu dual

	Primeira tentativa
	Primeira tentativa

	Primeira tentativa
	Primeira tentativa

	Algoritmo primal-dual
	Algoritmo primal-dual

	Simulação
	Simulação
	Simulação
	Simulação
	Simulação
	Simulação
	Simulação
	Simulação

	Análise
	Análise
	Análise
	Análise

	Análise
	Análise
	Análise
	Análise

	Implementação
	Implementação
	Implementação
	Implementação


