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Relaxacao vetorial

- N

MAX CUT: Dados G completo e pesos w;; > 0 para cada i,
encontrar corte 6(X) em G de peso maximo.



Relaxacao vetorial

- N

MAX CUT: Dados G completo e pesos w;; > 0 para cada i,
encontrar corte 6(X) em G de peso maximo.

Formulacao quadratica: encontrar vetor x que
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MAX CUT: Dados G completo e pesos w;; > 0 para cada i,
encontrar corte 6(X) em G de peso maximo.

Formulacao quadratica: encontrar vetor x que
maximize % Zij wij(l — .%wj)
sujeitoax;xr; =1 paracadaiemV.

Relaxacao vetorial:
encontrar matrix real Y n x n, onde n = |V|, que

maximize Zz’j wij(l — (YYT)ij)
sujeitoa (YY'!); =1 paracadaiemYV.
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Relaxacao vetorial

- N

MAX CUT: Dados G completo e pesos w;; > 0 para cada i,
encontrar corte 6(X) em G de peso maximo.

Formulacao quadratica: encontrar vetor x que
maximize % Zij wij(l — .%wj)
sujeitoax;xr; =1 paracadaiemV.

Relaxacao vetorial:
encontrar matrix real Y n x n, onde n = |V|, que

maximize Zz’j wij(l — (YYT)ij)
sujeitoa (YY'!); =1 paracadaiemYV.
LEntéo 3 iepwi(1—(¥YT);) > OPT(G,w). B
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Algoritmo de Goemans e Willlamson

- N

MAXCUT-GW (G, w)
1 seja Y uma soluc&o 6tima do programa vetorial
2 1 < RANDESFERA(V (())
3 S« {ieV(G) : rY.>0}
4  devolva i(9)
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MAXCUT-GW (G, w)

seja Y uma solucdo 6tima do programa vetorial
r < RANDESFERA(V (G))

S« {ieV(G) : rYi >0}

devolva §(9)

RANDESFERA: devolve um r indexado por V(G) tq ||r|| = 1

(ou seja, um ponto na esfera unitaria)
com probabilidade uniforme.



Algoritmo de Goemans e Willlamson
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MAXCUT-GW (G, w)

seja Y uma solucdo 6tima do programa vetorial
r < RANDESFERA(V (G))

S« {ieV(G) : rYi >0}

devolva §(9)

RANDESFERA: devolve um r indexado por V(G) tq ||r|| = 1

(ou seja, um ponto na esfera unitaria)
com probabilidade uniforme.

Teorema: O algoritmo € uma 0,878-aproximacao.

o

Aproximacgéo — p. 3



Analise

fLema: Para S e Y do algoritmo e quaisquer dois vértices i T
e jde G, Prlij € 0(5)] > %arccos((f/f/T)ij) .
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Analise

fLema: Para S e Y do algoritmo e quaisquer dois vértices i T
e jde G, Prlij € 0(5)] > %arccos((f/f/T)ij) .

Teorema: Se 11/ é 0 peso do corte produzido pelo algoritmo
MAXCUT-GW (G, w) entao

E[W] > 0,878 OPT(G, w) .
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Analise

fLema: Para S e Y do algoritmo e quaisquer dois vértices i T
e jde G, Prlij € 0(5)] > %arccos((f/f/T)ij) .

Teorema: Se 11/ é 0 peso do corte produzido pelo algoritmo
MAXCUT-GW (G, w) entao

E[W] > 0,878 OPT(G, w) .

Prova: Pelo lema,
EW] = ) iep wijPrlij € 6(5)]

1 A
> D iier Wij — arccos (YY) ...

Le antes de continuatr... J
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Analise

-

Calculos elementares mostram gue

-

L arccos(z) > 0,878 3(1 —x), para todo z no intervalo [—1, 1].
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L arccos(z) > 0,878 3(1 —x), para todo z no intervalo [—1, 1].
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Analise

-

Calculos elementares mostram gue

-

L arccos(z) > 0,878 3(1 —x), para todo z no intervalo [—1, 1].

1
0,8 [~
0,6 -
0,4 -

0,2 I

‘ \ | S o
0—1 —0,5 0 0,5 1

Grafico de f(x) := %arccos(w) e g(x) :== 0,878 3(1 — ).
~ Verifica-se que f(z) > g(z) no intervalo [—1, 1. o

Aproximacéo — p. 5



Finalizando a analise

fTeorema: Se I/ é o0 peso do corte produzido pelo algoritmoj
MAXCUT-GW (G, w) entao

E[W] > 0,878 OPT(G,w) .



Finalizando a analise
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Finalizando a analise

fTeorema: Se I/ é 0 peso do corte produzido pelo algoritmoT
MAXCUT-GW (G, w) entao

E[W] > 0,878 OPT(G,w).

Prova: Pelo lema e pela observacao prévia,

EW] = ) icp wijPrlij € 0(9)]

1 L
> D ijer Wij — arceos (YY" )i5)
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> 0,878 9 Zz’jeE wii (1 — (YY")5)



Finalizando a analise

fTeorema: Se I/ é o0 peso do corte produzido pelo algoritmoj
MAXCUT-GW (G, w) entao

E[W] > 0,878 OPT(G,w) .

Prova: Pelo lema e pela observacao prévia,

EW] = ) icp wijPrlij € 0(9)]

1 T
Zz’jEE wij — arccos (YY)ij)

1 "
0,878 9 2 ijen Wi(1 — (YY")i)
> 0,878 OPT(G,w),

[V

[V

Londe a ultima desigualdade segue da relaxacao. J
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MAXCUT-GW (G, w)
1 seja Y uma soluc&o 6tima do programa vetorial
2 1 < RANDESFERA(V (())
3 S« {ieV(G) : rY.>0}
4  devolva i(9)

RANDESFERA: devolve um r indexado por V(G) tq ||r|| = 1
(ou seja, um ponto na esfera unitaria)
com probabilidade uniforme.
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MAXCUT-GW (G, w)
1 seja Y uma soluc&o 6tima do programa vetorial
2 1 < RANDESFERA(V (())
3 S« {ieV(G) : rY.>0}
4  devolva i(9)

RANDESFERA: devolve um r indexado por V(G) tq ||r|| = 1
(ou seja, um ponto na esfera unitaria)
com probabilidade uniforme.

®» Como se executa a linha 1?
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Algoritmo de Goemans e Williamson

-
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MAXCUT-GW (G, w)

seja Y uma solucdo 6tima do programa vetorial
r < RANDESFERA(V (G))

S« {ieV(G) : rYi >0}

devolva §(9)

RANDESFERA: devolve um r indexado por V(G) tq ||r|| = 1

(ou seja, um ponto na esfera unitaria)
com probabilidade uniforme.

®» Como se executa a linha 1?

L # Como se implementa RANDESFERA? J

Aproximacgéo — p. 7



Distribuicao uniforme na esfera

Sejam x1,...,r, Sao variaveis aleatdrias independentes,
cada uma com distribuicao normal.



Distribuicao uniforme na esfera

Sejam x1,...,r, Sao variaveis aleatdrias independentes,
cada uma com distribuicao normal.

Entao o vetor s com componentes

Vit

Si

tem distribuicdo uniforme na esfera unitaria.
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Distribuicao uniforme na esfera

Sejam x1,...,r, Sao variaveis aleatdrias independentes,

cada uma com distribuicao normal.

Entao o vetor s com componentes

Nz E—

Sq

tem distribuicdo uniforme na esfera unitaria.

Se « e v sao variaveis aleatdrias independentes,
com distribuicao uniforme em |0, 1), entao

v = cos(2mv)vV—2 Inu

é uma variavel aleatoria com distribuicdo normal.

-
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Matrizes positiva semidefinidas

fMatriz real X quadrada é positiva semidefinida se,
para todo vetor y, vale que y Xy > 0.

Notacao: X > 0.

-



Matrizes positiva semidefinidas

fMatriz real X quadrada é positiva semidefinida se, T
para todo vetor y, vale que y Xy > 0.

Notacao: X > 0.

Lema: Para toda matriz quadrada simetrica X,
as seguintes afirmacoes sao equivalentes:

1. X é positiva semidefinida;
. Todos os autovalores de X sao nao negativos,;

2
3. Existe uma matriz quadrada Y tal que X =Y Y';
4. X =" hw;w! onde \; > 0 e w!w; = 1 para todo i,

| e wlw; = 0 para todo j # i. »
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Programas semidefinidos
b

ados a, b e ¢, encontrar matrix real X n x n, que
maximize Zz’j CijTij
sujeito a Zm Qijk Tij = b para cada k,
Tij = Tji para todo par i, j
X >~ 0.
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Programas semidefinidos

- N

ados a, b e ¢, encontrar matrix real X n x n, que
maximize Zij CijTij
sujeito a Zi,j Qijk Tij = b para cada k,
Tij = Tji para todo par 7, j
X >~ 0.

Sob certas condicOes técnicas, resolve-se tal programa
dentro de um erro aditivo de ¢ > 0, em tempo polinomial no

tamanho da entrada (soma dos tamanhos de a, bec) e lg %

o |
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Programas semidefinidos

- N

ados a, b e ¢, encontrar matrix real X n x n, que
maximize Zz’j CijTij
sujeito a Zi,j Qijk Tij = b para cada k,
Tij = Tji para todo par 7, j
X >~ 0.

Sob certas condicOes técnicas, resolve-se tal programa
dentro de um erro aditivo de ¢ > 0, em tempo polinomial no

tamanho da entrada (soma dos tamanhos de a, bec) e lg %

CondicoOes técnicas:
A regiao viavel nao é vazia e esta contida
Lem uma bola de tamanho polinomial (na entrada). J
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Matrizes positiva semidefinidas

-

Matriz real quadrada X é positiva semidefinida se
existe matriz quadrada Y tal que X =YY",

-

Tal X é simeétrica.
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Matrizes positiva semidefinidas

. N

Matriz real quadrada X é positiva semidefinida se
existe matriz quadrada Y tal que X =YY",

Tal X é simeétrica.

Lema: Para toda matriz simétrica X,
vale uma e apenas uma das seguintes alternativas:

existe uma matriz quadrada Y tal que X =Y Y7!
ou existe um vetor y tal que y Xy < 0.

o |
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Matrizes positiva semidefinidas

. N

Matriz real quadrada X é positiva semidefinida se
existe matriz quadrada Y tal que X =YY",

Tal X é simeétrica.

Lema: Para toda matriz simétrica X,
vale uma e apenas uma das seguintes alternativas:

existe uma matriz quadrada Y tal que X =Y Y7!
ou existe um vetor y tal que y Xy < 0.

Prova: Primeiro, se X =Y Y71, entdo
yXy = y(YY )y = Y)(wY)' > 0,

ou seja, N0 maximo uma das alternativa vale.

Aproximagéo — p. 11



Continuacao da prova

fLema: Para toda matriz simétrica X,

vale uma e apenas uma das seguintes alternativas:

existe uma matriz quadrada Y tal que X =Y Y7!
ou existe um vetor y tal que y Xy < 0.
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Continuacao da prova

fLema: Para toda matriz simétrica X, T
vale uma e apenas uma das seguintes alternativas:

existe uma matriz quadrada Y tal que X =Y Y7!
ou existe um vetor y tal que y Xy < 0.

Prova: Autovalores \;...., \, de X.
(Matriz real simétrica tem todos os autovalores reais.)
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fLema: Para toda matriz simétrica X, T
vale uma e apenas uma das seguintes alternativas:

existe uma matriz quadrada Y tal que X =Y Y7!
ou existe um vetor y tal que y Xy < 0.

Prova: Autovalores \;...., \, de X.
(Matriz real simétrica tem todos os autovalores reais.)
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U matriz ortogonal cuja coluna ¢ € autovetor de ;.
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Continuacao da prova

fLema: Para toda matriz simétrica X, T
vale uma e apenas uma das seguintes alternativas:

existe uma matriz quadrada Y tal que X =Y Y7!
ou existe um vetor y tal que y Xy < 0.

Prova: Autovalores \;...., \, de X.
(Matriz real simétrica tem todos os autovalores reais.)

A: matriz diagonal com A, ..., )\, na diagonal.
U matriz ortogonal cuja coluna ¢ € autovetor de ;.

Verifique que X = UAU".
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Continuacao da prova

fLema: Para toda matriz simétrica X, T
vale uma e apenas uma das seguintes alternativas:

existe uma matriz quadrada Y tal que X =Y Y7!
ou existe um vetor y tal que y Xy < 0.

Prova: Autovalores \;...., \, de X.
(Matriz real simétrica tem todos os autovalores reais.)

A: matriz diagonal com A, ..., )\, na diagonal.
U matriz ortogonal cuja coluna ¢ € autovetor de ;.

Verifique que X = UAU".
Se X é positiva semidefinida, \; > 0 para todo i, e

X = UJVAVAUT = (UVA)(UVA)T, ouseja, Y = UVA.

o |
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Continuacao da prova

fLema: Para toda matriz simétrica X, T
vale uma e apenas uma das seguintes alternativas:

existe uma matriz quadrada Y tal que X =Y Y7!
ou existe um vetor y tal que y Xy < 0.

Prova: Autovalores \;...., \, de X.
(Matriz real simétrica tem todos os autovalores reais.)

A: matriz diagonal com A, ..., )\, na diagonal.
U matriz ortogonal cuja coluna ¢ € autovetor de ;.

Verifique que X = UAU".
Se X é positiva semidefinida, \; > 0 para todo i, e

X = UJVAVAUT = (UVA)(UVA)T, ouseja, Y = UVA.

Se X nao e positiva semidefinida, \; < 0 para algum i.
LLOQO Xu; = Nu;ew; Xu; = Njuju;, = N < 0. J
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Matrizes positiva semidefinidas
fPrograma vetorial: T

encontrar matrix real Y n x n, onde n = |V|, que
maximize Zij wij(l — (YYT)ij)
sujeitoa (YY'); =1 paracadaiemYV.



Matrizes positiva semidefinidas
fPrograma vetorial: T

encontrar matrix real Y n x n, onde n = |V|, que
maximize Zij wij(l — (YYT)ij)
sujeitoa (YY'); =1 paracadaiemYV.

Programa semidefinido correspondente:

encontrar matrix real X n x n, onde n = |V|, que
Mmaximize Zz’j wij(l — 5137;]')

sujeito a x;; = 1 paracada:emV,
Tij = Tj; para todo par i, j em YV,
X = 0.
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Matrizes positiva semidefinidas

fPrograma vetorial:
encontrar matrix real Y n x n, onde n = |V|, que
maximize Zij wij(l — (YYT)Z']')
sujeitoa (YY'); =1 paracadaiemYV.

Programa semidefinido correspondente:

encontrar matrix real X n x n, onde n = |V|, que
Mmaximize Zz’j wij(l — 5137;]')

sujeito a x;; = 1 paracada:emV,
Tij = Tj; para todo par i, j em YV,
X = 0.

As condicOes técnicas estao satisfeitas.
O lema anterior d4 um algoritmo de separacao.
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Correlational clustering

fDados G = (V, E) e pesos wz‘; >0 ew,; >0 paracada ij T
em E, um clustering € uma particao de V.
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Correlational clustering

fDados G = (V, E) e pesos wz‘; >0 ew,; >0 paracada ij T
em E, um clustering € uma particao de V.

Dado um clustering C,

0(C): arestas com extremos em conjuntos distintos de C
FE(C): arestas com extremos num mesmo conjunto de C.
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Correlational clustering

fDados G = (V, E) e pesos wz‘; >0 ew,; >0 paracada ij T
em E, um clustering € uma particao de V.

Dado um clustering C,

0(C): arestas com extremos em conjuntos distintos de C
FE(C): arestas com extremos num mesmo conjunto de C.

Problema: Dados G, w™ e w™, encontrar
um clustering C que maximize wt(E(C)) +w~ (§(C)).

Aproximacéo — p. 14



Correlational clustering

fDados G = (V, E) e pesos wz‘; >0 ew,; >0 paracada ij T
em E, um clustering € uma particao de V.

Dado um clustering C,
0(C): arestas com extremos em conjuntos distintos de C
FE(C): arestas com extremos num mesmo conjunto de C.

Problema: Dados G, w™ e w™, encontrar
um clustering C que maximize wt(E(C)) +w~ (§(C)).

3-aproximagao:
devolva o melhorentre C; ={V}e(Cy ={{v}:veV}.

o |
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Correlational clustering

fDados G = (V, E) e pesos wz‘; >0 ew,; >0 paracada ij T
em E, um clustering € uma particao de V.

Dado um clustering C,
0(C): arestas com extremos em conjuntos distintos de C
FE(C): arestas com extremos num mesmo conjunto de C.

Problema: Dados G, w™ e w™, encontrar
um clustering C que maximize wt(E(C)) +w~ (§(C)).

3-aproximagao:
devolva o melhorentre C; ={V}e(Cy ={{v}:veV}.

OPT < w+w wT(E(Cy)) +w (6(C
- %:E (E(C1)) (6(C2)) |
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Uma formulacao

fDados G = (V, E) e pesos wz‘; >0 ew,; >0 paracada ij T
em E, um clustering € uma particao de V.

Vamos mostrar uma %-aproximagéio para o problema.
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Uma formulacao

fDados G = (V, E) e pesos wz‘; >0 ew,; >0 paracada ij T
em E, um clustering € uma particao de V.

Vamos mostrar uma %-aproximagéo para o problema.

er. vetor com k-ésima coordenada 1, zero nas demais.
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Uma formulacao

fDados G = (V, E) e pesos wz‘; >0 ew,; >0 paracada ij T
em E, um clustering € uma particao de V.

Vamos mostrar uma %-aproximagéio para o problema.

er. vetor com k-ésima coordenada 1, zero nas demais.

ldeia: =z, = ex SSe v, esta no cluster k.
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Uma formulacao

fDados G = (V, E) e pesos wz‘; >0 ew,; >0 paracada ij T
em E, um clustering € uma particao de V.

Vamos mostrar uma %-aproximagéo para o problema.

er. vetor com k-ésima coordenada 1, zero nas demais.
ldeia: =z, = ex SSe v, esta no cluster k.

Formulacao alternativa:

Dados G, wt e w—, encontrar z1, ..., z,, onde n = |Vg|, que
maximizem » .. (w J(:z:Z xj) + wi; (1 — z; z;))
sujeito a x; € {61,...,en} paraz =1,...,n

o |
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Relaxacao vetorial

fDados G = (V, E) e pesos w+ >0 ew; >0 paracada ij T
em E, um clustering € uma partlc_;ao de V.

Formulacao alternativa:

Dados G, w* e w—, encontrar z1, ..., z,, onde n = |Vg|, que
maximizem » .. (w ](azz xj) + wi; (1 — z; :1:]))
sujeito a z; € {61, ..,ep} parai=1,.
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Relaxacao vetorial

fDados G = (V, E) e pesos w+ >0 ew; >0 paracada ij
em E, um clustering € uma partlc_;ao de V.

Formulacao alternativa:

-

Dados G, w' e w—, encontrar z1, ..., x,, onde n = |Vg|, que
Y]

maximizem » .. (w ](azz xj) + wi; (1 — z; z;))
sujeito a x; € {61,...,en} paraz =1,...,n

Relaxacao vetorial:

Dados G, w™ e w™—, encontrar vetores vy, ..., v, que
maximizem » .. (w ](vz vj) + wi (1 — v vj))
su1e|toavzvz_1 para:=1,....n

v;v; >0 paraz, jg=1,...,n
L v; € IR"  parai=1,....,n
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Relaxacao vetorial

fDados G = (V, E) e pesos w+ >0 ew,; >0 paracada ij T
em E, um clustering € uma partlc_;ao de V.

Relaxacao vetorial:
Dados G, w™ e w—, encontrar vetores vy, ..., v, que
maximizem » .. (w J(vZ vj) +wi (1 — v vj))

sujeito a v; v; —1 parai=1,.
v; v; 2> 0 parai,jzl,...,n
v; € IR" parai=1,...,n.
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Relaxacao vetorial

fDados G = (V, E) e pesos w+ >0 ew,; >0 paracada ij T
em E, um clustering € uma partlc_;ao de V.

Relaxacao vetorial:

Dados G, w™ e w—, encontrar vetores vy, ..., v, que
maximizem » .. (w J(vZ vj) +wi (1 — v vj))
sujeitoawv;v; =1 parai=1,.

v; v; 2> 0 parai,jzl,...,n
v; € IR" parai=1,...,n.

Como € uma relaxacao do problema, vale que z; > OPT.

o |
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Relaxacao vetorial

fDados G = (V, E) e pesos w+ >0 ew,; >0 paracada ij T
em E, um clustering € uma partlc_;ao de V.

Relaxacao vetorial:
Dados G, w™ e w—, encontrar vetores vy, ..., v, que
maximizem » .. (w J(vZ vj) +wi (1 — v vj))

sujeito a v; v; —1 parai=1,.
v; v; 2> 0 parai,jzl,...,n
v; € IR" parai=1,...,n.

Como € uma relaxacao do problema, vale que z; > OPT.

Pode ser resolvida (dentro de um erro aditivo)
Lem tempo polinomial. J
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Algoritmo

fDados G, wT e w™, encontrar vetores vy, ..., v, que T
maximizem » .. (w J(vZ vj) + wi (1 — v vj))

sujeitoav;v; =1 parai=1,.
v; v; 2> 0 parai,jzl,...,n
v; € IR" parai=1,...,n
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Algoritmo

fDados G, wT e w™, encontrar vetores vy, ..., v, que T
maximizem » .. (w w;; T (vivj) + w; (L=, vj))
sujeitoav;v; =1 parai=1,.
v; v; 2> 0 parai,jzl,...,n
v; € IR" parai=1,...,n

MAXCC (G, w™,w™)
seja v uma solucao 6tima do programa vetorial
r1 < RANDESFERA(V (G)) 12 < RANDESFERA(V (G))
R+ {ieV(G) : riv;>0 e ru; >0}
Ry« {ieV(G) : v, >0 e rou; <0}
Rg%{iEV(G) i < 0 e rou; ZO}
Ry« {ieV(G) : v, <0 e rov; <0}
devolva {Rl, Ro., R3, R4}
- -
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Analise
fLema: Para z em [0, 1], T

(1 — 2 arccos(z))? 1 — (1 — £ arccos(x))?

> 0,75 e
T 1l —x

> 0,75,
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Analise
fLema: Para z em [0, 1], T

(1 — %arccos(:z:))2 1—(1— %BICCOS(QZ‘))Q

> 0,75 e
T 1l —x

> 0,75.

Teorema: Se W € o peso do clustering C produzido pelo
algoritmo MAXCC (G, w™,w™) entao

EW] > 0,750PT(G,w",w™).
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Analise
fLema: Para z em [0, 1], T

(1 — %arccos(:z:))2 S 075 e 1—(1 —1% arccos(z))?
T —x

> 0,75.

Teorema: Se W € o peso do clustering C produzido pelo
algoritmo MAXCC (G, w™,w™) entao

EW] > 0,750PT(G,w",w™).

Prova: Seja X;; av.a. que vale 1 se ; e 5 estao no mesmo
cluster em C, 0 caso contrario. Entao

o |
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Analise
fLema: Para z em [0, 1], T

(1 — %arccos(:z:))2 S 075 e 1—(1 —1% arccos(z))?
T —x

> (,75.
Teorema: Se W € o peso do clustering C produzido pelo
algoritmo MAXCC (G, w™,w™) entao

EW] > 0,750PT(G,w",w™).

Prova: Seja X;; av.a. que vale 1 se ; e 5 estao no mesmo
cluster em C, 0 caso contrario. Entao

EW] = > ep (Wi EIXG] +w;; (1 - E[X5]).

LVamos calcular E[X;]. J
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Analise

fA probabilidade um hiperplano aleatorio deixar v; € v; do T
mesmo lado é 1 — 1 arccos(v; v;).
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Analise

fA probabilidade um hiperplano aleatorio deixar v; € v; do T
mesmo lado é 1 — 1 arccos(v; v;).

A probabilidade de v; e v; estarem no mesmo lado dos
hiperplanos dados porr; e de r, € (1 — %arccos(vi v;))?,
ou seja, E[X;;] = (1 — 2 arccos(v; v;))>.
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Analise

fA probabilidade um hiperplano aleatorio deixar v; € v; do T
mesmo lado é 1 — 1 arccos(v; v;).

A probabilidade de v; e v; estarem no mesmo lado dos
hiperplanos dados porr; e de r, € (1 — %arccos(vi v;))?,
ou seja, E[X;;] = (1 — 2 arccos(v; v;))>.

Segue que
EW] = > ep (W BIX] +wy; (1 - E[X]))
= Yiiep W W 51— L arccos(v; vj))?
+w; (1= (1- %arccos(vz v]))Q)}

0,75 ZijEE (w;; (vivj) + W, ; (1 — v Uj))
0,75 OPT. J
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