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Programacao Semidefinida

fMAX CUT: Dados G = (V, F) e pesos w, > 0 para cada e T
em F, encontrar corte §(X) em G de peso maximo.



Programacao Semidefinida

fMAX CUT: Dados G = (V, F) e pesos w, > 0 para cada e T
em F, encontrar corte §(X) em G de peso maximo.

Formulacao alternativa: encontrar vetor = que
. . 1
maximize 5 ZijEE w@-j(l — :I?ia:‘j)
sujeitoa z;r; =1 paracadaiemYV.
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Programacao Semidefinida

fMAX CUT: Dados G = (V, F) e pesos w, > 0 para cada e T
em F, encontrar corte §(X) em G de peso maximo.

Formulacao alternativa: encontrar vetor x que
. . 1
Mmaximize 5 ZijEE wz-j(l — w@'wj)

sujeitoa z;r; =1 paracadaiemYV.

Se x é solucéo viavel do programa, x; € {—1,1} para todo .
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Programacao Semidefinida

fMAX CUT: Dados G = (V, F) e pesos w, > 0 para cada e T
em F, encontrar corte §(X) em G de peso maximo.

Formulacao alternativa: encontrar vetor x que
. . 1
Mmaximize 5 ZijEE wz-j(l — w@'wj)

sujeitoa z;r; =1 paracadaiemYV.

Se x é solucéo viavel do programa, x; € {—1,1} para todo .
Tome S ={v : x; =1}.

o |
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Programacao Semidefinida

fMAX CUT: Dados G = (V, F) e pesos w, > 0 para cada e T
em F, encontrar corte §(X) em G de peso maximo.

Formulacao alternativa: encontrar vetor = que
maximize 5 >, p wij(1 — zx;)
sujeitoa z;r; =1 paracadaiemYV.
Se x é solucéo viavel do programa, x; € {—1,1} para todo .
Tome S ={v : x; =1}.
Seijeo(S)entao 1 — z;z; =2, senao 1 — x;z; = 0,
090 5 > icp wij(1 — zizy) = w(5(9)).

o |
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Programacao Semidefinida

fMAX CUT: Dados G = (V, F) e pesos w, > 0 para cada e T
em F, encontrar corte §(X) em G de peso maximo.

Formulacao alternativa: encontrar vetor = que
maximize 5 >, p wij(1 — zx;)
sujeitoa z;r; =1 paracadaiemYV.
Se x é solucéo viavel do programa, x; € {—1,1} para todo .
Tome S ={v : x; =1}.
Seijeo(S)entao 1 — z;z; =2, senao 1 — x;z; = 0,
090 5 > icp wij(1 — zizy) = w(5(9)).

Sej(S) écorte,sejaxr;=1sei €S,

Le r; = —1 caso contrario. J
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Programacao Semidefinida

fMAX CUT: Dados G = (V, F) e pesos w, > 0 para cada e T
em F, encontrar corte §(X) em G de peso maximo.

Formulacao alternativa: encontrar vetor = que
maximize 5 >, p wij(1 — zx;)
sujeitoa z;r; =1 paracadaiemYV.
Se x é solucéo viavel do programa, x; € {—1,1} para todo .
Tome S ={v : x; =1}.
Seijeo(S)entao 1 — z;z; =2, senao 1 — x;z; = 0,
090 5 > icp wij(1 — zizy) = w(5(9)).

Sej(S) écorte,sejaxr;=1sei €S,
Le r; = —1 caso contrario. Tal x € vidvel de peso w(4(S5)). J
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Relaxacao vetorial

fMAX CUT: Dados G = (V, F) e pesos w, > 0 para cada e T
em F, encontrar corte §(X) em G de peso maximo.

Formulacao quadratica: encontrar vetor x que
maximize % Zij wij(l — :177;:17]')
sujeitoax;xr; =1 paracadaiemV.

(wi; =0seij ¢ E)
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Relaxacao vetorial

fMAX CUT: Dados G = (V, F) e pesos w, > 0 para cada e T
em F, encontrar corte §(X) em G de peso maximo.

Formulacao quadratica: encontrar vetor x que
maximize % Zij wij(l — :177;:17]')
sujeitoax;xr; =1 paracadaiemV.

(wi; =0seij ¢ E)

Relaxacao vetorial:
encontrar matrix real Y n x n, onde n = |V|, que

maximize % Zij w@'j(l — (YYT)ij)
sujeitoa (YY!); =1 paracadaiemYV.

o |
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Relaxacao vetorial

fMAX CUT: Dados G = (V, F) e pesos w, > 0 para cada e T
em F, encontrar corte §(X) em G de peso maximo.

Formulacao quadratica: encontrar vetor x que
maximize % Zij wij(l — :177;:17]')
sujeitoax;xr; =1 paracadaiemV.

(wi; =0seij ¢ E)

Relaxacao vetorial:
encontrar matrix real Y n x n, onde n = |V|, que

maximize % Zij w@'j(l — (YYT)ij)
sujeitoa (YY!); =1 paracadaiemYV.

LAS Incognitas sdo os vetores: as linhas da matriz Y. J
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Relaxacao vetorial

fMAX CUT: Dados G completo e pesos w;; > 0 para cada zyj
encontrar corte /(X) em G de peso maximo.

Formulacao quadratica: encontrar vetor x que
maximize % Zz’j wz-j(l — w@'wj)
sujeitoax;xr; =1 paracadaiemV.

Relaxacao vetorial:
encontrar matrix real Y n x n, onde n = |V|, que

maximize Zij wij(l — (YYT)ij)
sujeitoa (YY'!); =1 paracadaiemYV.

o |
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Relaxacao vetorial

fMAX CUT: Dados G completo e pesos w;; > 0 para cada Z]T
encontrar corte /(X) em G de peso maximo.

Formulacao quadratica: encontrar vetor x que
maximize % Zz’j w@-j(l — 1137;33]')
sujeitoax;xr; =1 paracadaiemV.

Relaxacao vetorial:

encontrar matrix real Y n x n, onde n = |V|, que
maximize Zij w@'j(l — (YYT)ij)
sujeitoa (YY'!); =1 paracadaiemYV.

E relaxac&o: solucéo viavel = da formulacdo quadratica
corrresponde a solucéao viavel do programa vetorial.
Tome Y com uma unica coluna nao nula, dada pelo z.)
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Relaxacao vetorial

fEncontrar matrix real Y n x n, onde n = |V|, que
maximize % Zz’j wij(l — (YYT)ij)
sujeitoa (YY'); =1 paracadaiemYV.

-



Relaxacao vetorial

-

fEncontrar matrix real Y n x n, onde n = |V|, que
maximize % Zz’j wij(l — (YYT)U)
sujeitoa (YY'); =1 paracadaiemYV.

Algumas questoes:

# Mas como resolver um programa vetorial?

Aproximacgéo — p. 5



Relaxacao vetorial

fEncontrar matrix real Y n x n, onde n = |V|, que
maximize % Zz’j wij(l — (YYT)M)
sujeitoa (YY'); =1 paracadaiemYV.

Algumas questoes:
# Mas como resolver um programa vetorial?

# Alias, tal programa tem solucéao?
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Relaxacao vetorial

fEncontrar matrix real Y n x n, onde n = |V|, que
maximize % Zz’j wij(l — (YYT)ij)
sujeitoa (YY'); =1 paracadaiemYV.

Algumas questoes:
# Mas como resolver um programa vetorial?
# Alias, tal programa tem solucéao?

#® E o0 que fazer com a solucao depois?

o |
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Tal programa tem solucao?

fDados G e w, encontrar matrix real Y que T
maximize % Zz’j wij(l — (YYT)Z'J')
sujeitoa (YY');; =1 paracadaiem V.



Tal programa tem solucao?

fDados G e w, encontrar matrix real Y que T
maximize % Zz’j wij(l — (YYT)Z'J')
sujeitoa (YY');; =1 paracadaiem V.
SejaV =V(G)en=|V]|.

Conjunto das solucdes viaveis é
subconjunto de IR™ fechado e limitado.
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Tal programa tem solucao?

fDados G e w, encontrar matrix real Y que T
maximize % Zz’j wij(l — (YYT)Z'J')
sujeitoa (YY');; =1 paracadaiem V.
SejaV =V(G)en=|V]|.

Conjunto das solucdes viaveis é
subconjunto de IR™ fechado e limitado.

Fechado pois é intersecao de hiperplanos.
(YY1);; =1 paracada 1)
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Tal programa tem solucao?

fDados G e w, encontrar matrix real Y que T
maximize % Zz’j wij(l — (YYT)Z'J')
sujeitoa (YY');; =1 paracadaiem V.

SejaV =V(G)en=|V]|.

Conjunto das solucdes viaveis é
subconjunto de IR™ fechado e limitado.

Fechado pois é intersecao de hiperplanos.
(YY1);; =1 paracada 1)

Limitado pois ||Y||? = >, Vi Yix = > (YY) = n.
(Yis: linha i de Y)

o
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O que fazer com sua solucao?

fAIgoritmo de Goemans e Willlamson: T

MAXCUT-GW (G, w)
1 seja Y uma soluc&o 6tima do programa vetorial
2 s+« RANDESFERA(V (G))
3 S—{ieV(Q) : sVy >0}
4  devolva i(9)



O que fazer com sua solucao?

fAIgoritmo de Goemans e Willlamson: T

MAXCUT-GW (G, w)
1 seja Y uma soluc&o 6tima do programa vetorial
2 s+« RANDESFERA(V (G))
3 S—{ieV(Q) : sVy >0}
4  devolva i(9)

RANDESFERA: devolve um r indexado por V(G) tq ||r|| = 1
(ou seja, um ponto na esfera unitaria)
com probabilidade uniforme.
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O que fazer com sua solucao?

fAIgoritmo de Goemans e Willlamson: T

MAXCUT-GW (G, w)

1

2
3
A4

seja Y uma solucdo 6tima do programa vetorial
s < RANDESFERA(V (G))

S—{ieV(G) : sY >0}

devolva §(9)

RANDESFERA: devolve um r indexado por V(G) tq ||r|| = 1

Cada linha da matriz Y € um ponto desta mesma esfera.

o

(ou seja, um ponto na esfera unitaria)
com probabilidade uniforme.

|

Aproximacgéo — p. 7



Analise

fLema: Para S e Y do algoritmo e quaisquer dois vértices i T
e jde G, Prlij€d(S)] > %arccos((f/f/T)ij) .
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Analise

fLema: Para S e Y do algoritmo e quaisquer dois vértices i T
e jde G, Prlij€d(S)] > %arccos((f/f/T)ij) .

Prova: Usemos 7 e # para denotar Y;, e Yj,. Entdo
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Analise
fLema: Para S e Y do algoritmo e quaisquer dois vértices i T
e jde G, Prlij€d(S)] > %arccos((f/f/T)ij) .

Prova: Usemos 7 e # para denotar Y;, e Yj,. Entdo
Pr(ij € 6(S)] = Prlsy>0es2<0]+Prlsy<0esz>0].

Termo vermelho: probabilidade de s estar na esfera unitaria
na interseccao dos semi-espacgos {r : rg > 0} e {r: rz < 0}.
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Analise
fLema: Para S e Y do algoritmo e quaisquer dois vértices i T
e jde G, Pr[ij € 0(9)] > %arccos((f/f/T)ij) .
Prova: Usemos 7 e # para denotar Y;, e Yj,. Entdo
Pr(ij € 6(S)] = Prlsy>0es2<0]+Prlsy<0esz>0].
Termo vermelho: probabilidade de s estar na esfera unitaria
na interseccao dos semi-espacgos {r : rg > 0} e {r: rz < 0}.

Tal regiao é a “fatia” da esfera de angulo igual ao
angulo entre os vetores y e z, que denotamos por ©.
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Analise

fLema: Para S e Y do algoritmo e quaisquer dois vértices i T
ejde G, Prlij€d(9)] = %arccos((}A/YT)ij) .
Prova: ¢ e 2 denotam Yj, e Yj, e
Pr(ij € 6(S)] = Prlsy>0es2<0]+Prlsy<0esz>0].
Termo vermelho: probabilidade de s estar na esfera unitaria
na interseccao dos semi-espacgos {r : rg > 0} e {r: rz < 0}.

Aproximacgéo — p. 9



Analise

fLema: Para S e Y do algoritmo e quaisquer dois vértices i T
ejde G, Prlij€d(9)] = %arccos((}A/YT)ij) .
Prova: ¢ e 2 denotam Yj, e Yj, e
Pr(ij € 6(S)] = Prlsy>0es2<0]+Prlsy<0esz>0].
Termo vermelho: probabilidade de s estar na esfera unitaria
na interseccao dos semi-espacgos {r : rg > 0} e {r: rz < 0}.

Pela distribuicao uniforme, a probabilidade de tal regiao é
proporcional a area da regiao, e portanto ao angulo ©:

e

Prisy >0esz2<0] = o
m

o |
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Analise

fLema: Para S e Y do algoritmo e quaisquer dois vértices i T
ejde G, Prlij € 0(9)] = %arccos((}A/YT)ij) .
Prova: ¢ e 2 denotam Yj, e Yj, e
Pr(ij € 6(S)] = Prlsy>0es2<0]+Prlsy<0esz>0].
Termo vermelho: probabilidade de s estar na esfera unitaria
na interseccao dos semi-espacgos {r : rg > 0} e {r: rz < 0}.

Pela distribuicao uniforme, a probabilidade de tal regiao é
proporcional a area da regiao, e portanto ao angulo ©:

e

Prisy >0esz2<0] = o
m

Do mesmo modo, Pr{sy <0e sz > 0] =06/2n,
LO que termina a prova, ja que © = arccos(y2). J
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O que falta para concluir?

fSeja IV o valor da solucao produzida por MAXCUT-GW. T



O que falta para concluir?

fSeja IV o valor da solucao produzida por MAXCUT-GW. T

Lembre-se que, por linearidade da esperanca,

E[W] = wa Pr[ij S 5(3)]
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O que falta para concluir?

fSeja IV o valor da solucao produzida por MAXCUT-GW.

Lembre-se que, por linearidade da esperanca,

E[W] = wa Pr[ij S 5(3)]

Pelo lema entao

1 “ A
E[W] = - szj arccos ((YY1);;).
v
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O que falta para concluir?

fSeja IV o valor da solucao produzida por MAXCUT-GW.

Lembre-se que, por linearidade da esperanca,

E[W] = wa Pr[ij S 5(3)]

Pelo lema entao

1 “ A
E[W] = - szj arccos ((YY1);;).
v

Vamos ver, na aula que vem, que

A

B EW] > 0878 » w;;(1— (YY");;) > 0878 OPT.

iJ
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