Algoritmos de Aproximacao

Segundo Semestre de 2012



Aula passada

fMAX SAT: Dadas clausulas 4, ...,C,, sobre z1,...,z,, € T
pesos w; > (0 para cada C;, encontrar uma atribui¢ao para

T, ..., T, que maximize o peso das clausulas satisfeitas.
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Aula passada

fMAX SAT: Dadas clausulas 4, ...,C,, sobre z1,...,z,, € T
pesos w; > (0 para cada C;, encontrar uma atribui¢ao para

T, ..., T, que maximize o peso das clausulas satisfeitas.

Variaveis para a formulacao linear inteira do MAX SAT:
y;. vale 1 se a variavel x; € VERDADE, 0 caso contrario.
z;: vale 1 se a clausula C; esta satisfeita, 0 caso contrario.
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Aula passada

fMAX SAT: Dadas clausulas 4, ...,C,, sobre z1,...,z,, € T
pesos w; > (0 para cada C;, encontrar uma atribui¢ao para

T, ..., T, que maximize o peso das clausulas satisfeitas.

Variaveis para a formulacao linear inteira do MAX SAT:
y;. vale 1 se a variavel x; € VERDADE, 0 caso contrario.
z;: vale 1 se a clausula C; esta satisfeita, 0 caso contrario.

P;: conjunto dos indices dos literais positivos de C;
N;: conjunto dos indices dos literais negativos de C}
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Aula passada

fMAX SAT: Dadas clausulas 4, ...,C,, sobre z1,...,z,, € T
pesos w; > (0 para cada C;, encontrar uma atribui¢ao para

T, ..., T, que maximize o peso das clausulas satisfeitas.

Variaveis para a formulacao linear inteira do MAX SAT:
y;. vale 1 se a variavel x; € VERDADE, 0 caso contrario.
z;: vale 1 se a clausula C; esta satisfeita, 0 caso contrario.

P;: conjunto dos indices dos literais positivos de C;
N;: conjunto dos indices dos literais negativos de C}

Formulacao inteira: encontrar y e z que
maximizem » %7, w;z;
sujeitos a » ;cp Yi + D _ien (1 —4i) = 2 para cada j
y; € {0,1} para cada i
o 0<z <1 paracadaj. o
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Arredondamento probabillistico linear

~ P;/N;: indices dos literais positivos/negativos de C; o
Relaxacao linear: encontrar y e z que
maximizem > "7, w2y
sujeitos a ) ;cp Yi + 2 ien (1 —4i) = 7 para cada j

0<y, <1 paracada:
0<%z <1 paracada j.



Arredondamento probabillistico linear

~ P;j/N;: indices dos literais positivos/negativos de C o

Relaxacao linear: encontrar y e z que
maximizem > "7, w2y
sujeitos a ) ;cp Yi + D _ien (1 —4i) = 2 para cada j
0<y, <1 paracada:
0<%z <1 paracada j.

ArredLP(n, m, C)
1 resolva o LP acima, obtendo y* e z*
2 para i« 1até nfaca
3 r «<— RANDOM(0,1) > numero aleatorio em [0, 1)
4 ser <vy;
5 entao x; — V
6 senao z; «+— F
7/ devolva x J

o
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Arredondamento probabilistico nao-linea

- N

f:10,1] — [0, 1] funcao tal que, para todo = em [0,1],

1 —47% < flz) < 471
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- N

f:10,1] — [0, 1] funcao tal que, para todo = em [0,1],

1 —47% < flz) < 471

ArredLPNL(n, m, C)
resolva o LP acima, obtendo y* e z*
para i < 1 até n faca
r «— RANDOM(0,1) > numero aleatorio em [0, 1)
ser < f(y’)
entao x; — V
senao z; «+— F
devolva

~NOoO o1 b WwWwN PR



Arredondamento probabilistico nao-linea

- N

f:10,1] — [0, 1] funcao tal que, para todo = em [0,1],

1 —47% < flz) < 471
ArredLPNL(n, m, C)
resolva o LP acima, obtendo y* e z*
para i < 1 até n faca
r «— RANDOM(0,1) > numero aleatorio em [0, 1)
se r < f(y;)
entao x; — V
senao z; «+— F
devolva zx

~NOoO o1 b WwWwN PR

LO gue podemos provar sobre este algoritmo? J
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Arredondamento probabilistico nao-linea

-
. Pr[C; ndo é satisfeita] = [ (1— () ] f)

iEPj iENj

H A= Yi H qvi —1

iEPj iENj
4_ ( Ziepj y?+ZiGNj (l—yf))
4%

VAN
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Arredondamento probabilistico nao-linea

-
. Pr[C; ndo é satisfeita] = [ - @) ] f)

iEPj iENj

H A= Yi H qvi —1

iEPj iENj
4_ ( Ziepj y;+zieNj (l—yf))
4%

VAN

A

A funcéo g(z) =1 —47% é cOncava em |0, 1]. Entao
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Arredondamento probabilistico nao-linea

-
. Pr[C; ndo é satisfeita] = [ - @) ] f)

iEPj iENj

T4 [T 4

iEPj iENj
4_ ( Ziepj y;+zieNj (l—yf))
4%

VAN

A

A funcéo g(z) =1 —47% é cOncava em |0, 1]. Entao

, o , 3
Pr|C; e satisfeita] > 1 —-47% > Zz}‘.
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Arredondamento probabilistico nao-linea

-
. Pr[C; ndo é satisfeita] = [ - @) ] f)

iEPj iENj

T4 [T 4

iEPj iENj
4_ ( Ziepj y;+zieNj (l—yf))
4%

VAN

A

A funcéo g(z) =1 —47% é cOncava em |0, 1]. Entao

, o , 3
Pr|C; e satisfeita] > 1 —-47% > Zz}‘.

L Teorema: ArredLPNL € uma %-aproximac;éo. J
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Stelner trees e variantes

- N

Problema de Steiner: dados G = (V, F), custos ¢, > 0 para
cada e em E, e conjunto R C V, encontrar arvore 7' tq
Vr O R com custo minimo.
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Stelner trees e variantes

- N

Problema de Steiner: dados G = (V, F), custos ¢, > 0 para
cada e em E, e conjunto R C V, encontrar arvore 7' tq
Vr O R com custo minimo.

Prize-Collecting Steiner Tree Problem: dados G = (V, E),
ce > 0 para cada e em E, um vertice r, e penalidades ,
para cada vértice v, encontrar arvore 1" contendo r que
minimize c¢(E7) + w(V \ V7).
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Formulacao inteira

fVariélveis:
#® 1. paracada aresta e
# ¢, para cada vertice v

r.=1sseeeT
y, =1sseveT
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Formulacao inteira
fVariélveis: T
#® 1. paracada aresta e
# ¢, para cada vertice v

r.=1sseeeT
y, =1sseveT

Encontrar vetores = e y que
minimizem > _pceTe + D ey o (1 — y)
sujelto a ) .c5(5) ze = Yy Paratodo S C VA\{rttquv e s
Yr = 1
y, € {0,1} paracadav € V
re € {0,1} paracadace € F. J
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Relaxacao linear

fEncontrar vetores = e y que T

minimizem > __pceze + > oy T (1 = yy)
sujelto a ) .55y Ze = yo Paratodo S CV C {rjtque s

yr =1
Yy, > 0 paracadav eV

y, < 1paracadav eV

r. > 0paracadae € L.
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Relaxacao linear

fEncontrar vetores = e y que T
minimizem > __pceze + > oy T (1 = yy)

sujeitoa ) ;5
yr =1

Yy = 0

Uy <1

Te > 0

(S) Te = Yo paratodo SCV C{rjtque s

paracadav eV
paracadav eV

para cada e € E.

o um numero a ser fixado a frente.

ARRED,, (G,c,m,T)

1 seja(z*,y") uma solucdo otima do LP

2 R<—{UEVG

Ly, > o

3 T« Ex-CAr7(G,c, R)

L 4 devolva T
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Algoritmo
foz: um numero a ser fixado a frente. T

ARRED,, (G,c,m,T)
1 seja(z*,y") uma solucdo otima do LP
2 R—{veVg : vy >a}
3 T « Ex-CAr7(G,c, R)
4 devolva T
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1 seja(z*,y") uma solucdo otima do LP
2 R—{veVg : vy >a}
3 T « Ex-CAr7(G,c, R)
4 devolva T

Ex-CAP7((, ¢, R): devolve uma arvore de Steiner 7' tq
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Algoritmo

foz: um numero a ser fixado a frente. T

ARRED,, (G,c,m,T)
1 seja(z*,y") uma solucdo otima do LP
2 R—{veVg : vy >a}
3 T « Ex-CAr7(G,c, R)
4 devolva T

Ex-CAP7((, ¢, R): devolve uma arvore de Steiner 7' tq

LLema LY erve To < 125 2opey Toll = 42)- J
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Analise

|7 ARRED,, (G,c,m,T) T

1 seja(z*,y") uma solucdo otima do LP
2 R—{veVg : vy, >a}

3 T « Ex-CAr7(G,c, R)

4 devolva T
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Analise

|7 ARRED,, (G,c,m,T) T

1 seja(z*,y") uma solucdo otima do LP
2 R—{veVg : vy, >a}

3 T « Ex-CAr7(G,c, R)

4 devolva T

Ex-CAP7((, ¢, R): devolve uma arvore de Steiner 7' tq

ZeeT Ce < % ZGEE Ce T

Lema 10 37 cyvyy To < 125 Dopey To(l = 1)
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Analise

|7 ARRED,, (G,c,m,T) T
1 seja(z*,y") uma solucdo otima do LP
2 R—{veVg : vy, >a}
3 T « Ex-CAr7(G,c, R)
4 devolva T

Ex-CAP7((, ¢, R): devolve uma arvore de Steiner 7' tq

ZeeT Ce < % ZGEE Ce T

Lema 10 37 cyvyy To < 125 Dopey To(l = 1)

Teorema: O custo do T produzido por ArRrep,, (G,c, 7, r) €

Yt Yo T Y ceat b Yomd—ui)

ecT v€T eck veV
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Analise

|7 ARRED,, (G,c,m,T) T
1 seja(z*,y") uma solucdo otima do LP
2 R—{veVg : vy, >a}
3 T « Ex-CAr7(G,c, R)
4 devolva T

Ex-CAP7((, ¢, R): devolve uma arvore de Steiner 7' tq

ZeeT Ce < % ZGEE Ce T

Lema 10 37 cyvyy To < 125 Dopey To(l = 1)

Teorema: O custo do T produzido por ArRrep,, (G,c, 7, r) €

Yt Yo T Y ceat b Yomd—ui)

ecT v€T eck veV

LCoroIério: ARRED, COM a = 2/3 é uma 3-aproximacao. J
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Arredondamento probabilistico
N

o algoritmo abaixo, escolher o aleatoriamente!

ARRED,, (G,c,m,T)

seja (z*,y*) uma solugao otima do LP
R—{veVg : vy, >a}

T — Ex-Car7(G, ¢, R)

devolva T

B~ OWODN -

Ex-CAP7((, ¢, R): devolve uma arvore de Steiner 7' tq

Zce < % Zcexz.

ecT eckE
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Arredondamento probabilistico
N -

o algoritmo abaixo, escolher o aleatoriamente!

ARREDALEAT, (G, c,m,7)

seja (z*,y*) uma solugao otima do LP

a «<— RANDOM(7,1) > numero aleatorio em [y, 1)
R—{veVg : vy, >a}

T — Ex-CarP7(G, ¢, R)

devolva T

Oabr wWDNPEF

~. constante a ser fixada a frente.
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Arredondamento probabilistico
N -

o algoritmo abaixo, escolher o aleatoriamente!

ARREDALEAT, (G, c,m,7)

seja (z*,y*) uma solugao otima do LP

a «<— RANDOM(7,1) > numero aleatorio em [y, 1)
R—{veVg : vy, >a}

T — Ex-CarP7(G, ¢, R)

devolva T

Oabr wWDNPEF

~. constante a ser fixada a frente.

Quanto vale E|) | .1 ce|?

LQuanto vale E[}_ ey vy m]? J
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Analise

 Ex-Cap7(G. ¢, R): devolve uma arvore de Steiner T tq o

ZeET Ce > % ZeEE Ce Tg-

a: numero aleatorio uniformemente escolhido em [+, 1)

Lema 1: B[} crce] < (%ln%) Y ecE CeTr.
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Analise

 Ex-Cap7(G. ¢, R): devolve uma arvore de Steiner T tq

ZeET Ce > % ZeEE Ce Tg-

a: numero aleatorio uniformemente escolhido em [+, 1)
Lema 1: B[} crce] < (% In %) Y ecE CeTr.

Prova: E[Zce] < E[% Zce;,;g] < E[é] Zce:cz

ecT ecl eclE
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Analise

 Ex-Cap7(G. ¢, R): devolve uma arvore de Steiner T tq

ZeET Ce > % ZeEE Ce Tg-

a: numero aleatorio uniformemente escolhido em [+, 1)
Lema 1: B[} crce] < (% In %) Y ecE CeTr.

Prova: E[Zce] < E[% Zce;,;g] < E[%] Zce:cz

ecT ecl eclE
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Analise

 Ex-Cap7(G. ¢, R): devolve uma arvore de Steiner T tq

ZeET Ce > % ZeEE Ce Te-

a: numero aleatorio uniformemente escolhido em [+, 1)
Lema 1: B[} crce] < (% In %) Y ecE CeTr.

Prova: E[Zce] < E[% Zce;,;g] < E[%] Zce:cz

ecT ecl eclE

A\
N
DO
=3
| —
N—"
®
®
=
QO *
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Analise

Lema 1. E[) cpce < (%ln%) D ecE CeTh.

Lema 2: B[} cpnyy o) < 125 2iey mill — 97)-



Analise

Lema 1. E[) cpce < (%ln%) D ecE CeTh.

Lema 2: B[} cpnyy o) < 125 2iey mill — 97)-

Prova: Vértices fora de 7' nao estao em R, assim

Z Ty < Zwv.

veV\Vr i¢R
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Analise

Lema 1. E[) cpce < (%ln%) D ecE CeTh.
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Prova: Vértices fora de 7' nao estao em R, assim

Z Ty < Zwv.

veV\Vr i¢R
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Analise

Lema 1. E[) cpce < (%ln%) D ecE CeTh.

Lema 2: B[} cpnyy o) < 125 2iey mill — 97)-

Prova: Vértices fora de 7' nao estao em R, assim

Z Ty < Zwv.

veV\Vr i¢R

Sey’ >y, entao Prli ¢ R = (1 —y)(1 — 7).
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Analise

Lema 1. E[) cpce < (%ln%) D ecE CeTh.

Lema 2: B[} cpnyy o) < 125 2iey mill — 97)-

Prova: Vértices fora de 7' nao estao em R, assim

Z Ty < Zwv.

veV\Vr i¢R

Sey’ >y, entao Prli ¢ R = (1 —y)(1 — 7).
Se y’ <, entado Prji ¢ R| = 1.

o |
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Analise

Lema 1. E[) cpce < (%ln%) D ecE CeTh.

Lema 2: B[} cpnyy o) < 125 2iey mill — 97)-
Prova: Vértices fora de 7' nao estao em R, assim

Z Ty < Zwv.

UEV\VT 1¢R
Sey’ >y, entao Prli ¢ R = (1 —y)(1 — 7).
Se y’ <, entado Prji ¢ R| = 1.
Mas neste caso 1 < (1 —y)(1 — ) e o lema 2 segue.

o |
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Analise

Lema 1. E[) cpce < (%ln%) D ecE CeTh.

A
-

Lema 2: B[} cvvvy To] < 15 2oiev mill — 7).

Teorema: O valor esperado da solucao produzida por
ARREDALEAT., €

E[ZCG—I— Z 7TU] < ( 2 lnl)ZCewz—l—ﬁZ?Ti(l—yf).

1 —
ecT veV\Vr L ecl eV

o |
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Analise

Lema 1. E[) cpce < (%ln%) D ecE CeTh.

Lema 2: B[} cpnyy o) < 125 2iey mill — 97)-

Teorema: O valor esperado da solucao produzida por
ARREDALEAT., €

E[ZCG—I— Z 7TU] < ( 2 lnl)ZCewz—l—ﬁZ?Ti(l—yf).

1 —
ecT veV\Vr L ecl eV

Prova: Basta juntar os lemas acima...

o |
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Analise

fTeorema: O valor esperado da solucao produzida por T

ARREDALEAT., €

2 1 1
E[E Co+ g ] < (1_ In —) E cewerT g i (1—y5).
ecT veV\Vr r eck 7 eV




Analise

fTeorema: O valor esperado da solucao produzida por
ARREDALEAT., €

-

E[Zce—l— Z 7TU] < ( 2 lnl)ZCewz—l—ﬁZ?m(l—y;ﬁ).

1 —
ecT veV\Vr r eck eV

Corolario: ARREDALEAT. com ~ = e~ /2 é uma

(1 — e~ 1/2)~l-aproximacio para o PCST, onde
(1—e V2"l 254,

o
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Analise

fTeorema: O valor esperado da solucao produzida por T

ARREDALEAT., €

E[Zce—l— Z 7TU] < ( 2 lnl)ZCewz—l—ﬁZ?m(l—y;ﬁ).

1 —
ecT veV\Vr r eck eV

Corolario: ARREDALEAT. com ~ = e~ /2 é uma

(1 — e~ 1/2)~l-aproximacio para o PCST, onde
(1—e V2"l 254,

Prova: A fungéo = In_ € decrescente em 1,
~ 1 7
enquanto que a fungéo - € crescente em 7.

o |
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Analise

fTeorema: O valor esperado da solucao produzida por T

ARREDALEAT., €

E[Zce—l— Z 7TU] < ( 2 lnl)ZCewz—l—ﬁZ?m(l—y;ﬁ).

1 —
ecT veV\Vr r eck eV

Corolario: ARREDALEAT., cOm ~ = e~ 1/2 é uma
(1 — e~ 1/2)~l-aproximacio para o PCST, onde
(1—e V2"l 254,

Prova: A fungéo = In_ € decrescente em 1,
enguanto que a funcao ﬁ é crescente em ~.

Garantimos o maior coeficiente quando ambas sao iguais,
0 que ocorre quando 4 = e~ /2 x~ 0,61.
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