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Localizacao de facilidades

-

Problema: Dados um conjunto F' de facilidades, um
conjunto C de clientes, um custo f; para cada i em F', um
custo ¢;; > 0 para cada : em £ e cada j em C, encontrar

um conjunto F’ C F que minimize

Z fi + Zmin{czj . 1€ F'}.

1€ jel

-
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Localizacao de facilidades

-

Problema: Dados um conjunto F' de facilidades, um
conjunto C de clientes, um custo f; para cada i em F', um
custo ¢;; > 0 para cada : em £ e cada j em C, encontrar

um conjunto F’ C F que minimize

Z fi + Zmin{czj . 1€ F'}.

1€ jel

-

Tao dificil de aproximar quanto 0 SeT COVER.
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Localizacao de facilidades

- N

Problema: Dados um conjunto F' de facilidades, um
conjunto C de clientes, um custo f; para cada i em F', um
custo ¢;; > 0 para cada : em £ e cada j em C, encontrar

um conjunto F’ C F que minimize

Zfz-—l—Zmin{cij 1€ F'Y}

1€ jel

Tao dificil de aproximar quanto 0 SeT COVER.

Versao metrica: ¢;; < cip + cxe + c; paratodo i, j, k, .
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Localizacao de facilidades

- N

Problema: Dados um conjunto F' de facilidades, um
conjunto C de clientes, um custo f; para cada i em F', um
custo ¢;; > 0 para cada : em £ e cada j em C, encontrar

um conjunto F’ C F que minimize

Z fi + Zmin{cij 1€ '}
i€ F" jeC
Tao dificil de aproximar quanto 0 SeT COVER.
Versao metrica: ¢;; < cip + cxe + c; paratodo i, j, k, .

LVamos ver uma 4-aproximacao para a versao metrica. J
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Formulacao inteira

fProbIema: Dados um conjunto F de facilidades, um T
conjunto C de clientes, um custo f; para cada : em F', um
custo ¢;; > 0 para cada : em F' e cada j em C, encontrar

F'C F que minimize », p fi + > ,comin{c; : i € F'}.
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Formulacao inteira

fProbIema: Dados um conjunto F de facilidades, um T
conjunto C de clientes, um custo f; para cada : em F', um
custo ¢;; > 0 para cada : em F' e cada j em C, encontrar

F'C F que minimize », p fi + > ,comin{c; : i € F'}.
Variaveis:

® ;. Indica se a facilidade i € aberta ou néao.

® z;;: indica se o cliente j se conecta a facilidade «.
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Formulacao inteira

fProbIema: Dados um conjunto F de facilidades, um T
conjunto C de clientes, um custo f; para cada : em F', um
custo ¢;; > 0 para cada : em F' e cada j em C, encontrar

F'C F que minimize », p fi + > ,comin{c; : i € F'}.
Variaveis:

® ;. Indica se a facilidade i € aberta ou néao.

® z;;: indica se o cliente j se conecta a facilidade «.

Encontrar x e y que
minimizem >, fivi + > icp icc Cij Tij
sujeitoa ) ,.pz;; =1 paratodojemdC
rij < i paratodo:em FejemC
ri; €40,1} paratodo:em F e jemC

L y; € {0,1} nara todo ;. em F.. J
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Relaxacao linear

f # y;: indica se a facilidade i é aberta ou nao.
® z;;: indica se o cliente j se conecta a facilidade «.

minNiMizar ) ,cp fi Vi + 2 _icp jec Cij Tij

sujeitoa ) . .pz;j =1
Tij < Y
Lij 2 0
yi = 0

para todo j em C
paratodo:em Fejem(

paratodoiem FejemcC
para todo i em F.
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Relaxacao linear

f # ;. indica se a facilidade i é aberta ou nao. T
® z;;: indica se o cliente j se conecta a facilidade «.

minNiMizar ) ,cp fi Vi + 2 _icp jec Cij Tij

sujeitoa ) . .pz;j =1
Tij < Y
Lij 2 0
yi = 0

Dual:
maximizar ) i v;

sujeito a Zjec wi; < f;
Uj — Wij S Cij

wijZO

o

para todo j em C
paratodo:em Fejem(

paratodoiem FejemcC
para todo i em F.

paratodo i em F

paratodoiem Fejem(C
paratodo:em F e jemC (. J
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Relaxacao linear

ﬁPrimaI:

minimizar » ;. p fivi + 2 icr jec Cij Tij

sujeitoa Y . pzij =1
Tij < Y
Lij Z 0
yi = 0

para todo j em C
paratodo:iem e jemC

paratodoiem e jemC
para todo i em F.
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Relaxacao linear
ﬁPrimaI: T

minimizar » ;. p fivi + 2 icr jec Cij Tij

sujeitoa ) ,.pv;; =1 paratodojemdC
rij < Y paratodo:iem e jemC
zij >0 paratodoiem e jemC
y; = 0 para todo i em F.

Dual:
maximizar ) .. vj
sujeitoa » ;.- w;; < f;  paratodo:em F
vj — wi; < ¢ij paratodo:em F'ejemC

> () paratodoiem F e jemCC.
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Relaxacao linear
ﬁPrimaI: T

minimizar » ;. p fivi + 2 icr jec Cij Tij

sujeitoa ) ,.pv;; =1 paratodojemdC
rij < Y paratodo:iem e jemC
zij >0 paratodoiem e jemC
y; = 0 para todo i em F.

Dual:
maximizar ) .. vj
sujeitoa » ;.- w;; < f;  paratodo:em F
vj — wi; < ¢ij paratodo:em F'ejemC

> () paratodoiem F e jemCC.

# v;: Indica quanto o cliente ; paga para se conectar.
L o . Indica quanto j pagaria para a facilidade i abrir. J
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Relaxacao linear

f(P) minimizar ) . fi yi + ZieF’ jec Cij Tij T
sujeitoa ) ,.pz;; =1 paratodojemdC
rij <Y paratodoiem e jemC
zij >0 paratodoiem F'ejemC
y; = 0 para todo i em F.

(D) maximizar ..~ v;
sujeito a ) ¢ < f; paratodoiem F
vi —w;; <¢j paratodoiem FejemC
> () paratodoiem F e jemCC.
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Relaxacao linear

f(P) minimizar ) . fi yi + ZieF’ jec Cij Tij T
sujeitoa ) ,.pz;; =1 paratodojemdC
rij <Y paratodoiem e jemC
zij >0 paratodoiem F'ejemC
y; = 0 para todo i em F.

(D) maximizar ..~ v;
sujeito a ) ¢ < f; paratodoiem F
vi —w;; <¢j paratodoiem FejemC
> () paratodoiem F e jemCC.

Lema: Sejam (z*,y") e e (v*,w") solugdes otimas do primal
e do dual. Se z;; > 0 entao ¢;; < ;.
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Relaxacao linear

f(P) minimizar ) . fi yi + ZieF’ jec Cij Tij T
sujeitoa ) ,.pz;; =1 paratodojemdC
rij <Y paratodoiem e jemC
zij >0 paratodoiem F'ejemC
y; = 0 para todo i em F.

(D) maximizar ..~ v;
sujeito a ) ¢ < f; paratodoiem F
vi —w;; <¢j paratodoiem FejemC
> () paratodoiem F e jemCC.

Lema: Sejam (z*,y") e e (v*,w") solugdes otimas do primal
e do dual. Se z;; > 0 entao ¢;; < ;.

Prova: Por folgas complementares, se =7, > 0,
J
entao v; — w;; = ¢y
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Relaxacao linear

f(P) minimizar ) . fi yi + ZieF’ jec Cij Tij T
sujeitoa ) ,.pz;; =1 paratodojemdC
rij <Y paratodoiem e jemC
zij >0 paratodoiem F'ejemC
y; = 0 para todo i em F.

(D) maximizar ..~ v;
sujeito a ) ¢ < f; paratodoiem F
vi —w;; <¢j paratodoiem FejemC
> () paratodoiem F e jemCC.

Lema: Sejam (z*,y") e e (v*,w") solugdes otimas do primal
e do dual. Se z;; > 0 entao ¢;; < ;.

Prova: Por folgas complementares, se =7, > 0,
J
entao v;-‘ — = ¢;;. Como > 0, temos que ¢;; < v;f.
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Como usar as solucoes de (P) e (D)

o N

Lema: Sejam (z*,y*) e (v*,w") solugbes otimas do primal e
do dual. Se z;; > 0 entao ¢;; < v’.



Como usar as solucoes de (P) e (D)

o N

Lema: Sejam (z*,y*) e (v*,w") solugbes otimas do primal e
do dual. Se z;; > 0 entao ¢;; < v’.

Facilidade : € vizinha do cliente j se =}, > 0.

Seja N(j)={i € F : ievizinhade j}.



Como usar as solucoes de (P) e (D)

o N

Lema: Sejam (z*,y*) e (v*,w") solugbes otimas do primal e
do dual. Se z;; > 0 entao ¢;; < v’.

Facilidade : € vizinha do cliente j se =}, > 0.
Seja N(j)={i € F : ievizinhade j}.

Se S € um conjunto de facilidades e todo cliente € vizinho
de uma facilidade em S, pelo lema o custo de conexao dos
clientes a .S € no maximo ) .- v; < OPT.

o |

Aproximacgéo — p. 7



Como usar as solucoes de (P) e (D)

o N

Lema: Sejam (z*,y*) e (v*,w") solugbes otimas do primal e
do dual. Se z;; > 0 entao ¢;; < v’.

Facilidade : € vizinha do cliente j se =}, > 0.

Seja N(j)={i € F : ievizinhade j}.

Se S € um conjunto de facilidades e todo cliente € vizinho

de uma facilidade em S, pelo lema o custo de conexao dos
clientes a .S € no maximo ) .- v; < OPT.

Infelizmente o custo das facilidades de um conjunto S
assim pode ser muito alto.
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Como usar as solucoes de (P) e (D)

fFaciIidade i € vizinha do cliente j se z;; > 0. T
Seja N(j)={ie F : ievizinhade j}.

Se S € um conjunto de facilidades e todo cliente € vizinho
de uma facilidade em S, pelo lema o custo de conexao dos
clientes a S € no maximo » ..~ v; < OPT.

Infelizmente o custo de um tal S pode ser muito alto.
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Como usar as solucoes de (P) e (D)
fFaciIidade i € vizinha do cliente j se z;; > 0. T
Seja N(j)={ie F : ievizinhade j}.

Se S € um conjunto de facilidades e todo cliente € vizinho
de uma facilidade em S, pelo lema o custo de conexao dos
clientes a S € no maximo » ..~ v; < OPT.

Infelizmente o custo de um tal S pode ser muito alto.

Se um conjunto F’ C F' pode ser particionado em
conjuntos Fi, Fy, ... onde F, = N(j;) para algum cliente ji,
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Como usar as solucoes de (P) e (D)

fFaciIidade i € vizinha do cliente j se z;; > 0. T
Seja N(j)={ie F : ievizinhade j}.
Se S € um conjunto de facilidades e todo cliente € vizinho

de uma facilidade em S, pelo lema o custo de conexao dos
clientes a S € no maximo » ..~ v; < OPT.

Infelizmente o custo de um tal S pode ser muito alto.

Se um conjunto F’ C F' pode ser particionado em
conjuntos Fi, Fy, ... onde F, = N(j;) para algum cliente ji,
entao abrindo a facilidade i;, mais barata de N(j;) tem-se

o |
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Como usar as solucoes de (P) e (D)

fFacmdade i € vizinha do cliente j se z;; > 0. T
Seja N(j) ={i € F : ¢ evizinha de ]}
Se S € um conjunto de facilidades e todo cliente € vizinho

de uma facilidade em S, pelo lema o custo de conexao dos
clientes a S € no maximo » ..~ v; < OPT.

Infelizmente o custo de um tal S pode ser muito alto.

Se um conjunto F’ C F' pode ser particionado em
conjuntos Fi, Fy, ... onde F, = N(j;) para algum cliente ji,
entao abrindo a facilidade i;, mais barata de N(j;) tem-se

= Ji Zij, < firg, < fivi
\— Tk ZE%:M) 17k ZE%:]IC i L Z]k ZE%:]IC tJdy J
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Como usar as solucoes de (P) e (D)

. N

Facilidade i e vizinha do cliente j se x;; > 0.
Seja N(j) ={i € F : ¢ evizinha de ]}

Se um conjunto F’ C F' pode ser particionado em
conjuntos F1, Fy, ... onde Fj. = N(j;) para algum cliente jp,
entao abrindo a facilidade i;, mais barata de N(j;) tem-se

= Jix Z f@]k_ Z fi; @]k,_ Z fiyi

€N (Jk) €N (Jk) €N (Jk)
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Como usar as solucoes de (P) e (D)

. N

Facilidade i e vizinha do cliente j se x;; > 0.
Seja N(j) ={i € F : ¢ evizinha de ]}

Se um conjunto F’ C F' pode ser particionado em
conjuntos F1, Fy, ... onde Fj. = N(j;) para algum cliente jp,
entao abrindo a facilidade i;, mais barata de N(j;) tem-se

= Jix Z f@]k_ Z fi; @]k,_ Z fiyi

€N (Jk) €N (Jk) €N (Jk)

Somando-se para todas as facilidades abertas

k i€EN( k;) i€ F el
- ’ .
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Problema...

fSe um conjunto £’ C F pode ser particionado em T
conjuntos Fi, Fy, ... onde F, = N(j;) para algum cliente j;,
entao abrindo a facilidade i, mais barata de N(j;) tem-se

> fi <> fiur
k

1€l
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Problema...

fSe um conjunto £’ C F pode ser particionado em T
conjuntos Fi, Fy, ... onde F, = N(j;) para algum cliente j;,
entao abrindo a facilidade i, mais barata de N(j;) tem-se

> fi <> fiur
k

1€l

Para um conjunto S de facilidades escolhidas assim, talvez
nem todo cliente seja vizinho de uma facilidade em S.
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Problema...

fSe um conjunto £’ C F pode ser particionado em T
conjuntos Fi, Fy, ... onde F, = N(j;) para algum cliente j;,
entao abrindo a facilidade i, mais barata de N(j;) tem-se

> fi <> fiur
k

1€l

Para um conjunto S de facilidades escolhidas assim, talvez
nem todo cliente seja vizinho de uma facilidade em S.

Como garantir custo baixo das facilidades abertas
e custo baixo de conexao dos clientes?

o |
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Problema...

fSe um conjunto £’ C F pode ser particionado em T
conjuntos Fi, Fy, ... onde F, = N(j;) para algum cliente j;,
entao abrindo a facilidade i, mais barata de N(j;) tem-se

> fi <> fiur
k

1€l

Para um conjunto S de facilidades escolhidas assim, talvez
nem todo cliente seja vizinho de uma facilidade em S.

Como garantir custo baixo das facilidades abertas
e custo baixo de conexao dos clientes?

Nao usamos a desigualdade triangular até agora...

o |

Aproximacéo — p. 10



Vizinhanca aumentada

-

N?(j): clientes vizinhos de alguma facilidade de N(j)

-




Algoritmo

-

fArred-Det (F,C, f,c)
sejam (z*,y*) e (v*,w*) solucdes otimas de (P) e (D)
D~ C k<—0
enquanto D +# () faca
k—k+1
Ji < argmin{v; : j € D}
i «—argmin{f; : 1 € N(ji)}
abra i;, e conecte {j.} U(N?(j,) N D) ai,

D «— D\ ({jr} UN=(ji))

c0ONO O hWNBE
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Algoritmo

L N

rred-Det (F, C, f, ¢)
sejam (z*,y*) e (v*,w*) solucdes otimas de (P) e (D)
D~ C k<—0
enquanto D +# () faca
k—k+1
Ji < argmin{v; : j € D}
i «—argmin{f; : 1 € N(ji)}
abra i;, e conecte {j.} U(N?(j,) N D) ai,

D «— D\ ({jr} UN=(ji))

c0ONO O hWNBE

Teorema: Arred-Det € uma 4-aproximacao.

o |
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Algoritmo

L N

rred-Det (F, C, f, ¢)
sejam (z*,y*) e (v*,w*) solucdes otimas de (P) e (D)
D~ C k<—0
enquanto D +# () faca
k—k+1
Ji < argmin{v; : j € D}
i «—argmin{f; : 1 € N(ji)}
abra i;, e conecte {j.} U(N?(j,) N D) ai,

D «— D\ ({jr} UN=(ji))

c0ONO O hWNBE

Teorema: Arred-Det € uma 4-aproximacao.
Prova: Primeiro note que os N (j;) sao 2-a-2 disjuntos.
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Algoritmo

L N

rred-Det (F, C, f, ¢)
sejam (z*,y*) e (v*,w*) solucdes otimas de (P) e (D)
D~ C k<—0
enquanto D +# () faca
k—k+1
Ji < argmin{v; : j € D}
i «—argmin{f; : 1 € N(ji)}
abra i;, e conecte {j.} U(N?(j,) N D) ai,

D «— D\ ({jr} UN=(ji))

c0ONO O hWNBE

Teorema: Arred-Det € uma 4-aproximacao.

Prova: Primeiro note que os N (j;) sao 2-a-2 disjuntos.
L0gO Y fir < Siep fiv; < OPT.
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Algoritmo

L N

rred-Det (F, C, f, ¢)
sejam (z*,y*) e (v*,w*) solucdes otimas de (P) e (D)
D~ C k<—0
enquanto D +# () faca
k—k+1
Ji < argmin{v; : j € D}
i «—argmin{f; : 1 € N(ji)}
abra i;, e conecte {j.} U(N?(j,) N D) ai,

D «— D\ ({jr} UN=(ji))

c0ONO O hWNBE

Teorema: Arred-Det € uma 4-aproximacao.

Prova: Primeiro note que os N (j;) sao 2-a-2 disjuntos.

L0gO Y fir < Siep fiv; < OPT.
L E 0s custos de conexao? J
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E o0s custos de conexao?

|7 5 Ji < argmin{v; : j € D} T
6 i «—argmin{f; : 1 € N(j;)}
7 abra i, e conecte {j.} U(N?(j,) N D) ai,



E 0os custos de conexao?

|7 5 Ji < argmin{v; : j € D} T
6 i «—argmin{f; : 1 € N(j;)}
7 abra i, e conecte {j.} U(N?(j,) N D) ai,

Lembre-se que ¢;; < v; sempre que i € N(j).



E o0s custos de conexao?

|7 5 Ji < argmin{v; : j € D} T
6 i «—argmin{f; : 1 € N(j;)}
7 abra i, e conecte {j.} U(N?(j,) N D) ai,

Lembre-se que ¢;; < v; sempre que i € N(j).




E 0os custos de conexao?

|7 5 Ji < argmin{v; : j € D}
6 i «—argmin{f; : 1 € N(j;)}
7 abra i, e conecte {j.} U(N?(j,) N D) ai,

Lembre-se que ¢;; < v; sempre que i € N(j).

cip < cij + cpj - cpe < Ui v vy <3y

o

Aproximagéo — p. 13



E 0os custos de conexao?

|7 5 Ji < argmin{v; : j € D} T
6 i «—argmin{f; : 1 € N(j;)}
7 abra i, e conecte {j.} U(N?(j,) N D) ai,

Lembre-se que ¢;; < v; sempre que i € N(j).

cip < cij + cpj - cpe < Ui v vy <3y

L Portanto o custo de conexao e <3 > ,.~v; < 30PT. J
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Algoritmo

L N

rred-Det (F, C, f, ¢)
sejam (z*,y*) e (v*,w*) solucdes otimas de (P) e (D)
D~ C k<—0
enquanto D +# () faca
k—k+1
Ji < argmin{v; : j € D}
i «—argmin{f; : 1 € N(ji)}
abra i;, e conecte {j.} U(N?(j,) N D) ai,

D «— D\ ({jr} UN=(ji))

c0ONO O hWNBE

Teorema: Arred-Det € uma 4-aproximacao.

Prova: Primeiro note que os N (j;) sao 2-a-2 disjuntos.
L0gO Y fir < Siep fiv; < OPT.
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Algoritmo

L N

rred-Det (F, C, f, ¢)
sejam (z*,y*) e (v*,w*) solucdes otimas de (P) e (D)
D~ C k<—0
enquanto D +# () faca
k—k+1
Ji < argmin{v; : j € D}
i «—argmin{f; : 1 € N(ji)}
abra i;, e conecte {j.} U(N?(j,) N D) ai,

D «— D\ ({jr} UN=(ji))

c0ONO O hWNBE

Teorema: Arred-Det € uma 4-aproximacao.

Prova: Primeiro note que os N (j;) sao 2-a-2 disjuntos.

L0gO Y fir < Siep fiv; < OPT.
L E 0s custos de conexao somados sao < 30PT. |J
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Aleatoriedade

-

Na proxima aula, comecamos o cap 5.

Vamos comecar por dois problemas.



Aleatoriedade

-

Na proxima aula, comecamos o cap 5.

Vamos comecar por dois problemas.

MAX CUT: Dado um grafo G e pesos w, > 0 para cada
aresta e¢, encontrar um corte em G de peso maximo.
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Aleatoriedade

-

Na proxima aula, comecamos o cap 5.

Vamos comecar por dois problemas.

MAX CUT: Dado um grafo G e pesos w, > 0 para cada
aresta e¢, encontrar um corte em G de peso maximo.

Versdo sem pesos: w. = 1 para toda e.
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Aleatoriedade
N -

Na proxima aula, comecamos o cap 5.

Vamos comecar por dois problemas.

MAX CUT: Dado um grafo G e pesos w, > 0 para cada
aresta e¢, encontrar um corte em G de peso maximo.

Versdo sem pesos: w. = 1 para toda e.

MAX SAT: Dadas clausulas (1, ..., (), nas variaveis
r,...,Tn, € PES0S w; > 0 para cada C;, encontrar uma

atribuicao para as variaveis que maximize o peso das
Lcléusulas satisfeitas. J

Aproximacgéo — p. 15
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