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Escalonamento de uma magquina

- N

Dados: n tarefas (In] =A{1,...,n})
duracao d:| datarefa: (i=1,...,n)
momento de chegada r|:| datarefa: (:=1,...,n)

um escalonamento € uma ordenacéo de [n].



Escalonamento de uma maquina

- N

Dados: n tarefas (In] =A{1,...,n})
duracao d:| datarefa: (i=1,...,n)
momento de chegada r|:| datarefa: (:=1,...,n)

um escalonamento € uma ordenacéo de [n].

Exemplo: diy =2,7r1 =0,do=1,7r9 =4, d3 =4, r3 = 1.




Escalonamento de uma maquina

- N

Dados: n tarefas (In] =A{1,...,n})
duracao d:| datarefa: (i=1,...,n)
momento de chegada r|:| datarefa: (:=1,...,n)

um escalonamento € uma ordenacéo de [n].

Exemplo: diy =2,7r1 =0,do=1,7r9 =4, d3 =4, r3 = 1.

(1 =2,02=05,03=09.

Encontrar escalonamento com
soma dos tempos de conclusao minima.

o |
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Escalonamento de uma maquina

- N

Dados: n tarefas (In] =A{1,...,n})
duracao d:| datarefa: (i=1,...,n)
momento de chegada r|:| datarefa: (:=1,...,n)

um escalonamento € uma ordenacéo de [n].

Exemplo: diy =2,7r1 =0,do=1,7r9 =4, d3 =4, r3 = 1.

(1 =2,02=05,03=09.

Encontrar escalonamento com
soma dos tempos de conclusao minima.

Mesmo que minimizar a média dos tempos de concluséao.

o
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Escalonamento com interrupcoes

fDados: n tarefas (In] =A{1,...,n}) T
duracao d:| datarefa: (i=1,...,n)
momento de chegada r|:| datarefa: (:=1,...,n)

Escalonamento com (possiveis) interrupcoes
(with preemption).



Escalonamento com interrupcoes

fDados: n tarefas (In] =A{1,...,n}) T
duracao d:| datarefa: (i=1,...,n)
momento de chegada r|:| datarefa: (:=1,...,n)

Escalonamento com (possiveis) interrupcoes
(with preemption).

Exemplo: dy =2, =0,do=1,1r9 =4, d3g =4, r3 = 1.




Escalonamento com interrupcoes

fDados: n tarefas (In] =A{1,...,n}) T
duracao d:| datarefa: (i=1,...,n)
momento de chegada r|:| datarefa: (:=1,...,n)

Escalonamento com (possiveis) interrupcoes
(with preemption).

Exemplo: dy =2, =0,do=1,1r9 =4, d3g =4, r3 = 1.

HE BE
cf=2,08 =508 =7,

Encontrar escalonamento com interrupcdes com
soma dos tempos de conclusao minimo.
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Escalonamento com interrupcoes

fDados: n tarefas (In] =A{1,...,n}) T
duracao d:| datarefa: (i=1,...,n)
momento de chegada r|:| datarefa: (:=1,...,n)

Escalonamento com (possiveis) interrupcoes
(with preemption).

Exemplo: dy =2, =0,do=1,1r9 =4, d3g =4, r3 = 1.

HE BE
cf=2,08 =508 =7,

Encontrar escalonamento com interrupcdes com
soma dos tempos de conclusao minimo.

LSRPT: shortest remaining processing time J
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Escalonamento com interrupcoes

-

OPT: 6timo do problema original

-



Escalonamento com interrupcoes

-

OPT: 6timo do problema original

-

Lema: Para os tempos de concluséo C{, ..., Cl de um
escalonamento 6timo com interrupcoes, vale gue

Z C! < OPT.
j=1



Escalonamento com interrupcoes

-

OPT: 6timo do problema original

-

Lema: Para os tempos de concluséo C{, ..., Cl de um
escalonamento 6timo com interrupcoes, vale gue

Z C! < OPT.
j=1

Prova: Todo escalonamento sem interrupcao € um
escalonamento também com interrupcao.

o |
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Algoritmo

Obtenha os tempos de conclusdo C7,...,CY de um
escalonamento 6timo com interrupcoes, com a regra SRPT.

Reordene as tarefas de modo que ¢ < --- < CL.

— n
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Algoritmo

Obtenha os tempos de conclusdo C7,...,CY de um
escalonamento 6timo com interrupcoes, com a regra SRPT.

Reordene as tarefas de modo que ¢ < --- < CL.

Obtenha um escalonamento sem interrupcoes,
escalonando as tarefas naordem 1, ..., n.
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Algoritmo

Obtenha os tempos de conclusdo C7,...,CY de um
escalonamento 6timo com interrupcoes, com a regra SRPT.

Reordene as tarefas de modo que ¢ < --- < CL.

— n

Obtenha um escalonamento sem interrupcoes,
escalonando as tarefas naordem 1, ..., n.

Chame de ", ..., CY os tempos de concluséo resultantes.

o |
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Algoritmo

Obtenha os tempos de conclusdo C7,...,CY de um
escalonamento 6timo com interrupcoes, com a regra SRPT.

Reordene as tarefas de modo que ¢ < --- < CL.

— n

Obtenha um escalonamento sem interrupcoes,
escalonando as tarefas naordem 1, ..., n.

Chame de ", ..., CY os tempos de concluséo resultantes.

Lema: Para j =1,...,n, temos que C;' <2C7.

Prova vista em aula.
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Prova do lema

Lema: Para j =1,...,n, temos que C;' <2C7.

Prova: Note que

J
C'JPZ max 7. € CJPEde.
k=1,.... ot



Prova do lema

Lema: Para j =1,...,n, temos que C;' <2C7.

Prova: Note que

J
C’fzkmax r, € CJPEde.
—1,....
k=1

Claro que C}¥ > maxy—y,_ ;7.
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Prova do lema

Lema: Para j =1,...,n, temos que C;' <2C7.

Prova: Note que

J
C'JPZ max 7. € CJPEde.
k=1,.... ot

N
Claro que C7' > maxg=1,. ;T
Observe gue nao pode haver tempo 0cioso entre

maxg—1,. ;T € ij. Logo,

J
\— ijovgkgz,)j?c’jrk%—kz:ldngCf.l J
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Conclusao
fAlgoritmo: T

Obtenha os tempos de conclusdo C7,...,CF de um
escalonamento 6timo com interrupcdes, com a regra SRPT.

Reordene as tarefas de modo que C{" < --- < C7F,

Obtenha um escalonamento sem interrupcoes,
escalonando as tarefas na ordem 1, ..., n.

Chame de 7", ..., C os tempos de concluséo resultantes.

o |
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Conclusao

. N

Obtenha os tempos de conclusdo C7,...,CF de um
escalonamento 6timo com interrupcdes, com a regra SRPT.

lgoritmo:

Reordene as tarefas de modo que C{" < --- < C7F,

Obtenha um escalonamento sem interrupcoes,
escalonando as tarefas na ordem 1, ..., n.

Chame de 7", ..., C os tempos de concluséo resultantes.

Teorema: O algoritmo acima & uma 2-aproximacao.

o |
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Conclusao
fAlgoritmo: T

Obtenha os tempos de conclusdo C7,...,CF de um
escalonamento 6timo com interrupcdes, com a regra SRPT.

Reordene as tarefas de modo que C{" < --- < C7F,

Obtenha um escalonamento sem interrupcoes,
escalonando as tarefas na ordem 1, ..., n.

Chame de 7", ..., C os tempos de concluséo resultantes.

Teorema: O algoritmo acima é uma 2-aproximacao.
Prova:

f:OjV <2 znjcf <20PT.

N N
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Versao com pesos

fDados: n tarefas (In] =A{1,...,n}) T
duracao d:| datarefa: (i=1,...,n)
momento de chegada r|:| datarefa: (:=1,...,n)

peso w|i| datarefa: (i=1,...,n)



Versao com pesos

fDados: n tarefas (In] =A{1,...,n}) T
duracao d:| datarefa: (i=1,...,n)
momento de chegada r|:| datarefa: (:=1,...,n)

peso w|i| datarefa: (i=1,...,n)
Um escalonamento € uma ordenacéo de [n].

Encontrar escalonamento com
soma ponderada dos tempos de conclusdo minima.
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Versao com pesos

-

Dados: n tarefas (In] =A{1,...,n})
duracao d:| datarefa: (i=1,...,n)
momento de chegada r|:| datarefa: (:=1,...,n)

peso w|i| datarefa: (i=1,...,n)
Um escalonamento € uma ordenacéo de [n].

Encontrar escalonamento com
soma ponderada dos tempos de conclusdo minima.

Versao com interrupcdoes com pesos € NP-dificil...

o |
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Versao com pesos

- N

Dados: n tarefas (In] =A{1,...,n})
duracao d:| datarefa: (i=1,...,n)
momento de chegada r|:| datarefa: (:=1,...,n)

peso w|i| datarefa: (i=1,...,n)
Um escalonamento € uma ordenacéo de [n].
Encontrar escalonamento com

soma ponderada dos tempos de conclusdo minima.
Versao com interrupcdoes com pesos € NP-dificil...

Vamos usar um PL para obter um bom escalonamento.

o |
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Relaxacao linear

- N

Encontrar (1, ..., C, que minimizem 2:'77“:1 w; Cj, sujeitos a



Relaxacao linear

- N

Encontrar (1, ..., C, que minimizem 2:'77“:1 w; Cj, sujeitos a

C; >rj+d; para todo j



Relaxacao linear

- ' N

Encontrar (1, ..., C, que minimizem 23:1 w; Cj, sujeitos a

C; >rj+d; para todo j

e... vamos deduzir uma segunda restricao, menos obvia.

Seja S C [n] e considere a soma » . ¢ d; Cj.
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Relaxacao linear

- N

Encontrar (1, ..., C, que minimizem 2?21 w; Cj, sujeitos a

Ci >rj+d; para todo j
e... vamos deduzir uma segunda restricao, menos obvia.
Seja S C [n] e considere a soma » . ¢ d; Cj.

Essa soma & o menor possivel se r; =0 paratodo j € S e
as tarefas de S vem antes de todas as demais.

o |
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Relaxacao linear

- N

Encontrar (1, ..., C, que minimizem 2?21 w; Cj, sujeitos a

Ci >rj+d; para todo j

e... vamos deduzir uma segunda restricao, menos obvia.

Seja S C [n] e considere a soma » . ¢ d; Cj.

Essa soma & o menor possivel se r; =0 paratodo j € S e
as tarefas de S vem antes de todas as demais.

Neste caso,

1 9 1 5 1 2
D 4iCi= ), dide=5 () dj) 45 Y dj =5 () d;)"
jes j.keS i<k jes jes jes

o |
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Relaxacao linear

-

Seja d(S) =) ;e dj.

O PL fica: encontrar C4,...,C,, que
minimizem 7, w; Cj,
sujeitos a
C; >rj+d; para todo j
>icsdi Cj > 5d(S)? para todo S C [n].
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Relaxacao linear

-

Seja d(S) =) ;e dj.

O PL fica: encontrar C4,...,C,, que
minimizem 7, w; Cj,
sujeitos a
C; >rj+d; para todo j
>icsdi Cj > 5d(S)? para todo S C [n].

Alerta: Esse PL tem um nimero exponencial de restricoes!

- -
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Relaxacao linear

-

Seja d(S) =) ;e dj.

O PL fica: encontrar C4,...,C,, que
minimizem 7, w; C;
sujeitos a
C; >rj+d; para todo j
Y iesdi Cj > 5 d(S)? para todo S C [n].

Alerta: Esse PL tem um nimero exponencial de restricoes!

Vamos supor que conseguimos resolvé-lo
~ em tempo polinomial assim mesmo. o

Aproximacéo — p. 10



Algoritmo
fSeja Ct,...,C* uma solugao otima do PL. T

Reordene as tarefas de modo que €7 < --- < C7.

n
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Algoritmo
fSeja Ct,...,C* uma solugao otima do PL. T
Reordene as tarefas de modo que €7 < --- < C7.

Obtenha um escalonamento, escalonando as tarefas na
ordem 1,..., n.
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Algoritmo
fSeja Ct,...,C* uma solugao otima do PL. T
Reordene as tarefas de modo que €7 < --- < C7.

Obtenha um escalonamento, escalonando as tarefas na
ordem 1,..., n.

Chame de C{",...,CY os tempos de concluséo resultantes.
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Algoritmo
fSeja Ct,...,C* uma solugao otima do PL. T
Reordene as tarefas de modo que €7 < --- < C7.

Obtenha um escalonamento, escalonando as tarefas na
ordem 1,..., n.

Chame de C{",...,CY os tempos de concluséo resultantes.

Teorema: O algoritmo acima é uma 3-aproximacao.

Prova: Se mostrarmos que C}V < 3C7 para todo j, entao

mn mn
w:ON <3N w;CF <30PT.
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Prova do lema

fSeja Ct,...,C* uma solugao otima do PL. T
Reordene as tarefas de modo que C} < --- < C7.

Escalone as tarefas naordem 1,... n.

Chame de C{", ..., C os tempos de concluséo resultantes.

Lema: Para j = 1,...,n, temos que C}' <3CY .
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Prova do lema

fSeja Ct,...,C* uma solugao otima do PL. T
Reordene as tarefas de modo que C} < --- < C7.

Escalone as tarefas naordem 1,... n.

Chame de C{", ..., C os tempos de concluséo resultantes.

Lema: Para j = 1,...,n, temos que C}' <3CY .

Prova: Como antes, nao pode haver tempo ocioso entre
maxg—1,.. Tk € CJN. Logo, CJN < maxp—1, Tk + Ziﬂ dy..

o |
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Prova do lema

fSeja Ct,...,C* uma solugao otima do PL. T
Reordene as tarefas de modo que C} < --- < C7.
Escalone as tarefas naordem 1,... n.

Chame de C{", ..., C os tempos de concluséo resultantes.

Lema: Para j = 1,...,n, temos que C}' <3CY .

Prova: Como antes, nao pode haver tempo ocioso entre
maxg—1,.. Tk € CJN. Logo, CJN < maxp—1, Tk + Ziﬂ dy..
Seja l € [j] tal que rp = maxg—1 ;7.

Claro que C7 > (7, pela ordenacao, e C > ry.

o |
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Prova do lema

fSeja Ct,...,C* uma solugao otima do PL. T
Reordene as tarefas de modo que C} < --- < C7.

Escalone as tarefas naordem 1,...,n
Chame de C{", ..., C os tempos de concluséo resultantes.

Lema: Para j = 1,...,n, temos que C}' <3CY .

Prova: Como antes, nao pode haver tempo ocioso entre
maxg—1,..5 Tk € CJN Logo, CJN < maxg=1,..j7k T Z{g:l dj.
Seja l € [j] tal que rp = maxg—1 ;7.

Claro que Cr > Oy, ela ordenacao, e C* > ry.
J

LVamos argumentar que C; > 5 d([]). J
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Prova do lema

Lema: Para j = 1,...,n, temos que C}' <3C7 .

Prova: Como antes, nao pode haver tempo ocioso entre
maxg—1,.. Tk € CJN. Logo, CJN < maxg—1,. Tk + Zi:l dy..

Seja l € [j] tal que rp = max;—1 ;7.
Claro que C7 > (7, pela ordenacao, e € > ry.
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Prova do lema

Lema: Para j = 1,...,n, temos que C}' <3C7 .

Prova: Como antes, nao pode haver tempo ocioso entre
maxg—1,.. Tk € CJN. Logo, CJN < maxg—1,. Tk + Zi:l dy..

Seja l € [j] tal que rp = max;—1 ;7.
Claro que C7 > (7, pela ordenacao, e € > ry.

Se (' > 5 d([j]), entdo
CN <rp+d([j]) £3CF
e concluimos o lema.
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Conclusao

Por que C > 5 d([j])?



Conclusao

Por que C > 5 d([j])?

Seja S = [j]. Como C* é vidvel, 3", s dp CF > 3 d(S5)%.



Conclusao

Por que C > 5 d([j])?
Seja S = [j]. Como C* é vidvel, 3", s dp CF > 3 d(S5)%.

Entéo C d(S) = CF Y pegdi > Yres i Cf > 5 d(S)*.
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Conclusao

Por que C > 5 d([j])?
Seja S = [j]. Como C* é vidvel, 3", s dp CF > 3 d(S5)%.
Entéo C d(S) = CF Y pegdi > Yres i Cf > 5 d(S)*.

Ou seja, C¥ > 5 d(5).
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Conclusao

Por que C* > 5 d([j])?
Seja S = [j]. Como C* é vidvel, 3", s dp CF > 3 d(S5)%.
Entéo C d(S) = CF Y pegdi > Yres i Cf > 5 d(S)*.

Ou seja, C¥ > 5 d(5).

Sem contar o fato de que precisamos resolver o tal PL...

Teorema: O algoritmo apresentado é uma 3-aproximacao.

o |
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Mas como resolver tal PL?

-

Seja d(S) =) ;e dj.

-

O PL fica: encontrar C4,...,C,, que
minimizem 7, w; Cj,
sujeitos a
C; >rj+d; para todo j
>icsdi Cj > 5d(S)? para todo S C [n].
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Mas como resolver tal PL?

-

Seja d(S) =) ;e dj.

-

O PL fica: encontrar C4,...,C,, que
minimizem 7, w; C;
sujeitos a
C; >rj+d; para todo j
> icsdi Cj > 5d(S)? para todo S C [n].

Metodo dos elipsoides.

o |
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Mas como resolver tal PL?

-

Seja d(S) =) ;e dj.

-

O PL fica: encontrar C4,...,C,, que
minimizem 7, w; C;
sujeitos a
C; >rj+d; para todo j
> icsdi Cj > 5d(S)? para todo S C [n].

Metodo dos elipsoides.

Problema da separacao.

o |
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Problema da separacao

-

Seja d(S) =) ;e dj.

O PL fica: encontrar C4,...,C,, que
minimizem 7, w; C;
sujeitos a
C; >rj+d; para todo j
>icsdi Cj > 5d(S)? para todo S C [n].
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Problema da separacao

-

Seja d(S) =) ;e dj.

O PL fica: encontrar C4,...,C,, que
minimizem 7, w; Cj,
sujeitos a
C; >rj+d; para todo j
Yiegdi Cj > 5d(S)? para todo S C [n].
Dado (1, ..., C, candidato a viavel para o PL acima,
como determinar se C1,...,C, é viavel ou apresentar uma

desigualdade do PL gue nao esta satisfeita?

o |
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Problema da separacao

fEncontrar C,...,C, que
minimizem » ., w; Cj
sujeitos a

C; >r;+d; para todo j

> iegdi Cj > 5d(S)? para todo S C [n].
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Problema da separacao

fEncontrar C,...,C, que
minimizem » ., w; Cj
sujeitos a

Ci >rj+d; para todo j

> iegdi Cj > 5d(S)? para todo S C [n].

Reordene os indices de modo que Cy < --- < (),
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Problema da separacao

fEncontrar C,...,C, que
minimizem » ., w; Cj
sujeitos a

C; >r;+d; para todo j

> iegdi Cj > 5d(S)? para todo S C [n].

Reordene os indices de modo que Cy < --- < (),
Verifique a segunda desigualdade para cada S5; = |i].

Se nao for satisfeita para algum S;,
claro que (4, ..., C, nao é viavel.

o
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Problema da separacao

fEncontrar C,...,C, que
minimizem » ., w; Cj
sujeitos a

C; >r;+d; para todo j

> iegdi Cj > 5d(S)? para todo S C [n].

Reordene os indices de modo que Cy < --- < (),
Verifique a segunda desigualdade para cada S5; = |i].

Se nao for satisfeita para algum S;,
claro que (4, ..., C, nao é viavel.

Se for satisfeita parai=1,...,n,
Lentéio C1,...,C, éviavel
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Problema da separacao
e

ncontrar C1,...,C, que
minimizem 7, w; C;
sujeitos a
C; >rj+d; para todo j
> iegdi Cj > 5d(S)? para todo S C [n].
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Problema da separacao
e

ncontrar C1,...,C, que

minimizem 7, w; Cj,

sujeitos a
O->rj+d- para todo j
> iegdj Cj > 5d(S)? para todo S C [n].
Seja S; = [i].

d( N2parai=1,...,n,
paratodo S C [n ]

Lema: Se } ;.. d;
entéo Y g d; C; > 5d(S)?

o
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Problema da separacao
e

ncontrar C1,...,C, que

minimizem 7, w; Cj,

sujeitos a
O->rj+d- para todo j
> iegdi Cj > 5d(S)? para todo S C [n].
Seja S; = [i].

d( N2parai=1,...,n,
paratodo S C [n ]

Lema: Se } ;.. d;
entéo Y g d; C; > 5d(S)?

LProva feita na aula.
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Prova do lema

-

Seja S; = [i].
Lema: Se Y cq d; Cj > 5d(S;)* parai=1,...,n,
entdo ) ;g d; Cj >§ d(S)? paratodo S C [n].
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Prova do lema
fSeja Si = [i]. T

Lema: Se ) g,

d;C; > $d(S;)? parai=1,...,n
entéo Y i qd; Cj > 5

d(S)? para todo S C [n].

Prova: Suponha que Y, ¢ d; Cj < 5 d(S)>.

Vamos mostrar que ) ;¢ d; Cj < 3 > d(S;)? para algum i.
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Prova do lema

| e .

Seja S; = [i].
Lema: Se ) g,

d; C; > $d(S;)? parai=1,...,n,
entéo Y i qd; Cj > 5

d(S)? para todo S C [n].

Prova: Suponha que Y, ¢ d; Cj < 5 d(S)>.

Vamos mostrar que ) ;¢ d; Cj < 3 > d(S;)? para algum i.

Alteraremos S diminuindo a diferenca _, 5 d; C; — 5 d(S5)?.

o |
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Prova do lema

o N

Seja S; = [i].

Lema: Se ) g,

d; C; > $d(S;)? parai=1,...,n,
entéo Y i qd; Cj > 5

d(S)? paratodo S C [n].
Prova: Suponha que Y, ¢ d; Cj < 5 d(S)>.

Vamos mostrar que ) ;¢ d; Cj < 3 > d(S;)? para algum i.

Alteraremos S diminuindo a diferenca _, 5 d; C; — 5 d(S5)?.

A remocao de uma tarefa £ de S diminui a diferenca acima
se —dy Cy + dp d(S — k) + & d2 < 0.
LOu seja, se O > d(S — k) + & dj. J
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Prova do lema

o N

Seja S; = [i].

Lema: Se ) g,

d; C; > $d(S;)? parai=1,...,n,
entéo Y i qd; Cj > 5

d(S)? paratodo S C [n].
Prova: Suponha que Y, ¢ d; Cj < 5 d(S)>.

Vamos mostrar que ) ;¢ d; Cj < 3 > d(S;)? para algum i.

Alteraremos S diminuindo a diferenca _, 5 d; C; — 5 d(S5)?.

A insercao de uma tarefa k£ de S diminui a diferenca acima
se dy, Cy, — dy d(S) — 5 d2 < 0.
LOu seja, se Oy < d(S) + 5 dj. J

Aproximagéo — p. 19



Prova do lema

o N

Seja S; = [i].

Lema: Se Y cq d; Cj > 5d(S;)* parai=1,...,n,
entdo ) ;g d; Cj >§ d(S)? paratodo S C [n].

Prova: Suponha que Y, ¢ d; Cj < 5 d(S)>.

Vamos mostrar que ) ;¢ d; Cj < 3 > d(S;)? para algum i.
Alteraremos S diminuindo a diferenca _, 5 d; C; — 5 d(S5)?.
Podemos remover k de S se Oy > d(S — k) + 5 di.

LPodemos inserir k em S se Cy, < d(S) + 1 dy. |
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Prova do lema

 Seja 5; = [i]. o
Lema: Se Y .q d; Cj > 5d(S;)* parai=1,...,n,
entéo Y, qd; C; > 5d(S)? paratodo S C [n).
Prova: Suponha que Y, ¢ d; Cj < 5 d(S)>.

Podemos remover k de S se Cp. > d(S — k) + %dk.
Podemos inserir k em S se O}, < d(S) + 4 dj..

Aproximacéo — p. 20



Prova do lema

 Seja 5; = [i]. o

Lema: Se Y .q d; Cj > 5d(S;)* parai=1,...,n,
entéo Y, qd; C; > 5d(S)? paratodo S C [n).
Prova: Suponha que Y, ¢ d; Cj < 5 d(S)>.

Podemos remover k de S se C, > d(S — k) + 5 d.
Podemos inserir k em S se O}, < d(S) + 4 dj..

Seja / a tarefa de maior indice em S.

Remova / de S se C; > d(S — () + 5 d; e repita.

o |
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Prova do lema

 Seja 5; = [i]. o
Lema: Se Y .q d; Cj > 5d(S;)* parai=1,...,n,
entéo Y, qd; C; > 5d(S)? paratodo S C [n).

Prova: Suponha que Y, ¢ d; Cj < 5 d(S)>.
Podemos remover k de S se C, > d(S — k) + 5 d.
Podemos inserir k em S se O}, < d(S) + 4 dj..

Seja / a tarefa de maior indice em S.
Remova / de S se C; > d(S — () + 5 d; e repita.
Ao final, C;, < d(S — () + 3 dy.

o |
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Prova do lema

 Seja 5; = [i]. o
Lema: Se Y .q d; Cj > 5d(S;)* parai=1,...,n,
entéo Y, qd; C; > 5d(S)? paratodo S C [n).

Prova: Suponha que Y, ¢ d; Cj < 5 d(S)>.

Podemos remover k de S se C, > d(S — k) + 5 d.
Podemos inserir k em S se O}, < d(S) + 4 dj..

Seja / a tarefa de maior indice em S.
Remova / de S se C; > d(S — () + 5 d; e repita.
Ao final, C;, < d(S — () + 5 d;.
~ Vale que > ies, di Cj < 5d(Sy)?. o
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Prova do lema

fLema Se ) ics, di O = 1d(S;)? parai=1,...,n, T
entao ) i qd; Cj > 5 > d(S)? paratodo S C [n].

Prova: Suponha que » ;s d; Cj < 3 Ld(S)%.
Podemos remover k£ de S se (), > d(S — k) + % d.
Podemos inserir k em S se O}, < d(S) + 1 d.

Seja ¢/ a tarefa de maior indice em S.
Remova ¢ de S se C; > d(S — () + 5 d, e repita.

Ao final, C;, < d(S — /) + % d.
Vale que > . g d; C; < 3 L d(S)>.

o |
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Prova do lema

fLema Se ) ics, di O = 1d(S;)? parai=1,...,n, T
entao ) i qd; Cj > 5 > d(S)? paratodo S C [n].

Prova: Suponha que » ;s d; Cj < 3 Ld(S)%.
Podemos remover k£ de S se (), > d(S — k) + % d.
Podemos inserir k em S se O}, < d(S) + 1 d.

Seja ¢/ a tarefa de maior indice em S.
Remova ¢ de S se C; > d(S — () + 5 d, e repita.
Ao final, C;, < d(S — /) + % d.
Vale que > . g d; C; < 3 L d(S)>.
De fato, se k < /e k ¢ S, entao k pode ser inserido em S
- pois C < C <d(S—0)+id, <d(S)<d(S)+ 3 d. |
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