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Instrucoes

1.

2.

Nao destaque as folhas deste caderno.
A prova pode ser feita a lapis.
A legibilidade também faz parte da nota!

A prova consta de 4 questdes. Verifique antes de comegar a prova se o seu caderno de questoes
estd completo.

. Nao ¢é permitido o uso de folhas avulsas para rascunho.

Nao é necessario apagar rascunhos no caderno de questao mas especifique qual é a resposta e
qual é o rascunho.

A prova é sem consulta.

Vocé pode usar, sem ter que escrever, algoritmos vistos em aula. Neste caso, antes de uséa-lo,
deixe claro qual é o protétipo do algoritmo, o que ele devolve/faz, e quanto tempo ele consome
em funcao de sua entrada.

Nao escrever nesta parte da folha

‘ Questao ‘ Nota ‘ Observacao
1

Total

Boa prova!



1. [5,0 pontos]
Considere o problema de encontrar um corte maximo em um grafo com uma restricao no tamanho
das partes do corte. O problema do corte méximo (MAX CUT) consiste em: dado um grafo
G = (V,E) e um peso nao-negativo w;; para cada aresta ij em F, encontrar uma particao de V
em duas partes, U e W = V \ U, tal que o peso das arestas com extremos em partes distintas
da particao é maximo. Na variante do MAX CUT que consideraremos, ha um dado a mais: um
inteiro positivo k < |V|/2, e devemos encontrar uma partigdo onde |U| = k.

(a) Mostre que o seguinte programa nao-linear inteiro modela 0 MAX CUT com a restri¢ao no
tamanho das partes: encontrar um vetor x que

maximize ZijeE W4 (.%'Z +x; — Qximj)
sujeito a YicvTi=k
z; € {0,1} para todo i em V.

(b) Mostre que o seguinte programa linear é uma relaxagao do problema: encontrar vetores x
e z que

maximizem Zije £ Wij Zij

sujeito a 2ij <@y +xj para todo ij em FE
2ij <2 —x; — x5 para todo ij em FE
Dy @i =k
0<z;<1 para todo ij em F
0<z; <1 para todo i em V.

(c) Seja F(x) = > ;icawij(®; + xj — 2x;25) o valor objetivo do programa nao-linear inteiro.
Mostre que, para cada (x, z) que é vidvel para a relaxagao linear, F'(x) > % Zije A Wij Zij-

(d) Argumente que, dada uma solucao fraciondria x, para duas variaveis fracionérias x; e x;, é
possivel aumentar uma de € > 0 e diminuir a outra de € de modo que F'(x) nao diminui e
uma das duas varidveis torna-se inteira.

(e) Use o argumento acima para projetar uma %—aproximagéo para o MAX CUT com restri¢ao
no tamanho das partes. Mostre que seu algoritmo ¢é de fato uma %—aproximagéo.



2. [1,5 pontos]
O problema do k-corte mdximo consiste no seguinte: dado um grafo G = (V, E) e pesos nao-
negativos w;; para cada aresta ij em FE, encontrar uma particao de V' em k partes tais que o

peso total das arestas com extremos em partes distintas da particao é méaximo. Escreva uma
%—aproximagéo probabilistica para o problema do k-corte méximo, apresentando a sua andlise

da razao de aproximagcao.



3. [1,0 pontos]
Considere a variante do MAX SAT em que todas as varidveis aparecem positivamente nas clausulas,
e existe um peso adicional v; para cada varidvel booleana x; da férmula. O objetivo agora é en-
contrar uma atribuicao de valores as variaveis da férmula que maximize o peso total das clausulas
satisfeitas mais o peso total das variaveis que receberam FALSO. Apresente uma formulacao linear

inteira para essa variante do MAX SAT.



4. [2,5 pontos]
O problema do corte direcionado maximo (MAX DICUT) consiste no seguinte: dado um digrafo
D = (V,A) e um peso nao-negativo w;; para cada arco ij em A, encontrar uma parti¢do de V
em conjuntos U e W =V \ U que maximize o peso total dos arcos de U para W, ou seja, arcos

(i,7) comiem U e j em W.

(a) Mostre que o seguinte programa linear inteiro é uma formulacdo do MAX DICUT. Encontrar

vetores z € £ que

maximizem ZijEA Wij Zij

sujeito a 2ij < para todo arco ij em A
zij < 1—w; para todo arco ij em A
z; € {0,1} para todo i em V
0<z;<1 para todo ij em A.

(b) Considere um algoritmo probabilistico para 0 MAX DICUT que resolve a relaxagao linear do
programa acima e coloca um vértice ¢ em U com probabilidade 1/4 + x;/2. Mostre que o
algoritmo resultante é uma %—aproxima(;éo para o MAX DICUT.



