Analise de Algoritmos

Estes slides sao adaptacoes de slides

do Prof. Paulo Feofiloff e do Prof. José Coelho de Pina.
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Par de pontos mais proximos

fProbIema: Dados n pontos no plano, T
determinar dois deles que estéo a distancia minima.
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Par de pontos mais proximos

fProbIema: Dados n pontos no plano, T
determinar dois deles que estéo a distancia minima.
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Esta aula: algoritmo aleatorizado cujo
consumo esperado de tempo € O(n).
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Par de pontos mais proximos

Problema: Dados n pontos no plano,
determinar dois deles que estéo a distancia minima.

Esta aula: algoritmo aleatorizado cujo
consumo esperado de tempo € O(n).

Hipotese simplificadora: todos os pontos estao no
Lquadrado 0,1] x [0,1].
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Esboco do algoritmo

-

Problema: Dados n pontos no quadrado |0, 1] x [0, 1],
determinar dois deles que estéo a distancia minima.
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Esboco do algoritmo

-

fProblema: Dados »n pontos no quadrado [0, 1] x [0, 1],
determinar dois deles que estéo a distancia minima.

Seja 0 = diSt(pLPQ) € Qi,k — [%7 (H_Q—l)é) X [k267 (k_gl)é)?

parai,k=0,...,N,onde N = [2//].



Esboco do algoritmo

-

Problema: Dados n pontos no quadrado |0, 1] x [0, 1],
determinar dois deles que estéo a distancia minima.

Seja 0 = diSt(pLPQ) € Qi,k — [%7 @) X [k267 (k_gl)é)?

parai,k=0,...,N,onde N = [2//].

Para j — 3 até n faca:
Seja S o0 conjunto de pares (i, k) tais que
existe um ponto p, com ¢ < j no quadrado Q); ;.

-
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Esboco do algoritmo

-

Problema: Dados n pontos no quadrado |0, 1] x [0, 1],
determinar dois deles que estéo a distancia minima.

Seja 0 = diSt(pLPQ) € Qi,k — [%7 W) X [k267 (k_gl)é)?

parai,k=0,...,N,onde N = [2//].

Para j — 3 até n faca:
Seja S o0 conjunto de pares (i, k) tais que
existe um ponto p, com ¢ < j no quadrado Q); ;.

Calcule (r, s) tal que p; esta em Q. ;.

Para cada (i, k) em Stalque |[r —i| <2el|s— k| <2
calcule dist(p;,pe) onde £ < j e p, € Q; 1
e atualize o quando necessario.
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Esboco do algoritmo

-

Problema: Dados n pontos no quadrado |0, 1] x [0, 1],
determinar dois deles que estéo a distancia minima.

Seja 0 = diSt(pLPQ) € Qi,k — [%7 W) X [k267 (k_gl)é)?

parai,k=0,...,N,onde N = [2//].

Para j — 3 até n faca:
Seja S o0 conjunto de pares (i, k) tais que
existe um ponto p, com ¢ < j no quadrado Q); ;.

Calcule (r, s) tal que p; esta em Q. ;.

Para cada (i, k) em Stalque |[r —i| <2el|s— k| <2
calcule dist(p;,pe) onde £ < j e p, € Q; 1
e atualize o quando necessario.
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Algoritmos —p. 3



Consumo de tempo estimado

-

Como fazer para o consumo esperado de tempo ser O(n)

L
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Consumo de tempo estimado

-

Como fazer para o consumo esperado de tempo ser O(n)

L

Que ED usar para armazenar S?
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Consumo de tempo estimado

-

Como fazer para o consumo esperado de tempo ser O(n)

L

Que ED usar para armazenar S?

Que operacoes sofre S?
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Consumo de tempo estimado

-

Como fazer para o consumo esperado de tempo ser O(n)? T

Que ED usar para armazenar S?

Que operacgdes sofre S?
Por iteracdo, uma insercao e algumas consultas.
Em algumas iteracoes, S muda totalmente...
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Consumo de tempo estimado

-

Como fazer para o consumo esperado de tempo ser O(n)? T

Que ED usar para armazenar S?

Que operacgdes sofre S?
Por iteracdo, uma insercao e algumas consultas.
Em algumas iteracoes, S muda totalmente...

Seria bom se...
Insercoes e buscas consumissem tempo (esperado) O(1).
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Consumo de tempo estimado

-

Como fazer para o consumo esperado de tempo ser O(n)? T

Que ED usar para armazenar S?

Que operacgdes sofre S?
Por iteracdo, uma insercao e algumas consultas.
Em algumas iteracoes, S muda totalmente...

Seria bom se...
Insercoes e buscas consumissem tempo (esperado) O(1).

Que ED atinge iss0?
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Consumo de tempo estimado

-

Como fazer para o consumo esperado de tempo ser O(n)? T

Que ED usar para armazenar S?

Que operacgdes sofre S?
Por iteracdo, uma insercao e algumas consultas.
Em algumas iteracoes, S muda totalmente...

Seria bom se...
Insercoes e buscas consumissem tempo (esperado) O(1).

Que ED atinge isso? Hashing!
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Primeira tentativa
|7DISTANCIA-SH(p, n) T

1 0« dist(p1,p2)
2 seja (i, ke) tal que py € Q;,, Para ¢ =1,2
3 CrieHashing(H) Insira(H,iy,k1,p1) Insira(H, 2, k2, p2)
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Primeira tentativa
|7DISTANCIA-SH(p, n) T

1 0« dist(p1,p2)
2 seja (i, k) tal que py € Q;, 1, Paral =1,2
3 CrieHashing(H) Insira(H,iy,k1,p1) Insira(H, 2, k2, p2)
para j < 3 até n faca

seja (r,s) tal que p; € Q5

para t — —2 até 2 faca

para u «— —2 até 2 faca
se Pertence(H,r +t,s + u)

c0ONO O1 b
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Primeira tentativa
|7DISTANCIA-SH(p, n) T

1 0« dist(p1,p2)

2 seja (i, k) tal que py € Q;, 1, Paral =1,2

3 CrieHashing(H) Insira(H,iy,k1,p1) Insira(H, 2, k2, p2)
4 para j < 3 até n faca

5 seja (r,s) tal que p; € Q5

6 para t, u <+ —2 até 2 faca

7 se Pertence(H,r +t,s + u)
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Primeira tentativa
|7DISTANCIA-SH(p, n) T

1 0« dist(p1,p2)
2 seja (i, k) tal que py € Q;, 1, Paral =1,2
3 CrieHashing(H) Insira(H,iy,k1,p1) Insira(H, 2, k2, p2)
para j < 3 até n faca
seja (r,s) tal que p; € Q5
para t, u <+ —2 até 2 faca
se Pertence(H,r +t,s + u)

entao seja p; € Qrit 4y COM L < j
se o > dist(pj,ps) entdo o «— dist(p;, pr)

O© o0 N 01 &~
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Primeira tentativa
|7DISTANCIA-SH(p, n) T

1 0« dist(p1,p2)
2 seja (i, k) tal que py € Q;, 1, Paral =1,2
3 CrieHashing(H) Insira(H,iy,k1,p1) Insira(H, 2, k2, p2)
para j < 3 até n faca
seja (r,s) tal que p; € Q5
para t, u <+ —2 até 2 faca
se Pertence(H,r +t,s + u)

entao seja p; € Qrit 4y COM L < j
se o > dist(pj,ps) entdo o «— dist(p;, pr)
se ¢ fol alterado nessa iteracao
11 entdo Reconstrua(H,p,j)
12 senao Insira(/,r,s,p;)
13 devolva o

o |
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Primeira tentativa
|7DISTANCIA-SH(p, n) T

1 0« dist(p1,p2)
2 seja (i, k) tal que py € Q;, 1, Paral =1,2
3 CrieHashing(H) Insira(H,iy,k1,p1) Insira(H, 2, k2, p2)
para j < 3 até n faca
seja (r,s) tal que p; € Q5
para t, u <+ —2 até 2 faca
se Pertence(H,r +t,s + u)

entao seja p; € Qrit 4y COM L < j
se o > dist(pj,ps) entdo o «— dist(p;, pr)
10 se ¢ fol alterado nessa iteracao
11 entdo Reconstrua(H,p,j)
12 senao Insira(/,r,s,p;)
13 devolva o

LConsumo de tempo esperado: O(n) exceto pela linha 11. J
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Versao final
|7DISTANCIA-SH(p, n) T

1 EMBARALHE(p,n) > permutacéo aleatéria dos pontos dados
2 0« dist(p1,p2)
3 seja (i, ke) tal que py € Q;, %, Para’l =1,2
4  CrieHashing(H) |Insira(H,iq,k1,p1) Insira(H, 2, k2, p2)
5 para j < 3 até n faca
6 seja (r, s) tal que p; € Q5
7 para t, u +— —1 até 1 faca
8 se Pertence(H,r +t,s + u)
9 entao seja p; € Qrit g4y COM L < j
10 se o < dist(p;,pr) €ntao & «— dist(p;, pr)

11 se ¢ fol alterado nessa iteracao
12 entdo Reconstrua(H,p,j)
13 sendo Insira(H,r,s,p;)

LM devolva o J
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Versao final
|7DISTANCIA-SH(p, n) T

1 EMBARALHE(p,n) > permutacéo aleatéria dos pontos dados

2 0« dist(p1,p2)

3 seja (i, ke) tal que py € Q;, %, Para’l =1,2

4  CrieHashing(H) |Insira(H,iq,k1,p1) Insira(H, 2, k2, p2)
5 para j < 3 até n faca

6 seja (r, s) tal que p; € Q5

7 para t, u <+ —1 até 1 faca

8 se Pertence(H,r +t,s + u)

9 entao seja p; € Qrit g4y COM L < j
10 se o < dist(p;,pr) €ntao & «— dist(p;, pr)
11 se ¢ fol alterado nessa iteracao
12 entao Reconstrua(H,p,J)
13 senao Insira(/,r,s,p;)

14 devolva § J

ual € o consumo de tempo esperado?
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Consumo de tempo

fSeja X o0 numero de insercoes em H. T
O consumo de tempo é proporcional a E[.X].
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Consumo de tempo

fSeja X o0 numero de insercoes em H.
O consumo de tempo é proporcional a E[.X].

Seja X; a variavel binaria que vale 1 sse
a linha 12 fol executada na iteracao j.

n

X = (1+(j—1)X; <n—|—Z]X-

j=1
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Consumo de tempo

fSeja X o0 numero de insercoes em H. T
O consumo de tempo é proporcional a E[.X].

Seja X; a variavel binaria que vale 1 sse
a linha 12 fol executada na iteracao j.

X =Y (0+G-1X) <n+)d) jX;
1=1 7=1
Mas entao
n n
EX] < n+)» jEX;] = n+)» jPr{X;=1}
1=1 1=1



Consumo de tempo

fSeja X o0 numero de insercoes em H. T
O consumo de tempo é proporcional a E[.X].

Seja X; a variavel binaria que vale 1 sse
a linha 12 fol executada na iteracao j.

n

X = (1+(j—1)X; <n—|—Z]X

j=1
Mas entao

n n
X] < n+) JEX;] = n+) jPr{X;=1}
j=1 j=1

LNote que Pr{X; =1} =2/j7, logo E|X] <n+ 2n = 3n. J
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Hashing universal

-

U conjunto universo (contém todas as possiveis chaves).

-

n: um numero muito menor que |U|.

H: conjunto de funcboes de U em {0,...,n — 1}.
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Hashing universal

-

U conjunto universo (contém todas as possiveis chaves).

-

n: um numero muito menor que |U|.

H: conjunto de funcboes de U em {0,...,n — 1}.

Se, para cada par de chaves k,  em U, 0 numero de
funcdes h em H tais que h(k) = h(f) € no maximo |H|/n,
entao 7 € uma colecao universal de hashing (para U e n).
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Hashing universal

-

U conjunto universo (contém todas as possiveis chaves).

-

n: um numero muito menor que |U|.

H: conjunto de funcboes de U em {0,...,n — 1}.

Se, para cada par de chaves k,  em U, 0 numero de
funcdes h em H tais que h(k) = h(f) € no maximo |H|/n,
entao 7 € uma colecao universal de hashing (para U e n).

Teorema: Seja H uma colecao universal de hashing para U
en,sejasS CUtalque|S|=newucU.Sehé escolhida
aleatoriamente de 7 e X € o numero de elementos s em S
tais que h(s) = h(u), entao E[X] < 1.

LProva feita em aula. J
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Exemplo de colecao universal de hashir

o N

Seja p um primo tal que U C {0,..., p—1}.

Z,. conjunto {0,..., p—1}.
Z.,,. conjunto {1, ..., p—1}.
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Exemplo de colecao universal de hashir

o N

Seja p um primo tal que U C {0,...,p — 1}.

Z,. conjunto {0,...,p — 1}.
Z.,. conjunto {1,...,p — 1}.

Para todo « em Z,, e b em Z,, seja

hap(k) = ((ak + 0) modp) modn,

para todo £ em U.

o |
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Exemplo de colecao universal de hashir

o N

Seja p um primo tal que U C {0,...,p — 1}.

Z,. conjunto {0,...,p — 1}.
Z.,. conjunto {1,...,p — 1}.

Para todo « em Z,, e b em Z,, seja

hap(k) = ((ak + 0) modp) modn,

para todo £ em U.
A colecao H = {h,,:a € Z,e b€ Zy} € universal.

Prova feita em aula.

N .
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