Analise de Algoritmos

Estes slides sao adaptacoes de slides

do Prof. Paulo Feofiloff e do Prof. José Coelho de Pina.
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Protocolo Exponential Backoft

fPIaca de rede Ethernet: enquanto transmite um pacote por T
um canal, Ié a transmissao, e verifica se o sinal transmitido
coincide com o enviado. Caso haja divergéncia, ha coliséao,

Ou Seja, um outro pacote esta sendo transmitido pelo
mesmo canal. Neste caso, a placa aborta a transmissao e
envia pelo canal um sinal especifico que indica colisao.

Algoritmo de exponential backofft:

Transmite e testa colisao.
c<+— 0 > nimero de colisdes
Enquanto houver coliséao faca
Interrompe a transmissao e envia o sinal de colisao.
c—c+1
k «— RANDOM(0, 2¢ — 1)
Retransmite e testa colisao apos k - 51us.
> 51 pode ser trocado por um positivo qualquer J
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Quicksort e Select Aleatorizados

- N

CLRS Secs 7.3, 7.4e 9.2
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Particione

fRearranja Alp..rJdemodoquep<g<re T
Alp..q—1] < Alq] < Alg+1..7]

PARTICIONE (A4, p, r)

1 o« Ar| > x € 0 “pivo”
2 1+ p—1

3 para j« patér—1faca
4 se Ajj] <=z

5 entao ¢ «— i+ 1

6 Ali] — Alj]
7 Ali+1] <« Alr]

8 devolva 7+1

Invariantes: no comeco de cada iteracao de 3—6,

(0 Ap..i] <z (D) A+l 1>z (2 Ad =z |
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Particione

fRearranja Alp..rJdemodoquep<g<re T
Alp..q—1] < Alq] < Alg+1..7]

PARTICIONE (A4, p, r)

1 o« Ar| > x € 0 “pivo”
2 1+ p—1

3 para j« patér—1faca
4 se Ajj] <=z

5 entao ; «+— 1+ 1

6 Ali] — Alj]
7 Ali+1] « Alr]

8 devolva 7+1

Consumo de tempo: ©(n) onde n :=r — p.

o
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Quicksort aleatorizado

B PARTICIONE-ALEA(A, p,7) .
1 i+ RANDOM (p,r)
2 Ali] & Alr]

3 devolva PARTICIONE (A, p,r)
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Quicksort aleatorizado

B PARTICIONE-ALEA(A, p,7) .
1 i+ RANDOM (p,r)
2 Ali] & Alr]

3 devolva PARTICIONE (A, p,r)

QUICKSORT-ALE (A, p,r)
Ssep<r
entdo ¢ «— PARTICIONE-ALEA (A, p,r)
QUICKSORT-ALE (A4, p,q — 1)
QUICKSORT-ALE (A, q + 1,7)

B~ W N
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Quicksort aleatorizado

B PARTICIONE-ALEA(A, p,7) .
1 i+ RANDOM (p,r)
2 Ali] & Alr]

3 devolva PARTICIONE (A, p,r)

QUICKSORT-ALE (A, p,r)
Ssep<r
entdo ¢ «— PARTICIONE-ALEA (A, p,r)
QUICKSORT-ALE (A4, p,q — 1)
QUICKSORT-ALE (A, q + 1,7)

B~ W N

Consumo esperado de tempo?

o |
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Quicksort aleatorizado

B PARTICIONE-ALEA(A, p,7) .
1 i+ RANDOM (p,r)
2 Ali] & Alr]

3 devolva PARTICIONE (A, p,r)

QUICKSORT-ALE (A, p,r)
Ssep<r
entdo ¢ «— PARTICIONE-ALEA (A, p,r)
QUICKSORT-ALE (A4, p,q — 1)
QUICKSORT-ALE (A, q + 1,7)

B~ W N

Consumo esperado de tempo?

Basta contar o numero esperado de comparacfes na
linha 4 do PARTICIONE. J

o
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Consumo esperado de tempo

. N

Basta contar o nUmero esperado de comparacoes na
linha 4 do PARTICIONE.

PARTICIONE (A4, p, )

1 o« Ar| > x € 0 “pivo”
2 1+ p—1

3 para j« patér—1faca
4 se Alj| <=

5 entdo i «— i+ 1

6 Ali] < A[j]
7 Ali+1] < Alr]

8 devolva i+ 1
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Consumo de tempo esperado

-

Suponha Alp..r| permutacao de 1..n.

X, = numero de comparacdes entre a € b na
linha 4 do PARTICIONE do QUICKSORT-ALE;

Queremos calcular
X = total de comparagoes “A|j| < 2”
n—1 n
= ). 2. Xa

a=1 b=a-+1
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Consumo de tempo esperado
- Supondo a < b, o

¥ 1 se primeiro pivoem {a,...,b} €aoub
b= -
’ 0 caso contrario

Qual a probabilidade de X, valer 1?
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Consumo de tempo esperado
- Supondo a < b, o

¥ 1 se primeiro pivoem {a,...,b} €aoub
b= -
’ 0 caso contrario

Qual a probabilidade de X, valer 1?

1 N 1
b—a+1 b—a-+1

Pr {Xabzl} — — E[Xab]



Consumo de tempo esperado
- Supondo a < b, o

¥ 1 se primeiro pivoem {a,...,b} €aoub
b= -
’ 0 caso contrario

Qual a probabilidade de X, valer 1?

1 N 1
b—a+1 b—a-+1

Pr {Xabzl} — — E[Xab]

n—1 n
Y=Y X

a=1 b=a-+1

E[X] = 72727



Consumo de tempo esperado

n—1 n —‘
— S: S: E[Xab]

a=1 b=a+1

n—1 n

— S: S: Pr{Xabzl}

a=1 b=a+1
n—1 n

:S‘Y a+1

a=1 b=a+1
n—1n—a

2
B ;; k41
n—1

S LIRS PEY

a=1

< Zn(

S =

==
DO

+ ) < 2n(l1+1nn) CLRS (A.7), p.@
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Conclusoes

O consumo de tempo esperado do algoritmo
QUICKSORT-ALE e O(nlogn).

Do exercicio 7.4-4 do CLRS temos que

O consumo de tempo esperado do algoritmo
QUICKSORT-ALE é ©(nlogn).

o |
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Select aleatorizado

fPARTICIONE-ALEA(A, D7)
1 i+ RANDOM (p,r)
2 Al — Alr]
3 devolva PARTICIONE (A, p,r)

SELECT-ALEA (A, p, 7, k)
1 sep<rentao
q — PARTICIONE-ALEA (A, p, )
sek=qg—p+1
entao devolva A|q]
se k<qg—p—+1
entao SELECT-ALEA (A, p,q —1,k)
senao SELECT-ALEA (A,q+ 1,7, k—(¢q—p+1))

o |
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Select aleatorizado

fPARTICIONE-ALEA(A, D7)
1 i+ RANDOM (p,r)
2 Al — Alr]
3 devolva PARTICIONE (A, p,r)

SELECT-ALEA (A, p, 7, k)
1 sep<rentao
q — PARTICIONE-ALEA (A, p, )
sek=qg—p+1
entao devolva A|q]
se k<qg—p—+1
entao SELECT-ALEA (A, p,q —1,k)
senao SELECT-ALEA (A,q+ 1,7, k—(¢q—p+1))

~NOoO O bhWN

\_Consumo esperado de tempo? J
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Consumo de tempo esperado

-

Suponha Alp..r| permutacao de 1..n.

X, = numero de comparacdes entre a € b na
linha 4 do PARTICIONE do SELECT-ALEA.

Observe que X,, hdo é a mesma de antes.

De novo, queremos calcular
X = total de comparagoes “A|j| < 2”
n—1 n
=22 Xa

a=1 b=a-+1

|
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Consumo de tempo esperado

fVamos supor que k = n. T
Supondo a < b,

¥ 1 se primeiro pivoem {a,...,n} €a0oub
b= -
! 0 caso contrario

Qual a probabilidade de X, valer 1?



Consumo de tempo esperado

fVamos supor que k = n. T
Supondo a < b,

¥ 1 se primeiro pivoem {a,...,n} €a0oub
b= -
! 0 caso contrario

Qual a probabilidade de X, valer 1?

1 1
Pr{Xab:1} = n—a—|—1+n—a—|—1 — E[Xa,b]




Consumo de tempo esperado

fVamos supor que k = n. T
Supondo a < b,

¥ 1 se primeiro pivoem {a,...,n} €a0oub
b= -
! 0 caso contrario

Qual a probabilidade de X, valer 1?

1 1
Pr{Xab:1} = n—a—|—1+n—a—|—1 — E[Xa,b]

n—1 n
X=) > Xu
a=1 b=a+1

 E[X] =727 o




Consumo de tempo esperado

n—1 n n—1 n

E[X] — S: S: E[Xab] — S: S: Pr{Xabzl}
a=1b=a+1 a=1 b=a+1
n—1 n
IO
a=1 b=a+1 a+1
. 2(n — a)
B ;n—a—l—l

n—1
< Z 2 < 2n.
a=1
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Consumo de tempo esperado

n—1 n n—1 n
E[X] — S: S: E[Xab] — S: S: Pr{Xabzl}

a=1 b=a+1 a=1 b=a+1

:S‘S‘ a+1

a=1 b=a+1

B n’z:l 2(n — a)
B n—a-+1

a=1
n—1

< ) 2 < 2n
a=1

Exercicio: Refaca os calculos para um £ arbitrario.

o |

Algoritmos — p. 14




Uma analise diferente

-

Suponha Alp..r| permutacao de 1..n.

-

Seja
T, = numero de comparacoes realizadas em
uma chamada do SELECT-ALEA paran :=r —p + 1.



Uma analise diferente

-

Suponha Alp..r| permutacao de 1..n.

Seja
T, = numero de comparacoes realizadas em

uma chamada do SELECT-ALEA paran :=r —p + 1.

Observe que 77 =0 e
Tn < max{Ty_1,Th—¢}+n—1paran > 2,
onde¢ =qg—p+1.

o |
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Uma analise diferente

-

Suponha Alp..r| permutacao de 1..n.

Seja
T, = numero de comparacoes realizadas em

uma chamada do SELECT-ALEA paran :=r —p + 1.

Observe que 77 =0 e
Tn < max{Ty_1,Th—¢}+n—1paran > 2,
onde¢ =qg—p+1.

Seja

v { 1 semax{k—1,n—k}=h

0 caso contrario.

LTemos que T, < S7_1 X, Tj,+n—1. J
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Uma analise diferente

fNote que T

BlX)] = Pr[X), =1] < {
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Uma analise diferente

fNote que T

seh=1,...,|n/2| —1
caso contrario.

S|—= O

1 _ 2
n

S

BlX)] = Pr[X), =1] < {

Paran > 2, como T, < S~ X, T}, +n — 1, temos que

n—1
E[T,] < ) E[X,T3]+n-1
h=1
n—1
= > E[X,JE[T}]+n—1 pois X, e T}, s&o indep.
h=1
9 n—1
EZE[Th] +n—1 ondea=|n/2] »

h=a

B



Uma recorrécia...

fE[Tn] é da mesma classe O(-)
gue a solucao da seguinte recorréncia:

S(1) = 0, e

n—1
2
— § S(h)+n—1 paran=2,3,...
n

h=a



Uma recorrécia...

fE[Tn] é da mesma classe O(-)
gue a solucao da seguinte recorréncia:

S(1) = 0, e

Vamos verificar que S(n) < 4n.

n—1
2
— § S(h)+n—1 paran=23,...
n

h=a



S(n) < 4n por inducéo emn

fS =0 e 5 )<%Zz;;S(h)jtn—lparan:2,3,... T
Sen =1, temos que S(1) =0 < 4.
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S(n) < 4n por inducéo emn
fS =0 e 5 )<%Zz;;S(h)jtn—lparan:2,3,... T

Sen > 2, entao

n—1

n—1
2
< — —1<— 4h — 1
S(n) nE S(h) +n hga +n

Algoritmos — p. 18



S(n) < 4n por inducéo emn
fS =0 e 5 )<%Zz;;S(h)jtn—lparan:2,3,... T

Sen > 2, entao

n—1

n—1
2
< — —1<— 4h — 1
S(n) nE S(h) +n hga +n

n—1 a—1
SLTL SV Y e
" h=1 h=1

(n(n—1)—ala—1))+n
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S(n) < 4n por inducéo emn
fS =0 e 5 )<%Zz;;S(h)jtn—lparan:2,3,... T

Sen > 2, entao

n—1 n—1
S(n) < %ZS( +n—1 < —Z4h+n—1
h=a h=a
n—1 a—1
_ %(Zh—Zh)+n—1 _ Zn—1)—ala—1)+n
h=1 h=1
— 4(n—1)—4a(an_1)+n—1
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S(n) < 4n por inducéo emn
fS =0 e 5 )<%Zz;;S(h)jtn—lparan:2,3,... T

Sen > 2, entao

n—1 n—1
S(n) < %ZS( +n—1 < —Z4h+n—1

h=a h=a
n—1 a—1

_ %(Zh—Zh)+n—1 _ Zn—1)—ala—1)+n
h=1 h=1

— 4(n—1)—4a(an_1)+n—1

< 4(n—1)—4(n_11)n(n_3)—|—n—1
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S(n) < 4n por inducéo emn
fS =0 e 5 )<%Zz;;S(h)jtn—lparan:2,3,... T

Sen > 2, entao

n—1 n—1
S(n) < %ZS( +n—1 < —Z4h+n—1
h=a

n—1 a—1

_ %(Zh—Zh)+n—1 _ Zn—1)—ala—1)+n
h=1  h=1

< 4(n—1)—4(n_11)n(n_3)—|—n—1

_ 4(n_1)+(n—1)n—(z—1)(n—3)
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S(n) < 4n por inducéo emn
fS =0 e 5 )<%Zz;;S(h)jtn—lparan:2,3,... T

Sen > 2, entao

n—1 n—1
S(n) < %ZS( +n—1 < —Z4h+n—1
h=a

n—1 a—1

_ %(Zh—Zh)+n—1 _ Zn—1)—ala—1)+n
h=1 h=1

< 4(n—1)—4(n_11)n(n_3)—|—n—1

— 4(n—1)+3(nn_ D
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S(n) < 4n por inducéo emn
fS =0 e 5 )<%Zz;;S(h)jtn—lparan:2,3,... T

Sen > 2, entao

n—1 n—1
S(n) < %ZS( +n—1 < —Z4h+n—1
h=a

n—1 a—1

_ %(Zh—Zh)+n—1 _ Zn—1)—ala—1)+n
h=1 h=1

< 4(n—1)—4(n_11)n(n_3)—|—n—1

— 4(n—1)+3(n_1)

n
< 4dn—-—44+3 < 4n.
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Conclusoes

O consumo de tempo esperado do algoritmo
SELECT-ALEA é O(n).
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