Analise de Algoritmos

Estes slides sao adaptacoes de slides

do Prof. Paulo Feofiloff e do Prof. José Coelho de Pina.
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Probabilidade e Computacao

- N

MU 1.1 e KT 13.1

MU: M. Mitzenmacher e E. Upfal, Probability and
Computing, Randomized Algorithms and Probabilistic
Analysis, 2005.
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Um pouco de probabilidade

-

(S, Pr) espaco de probabilidade

-

S = conjunto finito (eventos elementares)

Pr{} = (distribuicao de probabilidades) funcao de S
em |0, 1] tal que >, o Pr{s} = 1.

Usa-se Pr{U} como abreviatura de ) . Pr{u}.

Entao, para ReT C Scom RNT = 0,
vale que Pr{RUT} = Pr{R} + Pr{T}.
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Um pouco de probabilidade

-

(S, Pr) espaco de probabilidade

-

S = conjunto finito (eventos elementares)

Pr{} = (distribuicao de probabilidades) funcao de S
em |0, 1] tal que >, o Pr{s} = 1.

Usa-se Pr{U} como abreviatura de ) . Pr{u}.

Entao, para ReT C Scom RNT = 0,
vale que Pr{RUT} = Pr{R} + Pr{T}.

Um evento € um subconjunto de S.

N .



Mais um pouco de probabilidade

- N

Uma variavel aleatoria € uma funcao numerica definida
sobre os eventos elementares.
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Mais um pouco de probabillidade

- N

Uma variavel aleatoria € uma funcao numerica definida
sobre os eventos elementares.

“X = k” € uma abreviatura do evento {s € S : X(s) = k}

Esperanca E[X| de uma variavel aleatoria X

Z k-Pr{X =k} =) X(s) Pr{s}

ke X (S sesS
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Mais um pouco de probabilidade

- N

Uma variavel aleatoria € uma funcao numerica definida
sobre os eventos elementares.

“X = k” € uma abreviatura do evento {s € S : X(s) = k}

Esperanca E[X| de uma variavel aleatoria X

Z k-Pr{X =k} =) X(s) Pr{s}

ke X (S sesS

Linearidade da esperanca: ElaX + Y] = aE|X| + E[Y]
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Exemplo

-

fProblema: Dados (ao, . ad 1) ed{ry,...,rq}, decidir se o

polindmio F(z) = 2 + Z@ o a;z" e o polinémio
G(r)=(x—ry) - (z—1ry) SA0 0 mesmo polindmio.
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Exemplo

-

fProblema: Dados (ao, . ad 1) ed{ry,...,rq}, decidir se o

polindmio F(z) = 2 + Z@ o a;z" e o polinémio
G(r)=(x—ry) - (z—1ry) SA0 0 mesmo polindmio.

O termo dominante de F(z) e G(x) tem coeficiente 1, e

F(x) é dado por seus coeficientes enquanto que
G(x) € dado por suas raizes.
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Exemplo

. o

Problema: Dados (ao, . ad 1) ed{ry,...,rq}, decidir se o

polindmio F(z) = 2 + Z@ o a;z" e o polinémio
G(r)=(x—ry) - (z—1ry) SA0 0 mesmo polindmio.

O termo dominante de F(z) e G(x) tem coeficiente 1, e
F(x) é dado por seus coeficientes enquanto que
G(x) € dado por suas raizes.

IGUAIS-1 (A, R, d)

1 ¢+ RANDOM(1,100d)

2 se F(t)=C_G(t)

3 entao devolva VERDADE

4 senao devolva FALSO J

o
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-

Os polinomiosF' e G sao iguais?

IGUAIS-1 (A, R, d)

1 ¢+ RANDOM(1,100d)

2 se [(t)=G(t)

3 entao devolva VERDADE
4 senao devolva FALSO

O que pode acontecer?

-



Os polinomiosF' e G sao iguais?
f IGUAIS-1 (A, R, d) T

1 ¢+ RANDOM(1,100d)

2 se [(t)=G(t)

3 entao devolva VERDADE
4 senao devolva FALSO

O que pode acontecer?
Se I' = (4, a resposta esta sempre certa.
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Os polinomiosF' e G sao iguais?
f IGUAIS-1 (A, R, d) T

1 ¢+ RANDOM(1,100d)

2 se [(t)=G(t)

3 entao devolva VERDADE
4 senao devolva FALSO

O que pode acontecer?
Se I' = (4, a resposta esta sempre certa.
Se [ # (7, aresposta pode estar errada.
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Os polinomiosF' e G sao iguais?

f IGUAIS-1 (A, R, d) T
1 ¢+ RANDOM(1,100d)
2 se [(t)=G(t)
3 entao devolva VERDADE
4 senao devolva FALSO

O que pode acontecer?
Se I' = (4, a resposta esta sempre certa.
Se [ # (7, aresposta pode estar errada.

Erra se F' +# (G e t for uma das raizes do polinbmio F' — G.
Com que probabilidade isso acontece?
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Os polinomiosF' e G sao iguais?

f IGUAIS-1 (A, R, d) T
1 ¢+ RANDOM(1,100d)
2 se [(t)=G(t)
3 entao devolva VERDADE
4 senao devolva FALSO

O que pode acontecer?
Se I' = (4, a resposta esta sempre certa.
Se [ # (7, aresposta pode estar errada.

Erra se F' +# (G e t for uma das raizes do polinbmio F' — G.
Com que probabilidade isso acontece?

d 1
r rr — = —
Pr {resposta errada} < 1004 100
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Algoritmos Monte-Carlo
f IGUAIS-1 (A, R, d) T

1 ¢+ RANDOM(1,100d)

2 se [(t)=G(t)

3 entao devolva VERDADE
4 senao devolva FALSO

Este € um algoritmo Monte-Carlo:
ele pode dar uma resposta errada, ou falhar.
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Algoritmos Monte-Carlo
f IGUAIS-1 (A, R, d) T

1 ¢+ RANDOM(1,100d)

2 se [(t)=G(t)

3 entao devolva VERDADE
4 senao devolva FALSO

Este € um algoritmo Monte-Carlo:
ele pode dar uma resposta errada, ou falhar.

IGUAIS-k: Execute IGUAIS-1 Lk vezes, e devolva VERDADE
apenas se todas as execucoes devolverem VERDADE.

o |

Algoritmos —p. 7



Algoritmos Monte-Carlo
f IGUAIS-1 (A, R, d) T

1 ¢+ RANDOM(1,100d)

2 se [(t)=G(t)

3 entao devolva VERDADE
4 senao devolva FALSO

Este € um algoritmo Monte-Carlo:
ele pode dar uma resposta errada, ou falhar.

IGUAIS-k: Execute IGUAIS-1 Lk vezes, e devolva VERDADE
apenas se todas as execucoes devolverem VERDADE.

Se as execucoOes sao independentes,

1N
Pr {resposta errada} < (—) . N

L 100
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Um pouco de probabilidade

- N

Eventos F e F' sao independentes se

Pr{ENF} = Pr{E} Pr{F}.
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Um pouco de probabilidade

- N

Eventos F e F' sao independentes se

Pr{ENF} = Pr{E} Pr{F}.

Probabilidade condicional:

Pr{ENF)}

PrEIF} = 5
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Um pouco de probabilidade

- N

Eventos F e F' sao independentes se

Pr{ENF} = Pr{E} Pr{F}.

Probabilidade condicional:

Pr{ENF)
Pr{F}

Pr{E|F} =

Se F e F' sao independentes,

o

Pr{E|F} = Pr{E}.
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Problema de contencao

-

Processos P, ..., P, querem acessar um mesmao recurso.

-
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Problema de contencao

. N

Um acesso por vez. Acessos ocorrem em rodadas.
P; ganha acesso apenas se for o Unico na rodada.

rocessos Fi, ..., P, querem acessar um mesmao recurso.
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Problema de contencao

. N

Um acesso por vez. Acessos ocorrem em rodadas.
P; ganha acesso apenas se for o Unico na rodada.

rocessos Fi, ..., P, querem acessar um mesmao recurso.

(A Ethernet funciona assim.)
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Problema de contencao

. N

rocessos Fi, ..., P, querem acessar um mesmao recurso.

Um acesso por vez. Acessos ocorrem em rodadas.
P; ganha acesso apenas se for o Unico na rodada.

(A Ethernet funciona assim.)

Algoritmo da espera aleatoria: cada processo P,
acessa na proxima rodada com probabilidade p.
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Problema de contencao
- -

rocessos Fi, ..., P, querem acessar um mesmao recurso.

Um acesso por vez. Acessos ocorrem em rodadas.
P; ganha acesso apenas se for o Unico na rodada.

(A Ethernet funciona assim.)

Algoritmo da espera aleatoria: cada processo P,
acessa na proxima rodada com probabilidade p.

Da para garantir que todo mundo acessa 0 recurso?
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Problema de contencao

. N

Um acesso por vez. Acessos ocorrem em rodadas.
P; ganha acesso apenas se for o Unico na rodada.

rocessos Fi, ..., P, querem acessar um mesmao recurso.

(A Ethernet funciona assim.)

Algoritmo da espera aleatoria: cada processo P,
acessa na proxima rodada com probabilidade p.

Da para garantir que todo mundo acessa 0 recurso?

Demora muito?

o |
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Problema de contencao

-

Algoritmo da espera aleatoria: cada processo P,
acessa na proxima rodada com probabilidade p.

Eventos interessantes:

A(z,t): P; tenta acessar no instante ¢
Pr{A(i,t)} =p

o |
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Problema de contencao

fAlgoritmo da espera aleatdria: cada processo P; T
acessa na proxima rodada com probabilidade p.

Eventos interessantes:

A(z,t): P; tenta acessar no instante ¢
Pr{A(i,t)} = p

S(z,t): P; consegue acesso ho instante ¢ (sucesso)
S(i,t) = A(4,8) N[ Al T)

Evento X é o evento complementar ao evento X.

o |
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Problema de contencao

fAlgoritmo da espera aleatdria: cada processo P; T
acessa na proxima rodada com probabilidade p.

Eventos interessantes:

A(z,t): P; tenta acessar no instante ¢
Pr{A(i,t)} = p

S(z,t): P; consegue acesso ho instante ¢ (sucesso)
S(i,t) = A(4,8) N[ Al T)

Evento X é o evento complementar ao evento X.

Pela independéncia, Pr {S(i,1)} = p(1 — p)"*~ 1.
Gostariamos de maximizar essa probabilidade. J

o
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Probabilidade de sucesso

fPara maximizar Pr {S(i,t)} = p(1 — p)" 1,
calculamos quando a derivada (em p) se anula:

1=p)" " =(n=1D1=p)"?p=0

que ocorre quando (1 —p) — (n—1)p =0,
ou seja, quando p = 1/n.
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Probabilidade de sucesso

fPara maximizar Pr {S(i,t)} = p(1 — p)" 1,
calculamos quando a derivada (em p) se anula:

1=p)" " =(n=1D1=p)"?p=0

que ocorre quando (1 —p) — (n—1)p =0,
ou seja, quando p = 1/n.

Paratal valorde p, Pr{S(i.t)} =2(1—2)""L
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Probabilidade de sucesso

fPara maximizar Pr {S(i,t)} = p(1 — p)" 1, T
calculamos quando a derivada (em p) se anula:

1=p)" " =(n=1D1=p)"?p=0

que ocorre quando (1 —p) — (n—1)p =0,
ou seja, quando p = 1/n.
Paratal valorde p, Pr{S(i.t)} =2(1—2)""L

n

Sabe-se que, paran > 2,

o |



Breve revisao

fLembre-se que e’ > 1 + z para todo z real.
(Desigualdade estrita se = # 0.)



Breve revisao

fLembre-se que e* > 1 4 x para todo x real. T
(Desigualdade estrita se = # 0.)

Disso deduzimos que
e l/">1-Leportanto! > (1-1)"e
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Breve revisao

fLembre-se que e* > 1 4 x para todo x real. T
(Desigualdade estrita se = # 0.)

Disso deduzimos que
e l/">1-Leportanto! > (1-1)"e
el/n=h) > 14 L = 1 sen>2e portanto

6—1/(n—1) < n=1 __ 1 — l’ |Ogo % < (1 _ l)n_l_

n n n
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Breve revisao

fLembre-se que e’ > 1 + z para todo z real.

o

(Desigualdade estrita se = # 0.)

Disso deduzimos que

e l/">1-Leportanto! > (1-1)"e
/(1) 5 14 1

— = —5 Sén > 2 e portanto
n n
o—1/(n—1) _ n=1

n

—l—1-1logo < (1—1)”_1.

Ademais,

: 1 1 : 1 1 '

lim, (1 — )" =< (vaide 3 para - monotonicamente)
lim, (1 —+)""1 =1 (vai de 5 para £ monotonicamente)

|
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Breve revisao

fLembre-se que e* > 1 4 x para todo x real. T
(Desigualdade estrita se = # 0.)

Disso deduzimos que
e l/">1-Leportanto! > (1-1)"e
el/ =1 > 14 1= " gepn>2e portanto
e~/ < n=l =1 _1ljpgo ! < (1 - Lyn=t,
Ademais,
lim, (1 — )" =1 (vai de 1 para + monotonicamente)
lim, (1 —+)""1 =1 (vai de 5 para £ monotonicamente)

1
Logo de fato paran > 2,
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Probabilidade de sucesso

Parap=1/n, Pr{S(it)}=+(1—-2)""1 T

Sabe-se que, paran > 2,
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Probabilidade de sucesso

-

Parap=1/n, Pr{S(it)}=+(1—-2)""1

Sabe-se que, paran > 2,

Portanto - < Pr{S(i,t)} < =.
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Probabilidade de sucesso

-

Parap=1/n, Pr{S(it)}=+(1—-2)""1

Sabe-se que, paran > 2,

Portanto - < Pr{S(i,t)} < =.

F(i,t): P; n80 acessa 0 recurso até o momento ¢ (inclusive)
Pr{F(i,t)} =IL(1 —Pr{S(i.t)})
_1\t t
=(1-70="") <(-3)

o |
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Probabilidade de sucesso

 Parap=1/n, Pr{S(ii)}=1L(1- Lyt L N

n en

F(i,t): P; n80o acessa 0 recurso até o momento ¢ (inclusive)

Pr{F(i,t)} = (1 — Pr{S(i,1)}) < (1—L)".

en
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Probabilidade de sucesso

 Parap=1/n, Pr{S(ii)}=1L(1- Lyt L N

n en

F(i,t): P; n80o acessa 0 recurso até o momento ¢ (inclusive)

Pr{F(i,t)} = (1 — Pr{S(i,1)}) < (1—L)".

en

Como e* > 1+ x para todo z real, e 1/en > 1 — L

en
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Probabilidade de sucesso

 Parap=1/n, Pr{S(ii)}=1L(1- Lyt L N

n en

F(i,t): P; n80o acessa 0 recurso até o momento ¢ (inclusive)

Pr{F(i,t)} = (1 — Pr{S(i,1)}) < (1—L)".

en

Como e* > 1+ x para todo z real, e 1/en > 1 — L

en

Assim sendo, para t = [en], Pr{F(i,t)} < (1—- )" <1



Probabilidade de sucesso

 Parap=1/n, Pr{S(ii)}=1L(1- Lyt L N

n en

F(i,t): P; n80o acessa 0 recurso até o momento ¢ (inclusive)

Pr{F(i,t)} = (1 — Pr{S(i,1)}) < (1—L)".

en

Como e* > 1+ x para todo z real, e 1/en > 1 — L

Assim sendo, para t = [en], Pr{F(i,t)} < (1—- )" <1

Eset=[en(clgn)], Pr{F(i,t)} < (1)°®" = L,

n
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Probabilidade de sucesso

 Parap=1/n, Pr{S(ii)}=1L(1- Lyt L

n en

-

F(i,t): P; n80o acessa 0 recurso até o momento ¢ (inclusive)

Pr{F(i,t)} = (1 — Pr{S(i,1)}) < (1—L)".

en

Como e* > 1+ x para todo z real, e 1/en > 1 — L

Assim sendo, para t = [en], Pr{F(i,t)} < (1—- )" <1

Eset=[en(clgn)], Pr{F(i,t)} < (1)°®" = L,

nC

Ou seja, parat = O(nlgn), a probabilidade de um processo
Nao acessar 0 recurso apos t rodadas é exponencialmente

Lpequena em 1/n. J
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Probabilidade de sucesso

-

Parap=1/n, Pr{S(i,t)}=1(1-2)""1> 1

n en

F(i,t): P; n80 acessa 0 recurso atée o momento ¢ (inclusive)

Set=|en(clgn)],

Pr{F(i,t)} < (E)CIg” !

e n¢
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Probabilidade de sucesso

-

Parap=1/n, Pr{S(i,t)}=1(1-2)""1> 1

n en

F(i,t): P; n80 acessa 0 recurso atée o momento ¢ (inclusive)

Set=|en(clgn)],

Pr{F(i,t)} < (E)CIg” !

e n¢

Mais do que isso...
a probabilidade de algum processo falhar € Pr{U; F'(i,1)} e

1 1

Pr{U;F'(i,t)} < Z Pr{F(i,t)} <n—=—.

N -



Protocolo Exponential Backoft

fPIaca de rede Ethernet: enquanto transmite um pacote por T
um canal, Ié a transmissao, e verifica se o sinal transmitido
coincide com o enviado. Caso haja divergéncia, ha coliséao,

Ou Seja, um outro pacote esta sendo transmitido pelo
mesmo canal. Neste caso, a placa aborta a transmissao e
envia pelo canal um sinal especifico que indica colisao.

Algoritmo de exponential backofft:

Transmite e testa colisao.
c<+— 0 > nimero de colisdes
Enquanto houver coliséao faca
Interrompe a transmissao e envia o sinal de colisao.
c—c+1
k «— RANDOM(0, 2¢ — 1)
Retransmite e testa colisao apos k - 51us.
> 51 pode ser trocado por um positivo qualquer J
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