Analise de Algoritmos

Estes slides sao adaptacoes de slides

do Prof. Paulo Feofiloff e do Prof. José Coelho de Pina.
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1-eSImo menor elemento
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1-eSImO menor

o N

Problema: Encontrar o i-ésimo menor elemento de A[1..n|.
Suponha A[l..n| sem elementos repetidos.

Exemplo: 33 é o 40. menor elemento de:

1 10

22199 (32|88 |34 |33 |11 (97 |55]66| A

1112213213334 |55(166|88|97|99 | ordenado

o |
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Mediana

Mediana é o |t |-ésimo menor ou o [“1]-ésimo menor
elemento.

Exemplo: a mediana € 34 ou 55:

221991328834 |33 |11]|97|55|66| A

111221321331 34|/55]1661|88]| 97|99 | ordenado

|
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1-eSImO menor

-

fRecebe All..njeitalquel1 <i<n
e devolve valor do ;-esimo menor elemento de A[l..n|.

SELECT-ORD (A4, n, 1)
1 ORDENE (A4,n)
2 devolva Al

O consumo de tempo do SELECT-ORD é O(nlgn).
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1-eSImO menor

-

fRecebe All..njeitalquel1 <i<n
e devolve valor do ;-esimo menor elemento de A[l..n|.

SELECT-ORD (A4, n, 1)
1 ORDENE (A4,n)
2 devolva Al

O consumo de tempo do SELECT-ORD é O(nlgn).

LDét para fazer melhor? J
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Menor

fRecebe um vetor A[l..n| e devolve o valor do menor
elemento.

MENOR (A, n)

1  menor « A[l]

2 para k < 2 até n faca

3 se Alk| < menor

4 entao menor «— Alk]
5 devolva menor

O consumo de tempo do algoritmo MENOR e O(n).

o

-
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Segundo menor

fRecebe um vetor A|1..n| e devolve o valor do segundo T
menor elemento, supondo n > 2.

SEG-MENOR (A4, n)
menor «— min{A[1], A|2]}  segmenor «— max{A[l], A[2]}
para k <« 3 até n faca
se Alk] < menor
entao segmenor <— menor
menor «— A[k]
senao se Alk] < segmenor
entao segmenor «— Alk]
devolva segmenor

CONO OIS WN P

L O consumo de tempo do SEG-MENOR & O(n). J
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Algoritmo linear?

- N

Sera que conseguimos fazer um algoritmo linear
para a mediana?
para o i-ésimo menor?
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Algoritmo linear?

- N

Sera que conseguimos fazer um algoritmo linear
para a mediana?
para o i-ésimo menor?

Sim!

Usaremos o PARTICIONE do QUICKSORT!

o |
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Alp..q—1] < Alq] < Alg+1..7]

Particione

Rearranja Alp..rJdemodoquep<g<re

PARTICIONE (A4, p, )

1z« Alr] > x € 0 “pive”

2 1+ p—1

3 para j« patér—1faca

4 se Alj| <=z

5 entao ¢ «— i+ 1

6 A[Z] — A[]]

7 Ali+1l] < Alr]

8 devolva i +1

P T

L A 19933 |55 |77 1122|8866 |33 |44
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Alp..q—1] < Alq] < Alg+1..7]

Particione

Rearranja Alp..rJdemodoquep<g<re

PARTICIONE (A4, p, )

1 o« Alr] >z é 0 “pivo”

2 1+ p—1

3 para j« patér—1faca

4 se Alj| <=z

5 entao ¢ «— i+ 1

6 A[Z] — A[]]

7 Ali+1l] < Alr]

8 devolva i +1

p q r

L A 3311122334455 (8866|7799

|
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Particione

~ Rearranja A[p..r]demodoquep<g<re o
Alp..q—1] < Alq] < Alg+1..7]

PARTICIONE (A4, p, r)

1 o« Ar| > x € 0 “pivo”
2 i+ p—1

3 para j« patér—1faca
4 se Ajjy] <=

5 entao ;1 «— 1 +1

6 Ali] — Alj]
7 Ali+1] < Alr]

8 devolva 7+1

O algoritmo PARTICIONE consome tempo ©O(n). J
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Algoritmo SeLect

 Recebe Alp..rjeitalque 1 <i<r—p+l o
e devolve valor do i-ésimo menor elemento de Afp..r].

SELECT(A, p,r,1)
Sep=r
entao devolva A|p]
¢ — PARTICIONE (p, )
ke—qg—p+1
se k=1
entao devolva A|q]
se k>
entao devolva SELECT (A,p,q —1,1)
sendo devolva SELECT (A,q+ 1,r,i — k)

O©COoO~NOOITP,~,WDNPE

B

|
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Algoritmo SeLect

fSELECT(A p, 7, 7)

O©COoO~NOOITP,~,WDNPE

Sep=r
entao devolva A|p]
¢ — PARTICIONE (A, p, 7)
ke—qg—p+1
se k=1
entao devolva A|q]
se k>
entao devolva SELECT (A,p,q —1,1)
sendo devolva SELECT (A,q+ 1,r,i — k)

q

J/

|
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Consumo de tempo

o N

T(n) = consumo de tempo maximo quandon =r —p+ 1

linha consumo de todas as execucoOes da linha

1-2  =06(1)
3 = O(n)
4-7 =0(1)
8 =T(k—1)
9 =T(n— k)
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Consumo de tempo

o N

T(n) = consumo de tempo maximo quandon =r —p+ 1

linha consumo de todas as execucoOes da linha

1-2  =06(1)
3 = O(n)
4-7 =0(1)
8 =T(k—1)
9 =T(n— k)

T(n) =060Mm)+max{T(k—1),T(n—k)}

Pior caso: T'(n) = O(n)+T(n—1)

o |
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Consumo de tempo

o N

T(n) = consumo de tempo maximo quandon =r —p+ 1

linha consumo de todas as execucoOes da linha

1-2  =06(1)
3 = O(n)
4-7 =0(1)
8 =T(k—1)
9 =T(n— k)

T(n) =060Mm)+max{T(k—1),T(n—k)}

Pior caso: T(n) = O(n) +T(n—1) = O(n?)

o |
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Selecao em tempo linear

- N

Como fazer algo melhor?
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Selecao em tempo linear

- N

Como fazer algo melhor?

Vamos usar de novo divisao e conquista.

Veremos o algoritmo BFPRT,
de Blum, Floyd, Pratt, Rivest e Tarjan.

o |
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Selecao em tempo linear

- N

Como fazer algo melhor?

Vamos usar de novo divisao e conquista.

Veremos o algoritmo BFPRT,
de Blum, Floyd, Pratt, Rivest e Tarjan.

Se 0 pivo do PARTICIONE for a mediana do vetor,
gual seria o consumo de tempo do SELECT?

o |
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Select-BFPRT

fRecebe Alp..rjeitalque 1 < <r—p+l1 T
e devolve um indice ¢ tal que A|q| € 0 i-ésimo menor
elemento de Alp..r]

SELECT-BFPRT(A4, p, 7, )

entao devolva SELECT-BFPRT (A,p,q — 1,17)
sendo devolva SELECT-BFPRT (A,q+ 1,r,i — k)

|
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1 sep=r
2 entdo devolva p > pe ndo Alp]
3 ¢+ PARTICIONE-BFPRT (A,p, 7“)
4 k+—qg—p+1
5 Sse k=
6 entdo devolva ¢ > ¢ e ndo Alg
[ sek>1
3
9
|



Particione-BFPRT
s q =

\ . J/ \ . J/
~~ ~

kE—1 n — k

Rearranja A[p..r] e devolve um indice ¢, p < ¢ < r, tal que
Alp..q—1] < Alq] < Alg+1..r] e

7
max{k — 1,n — k} < 1—g+3,

onden=r—p+lek=qg—p+1.

Suponha que
P(n) := consumo de tempo maximo do algoritmo
L PARTICIONE-BFPRT quandon =r—p+1 J
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- T(n)

Consumo de tempo

:= consumo de tempo maximo do algoritmo

SELECT-BFPRT quandon =r —p+1

linha consumo de todas as execucoes da linha

12 —o)

3 = P(n)

47 =01

8 =T(k—1)

9 =T(n — k)

T(n) =061)+ P(n)+max{T(k—1),T(n—k)}
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Particione-BFPRT
1 %] o
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Particione-BFPRT
fn =r—p+1 T

PARTICIONE-BFPRT (A4, p,r)

para j < p,p+5,p+5-2,... até p+5([n/5]—1) faca
ORDENE (4, j, j+4)

ORDENE (A, p+5|n/5],r)

para j — 1 até [n/5]—1 faca
Blj] — Alp+5j-3]
B[[n/5]] — All(p+5[n/5]+r)/2]]

k «— SELECT-BFPRT(B, 1, [n/5], | ([n/5]+1)/2])

A[k] s A[T]
devolva PARTICIONE (A, p,r)

O OO ~ o O1 b GO RN \O R
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Particione-BFPRT
fn =r—p+1 T

PARTICIONE-BFPRT (A4, p,r)

para j < p,p+5,p+5-2,... até p+5([n/5]—1) faca
ORDENE (4, j, j+4)

ORDENE (A, p+5|n/5],r)

para j — 1 até [n/5]—1 faca
Alp—1+7] < A[p+5j—3]
Alp=1+[n/5]] = Al[(p+5[n/5]+r)/2]]

k « SELECT-BFPRT(A, p, p+[n/5]—1, | ([n/5]+1)/2])

A[k] s A[T]
devolva PARTICIONE (A, p,r)

O OO ~ o 01 b GO RN \O R
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Consumo de tempo do Particione-BFPR
B -

P(n) := consumo de tempo maximo do algoritmo
PARTICIONE-BFPRT quandon=7r—p+1

linha consumo de todas as execucoes da linha

1-3 = [n/5]6(1) = O(n)
4-6 = [n/5|6(1) = O(n)
/ =T([n/5])

8 = 0O(1)

9 = O(n)
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Consumo de tempo do Select-BFPRT

fT(n) := consumo de tempo maximo do algoritmo T
SELECT-BFPRT quandon =r —p+1
Temos que
T(1) =06(1)
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Consumo de tempo do Select-BFPRT

~ T(n) pertence a mesma classe O que: o

S(n) =1 paran < 30

sy <5 ([2]) +5 (| 5] +3) +n paran =30

n |30 60 90 120 150 180 210 240 270 300
S(n) |32 144 280 362 514 640 802 940 1114 1261

Vamos verificar que S(n) < 80n paran =1,2,3,4, ...

Prova: Sen =1,...,29, entao S(n) =1 < 80 < 80n.
Sen=230,...,99, entao

| S(n) < S(120) = 362 < 80 x 30 < 80n. |
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Recorréncia

fSenz 100’;{:?25([%1) +qu_ﬂ +3> » T
s [g +80<H—ﬂ +3> +n
§80(%+1)+80 (%Jrzl) +n

7
— 80— + 80 + 80—~ 1320 +n

5) 10
— 16n + 56n + n + 400
= 73n + 400

< 80n (pois n > 100).

LLogo, T(n)é O(n). J
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Como adivinhel classg)?

- N

Arvore da recorréncia;
S(n)
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Como adivinhel classg)?

- N

Arvore da recorréncia;
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Como adivinhel classg)?

- | N

Arvore da recorréncia:
n
T

N S \m

100”
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Como adivinhel classg)?

- N

Arvore da recorréncia;

n
107 5T
49 1 14 4
1007 1007 100" 100
[ } [ }
[ ) [ } [ ) [ J
[ } [ }
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Contas

T
nivel | 0 1 2

k—1 k
2 k—1 k
sOoma n 1%71 f%n 1%;@—_171 fwn
10~-1 10%
Qk—l <n§9—k:>kzﬂog%7ﬂ
9 9k—1 9k
S(n):n+1—0n+---+10k_1n+ﬁn
9 g
(1 o
R TR T
9k+1
= 10(1 — 10k+1)n
< 10n

|
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Conclusao

O consumo de tempo do SELECT-BFPRT é O(n).
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