Analise de Algoritmos

Estes slides sao adaptacoes de slides

do Prof. Paulo Feofiloff e do Prof. José Coelho de Pina.
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Aula 3

Transformada rapida de Fourier

Secs 30.1 e 30.2do CLRS e 5.6 do KT.



Produto de polinomios

-

Problema: Dados dois polinomios
a(z) =ap+arx+---+a, 12" e
b(x) = by + bz + -+ by_12" L,

calcular o polinbmio p(z) = a(x) - b(x).

Algoritmos —p. 3



Produto de polinomios

-

Problema: Dados dois polinomios
a(z) =ap+arx+---+a, 12" e
b(x) = by + bz + -+ by_12" L,

calcular o polinbmio p(z) = a(x) - b(x).

Lembre-se que p(z) = ¢y + c12 + - - - + cap—02?™ 2, onde
cr. = aobp +a1bp_1 + -+ apbo,

parak=0,1,...,2n — 2.

O vetor ¢ € a convolucao de a e b.
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Produto de polinomios

-

Problema: Dados dois polinomios
a(z) =ap+arx+---+a, 12" e
b(x) = by + bz + -+ by_12" L,

calcular o polinbmio p(z) = a(x) - b(x).

Ha um algoritmo O(n?) 6bvio para calcular p(x),
ou seja, para calcular ¢y, cq, ..., cop_9.

Queremos um algoritmo O(nlgn).
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Produto de polinomios

-

Problema: Dados dois polinomios
a(z) =ap+arx+---+a, 12" e
b(x) = by + bz + -+ by_12" L,

calcular o polinbmio p(z) = a(x) - b(x).

Ha um algoritmo O(n?) 6bvio para calcular p(x),
ou seja, para calcular ¢y, cq, ..., cop_9.

Queremos um algoritmo O(nlgn).

RepresentacOes alternativas de polinomios de grau n — 1.
® seus n coeficientes, ou
# seu valor em n pontos distintos.
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ldeia do algoritmo O(nlgn)
fEntrada: a=(ag,...,an—1)€b="(bg,...,bn_1). T

#® Obter pares
(ZC(), yg)a JEI (33277,—27 ygn—Q) e (ZC(), y8)7 s ey (33277,—27 ygn—Q)

onde x; # z; parai # j, €
¢ = a(z;) e y? = b(z;) parai =0,...,2n — 2.
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#® Obter pares
(ZC(), 98)7 JEI (332?7,—27 ygn—Q) e (ZC(), y8)7 s ey (332?7,—27 ygn—Q)

onde x; # z; parai # j, €
¢ = a(z;) e y? = b(z;) parai =0,...,2n — 2.

» Obter pares ($07 QO>7 I (562?1—27 QZn—Z)
onde ¢; = 3¢ -y’ parai =0,...,2n — 2.



ldeia do algoritmo O(nlgn)
fEntrada: a=(ag,...,an—1)€b="(bg,...,bn_1). T

#® Obter pares

(ZC(), 98)7 IR (332??,—27 ygn—Q) e (ZC(), y8)7 IR (332??,—27 ygn—Q)

onde z; # x; para: # j, €
y¢ = a(z;) €y’ = blz;) parai=0,...,2n — 2.

» Obter pares ($07 QO>7 I (562?1—27 QZn—Z)
onde ¢; = 3¢ -y’ parai =0,...,2n — 2.

# Determinar ¢(x) tal que g(x;) = ¢; para:=0,...,2n — 2.
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ldeia do algoritmo O(nlgn)
fEntrada: a=(ag,...,an—1)€b="(bg,...,bn_1). T

#® Obter pares

(ZC(), 98)7 IR (33277,—27 ygn—Q) e (ZC(), y8)7 IR (33277,—27 ygn—Q)

onde x; # z; parai # j, €
¢ = a(z;) e y? = b(z;) parai =0,...,2n — 2.

» Obter pares ('CCO) QO>7 I ($2n—27 QZn—Z)
onde ¢; = 3¢ -y’ parai =0,...,2n — 2.

#® Determinar ¢(x) tal que ¢(z;) = ¢; para: =0,...,2n — 2.

Vimos como fazer o primeiro passo em tempo O(nlgn).
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ldeia do algoritmo O(nlgn)
fEntrada: a=(ag,...,an—1)€b="(bg,...,bn_1). T

#® Obter pares

(ZC(), yg)a IR (332?7,—27 ygn—Q) e (ZC(), y8)7 IR (332?7,—27 ygn—Q)

onde x; # z; parai # j, €
¢ = a(z;) e y? = b(z;) parai =0,...,2n — 2.

» Obter pares ($07 QO>7 I (562?1—27 QZn—Z)
onde ¢; = 3¢ -y’ parai =0,...,2n — 2.

# Determinar ¢(x) tal que g(x;) = ¢; para:=0,...,2n — 2.

Vimos como fazer o primeiro passo em tempo O(nlgn).
LO passo do meio consome tempo O(n) trivialmente. J
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Raizes da unidade

fSéo definidas para cada n. T
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Raizes da unidade

fSéo definidas para cada n.
Seja w, = 2m/n,
Raizes n-ésimas da unidade: parak =0,1,...,n — 1,

k _ 627rkz/n.

Wn



Raizes da unidade

fSéo definidas para cada n. T
Seja w, = 2m/n,
Raizes n-ésimas da unidade: parak =0,1,...,n — 1,

k _ 627rkz/n.

Wn

Lembre-se que ¢’ = cos(0) + isen(6).
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Raizes da unidade

fSéo definidas para cada n. T
Seja w, = 2m/n,
Raizes n-ésimas da unidade: parak =0,1,...,n — 1,

k _ 627rkz/n.

Wn

Lembre-se que ¢’ = cos(0) + isen(6).

Notacao conveniente pois o produto dos niumeros
complexos cos(#1) + isen(61) € cos(02) + i sen(fs) €
(cos(#y) cos(f2) —sen(fy)sen(fs)) + i (cos(f)sen(fs) + cos(6s)sen(6y))
= cos(fy +02) + isen(f:+02).
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Raizes da unidade

fSéo definidas para cada n. T
Seja w, = 2m/n,
Raizes n-ésimas da unidade: parak =0,1,...,n — 1,

k _ 627rkz/n.

Wn

Lembre-se que ¢’ = cos(0) + isen(6).

Notacao conveniente pois o produto dos niumeros
complexos cos(#1) + isen(61) € cos(02) + i sen(fs) €
(cos(#y) cos(f2) —sen(fy)sen(fs)) + i (cos(f)sen(fs) + cos(6s)sen(6y))
= cos(fy +02) + isen(f:+02).

LOU seja, ef1iel2t = o(01+02)7 J

Algoritmos — p. 6



Transformada discreta de Fourier

- N

aizes n-ésimas da unidade: parak =0,1,...,n — 1,

k _ 627rk7,/n.

Wn

Dado um vetor a = (ag,ay,...,an—1), representando os
coeficientes de um polindmio que denotamos por a(x), a
Transformada Discreta de Fourier (DFT) de ordem n de a €

o vetor y = (yo, 1, - - -, yn—1) ONde y; = a(w))) para
k=0,1,...,n—1.
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Transformada discreta de Fourier

- N

Raizes n-ésimas da unidade: parak =0,1,...,n — 1,
wfb _ 827rki/n.
Dado um vetor a = (ag,ay,...,an—1), representando os

coeficientes de um polindmio que denotamos por a(x), a
Transformada Discreta de Fourier (DFT) de ordem n de a €

o vetor y = (yo, 1, - - -, yn—1) ONde y; = a(w))) para
k=0,1,...,n—1.

Objetivo: programa que, dado um vetor a = (ag, ..., an—1),
determina a sua DFT de ordem n em tempo O(nlgn).
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Transformada discreta de Fourier

-

Raizes n-ésimas da unidade: parak =0,1,...,n — 1,

-

k _ 627rk7,/n.

Wn

Dado um vetor a = (ag,ay,...,an—1), representando os
coeficientes de um polindmio que denotamos por a(x), a
Transformada Discreta de Fourier (DFT) de ordem n de a €

o vetor y = (yo, 1, - - -, yn—1) ONde y; = a(w))) para
k=0,1,...,n—1.

Objetivo: programa que, dado um vetor a = (ag, ..., an—1),
determina a sua DFT de ordem n em tempo O(nlgn).

LEssa é a chamada Transformada Rapida de Fourier (FFT). J
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Transformada Rapida de Fourier
f FFT (a,n) > n € uma poténcia de 2—‘

se n = 1 entao devolva «a

CLO N (a'()a az, . .. 7a’n—2)

a' «— (a1,as3,...,an_1)
y «— FFT (a',n/2)

yt «— FFT (a',n/2)
Wy, — e2mi /1

w +— 1
para k£ — 0 até n/2 — 1 faca

i — yp +wy,
Yk4n/2 < yg o wy/i
11 W — W Wy,

12 devolva y

O O~NO Ol & WDNPF

=
o

LConsumo de tempo: T'(n) = 2T (n/2) + ©(n) = O(nlgn). J
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Voltando ao produto de polinomios...
fQueremos... T

o Para zg,...,x9,_o distintos, calcular
y? = a(z;) ey = b(x;) parai=0,...,2n — 2.

® Calcular ¢; = y¢ -y’ parai=0,...,2n — 2.
# Determinar ¢(z) tal que ¢(z;) = ¢; parai=0,...,2n — 2.



Voltando ao produto de polinomios...
fQueremos... T

o Para zg,...,x9,_o distintos, calcular
yd = a(z;) eyj? = b(x;) parai=0,...,2n — 2.
® Calcular ¢; = y¢ -y’ parai=0,...,2n — 2.
# Determinar ¢(z) tal que ¢(z;) = ¢; parai=0,...,2n — 2.

Primeira etapa:
dados vetores a = (ag,...,an-1) € b= (bo,...,bn—1),
estendemos tais vetores adicionando n zeros em cada um,

obtendo a = (ag, ...,a2,—1) € b= (by, ..., ban—1),
e calculamos y* = FFTy,(a) € y” = FFTa,(b).
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Voltando ao produto de polinomios...
fQueremos... T

o Para zg,...,x9,_o distintos, calcular
yd = a(z;) eyﬁ? = b(x;) parai=0,...,2n — 2.
® Calcular ¢; = y¢ -y’ parai=0,...,2n — 2.
# Determinar ¢(z) tal que ¢(z;) = ¢; parai=0,...,2n — 2.

Primeira etapa:
dados vetores a = (ag,...,an-1) € b= (bo,...,bn—1),
estendemos tais vetores adicionando n zeros em cada um,

obtendo a = (ag, ...,a2,—1) € b= (by, ..., ban—1),
e calculamos y* = FFTy,(a) € y” = FFTa,(b).

Segunda etapa: obvia...
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Voltando ao produto de polinomios...
fQueremos... T

o Para zg,...,x9,_o distintos, calcular
yd = a(z;) eyj? = b(x;) parai=0,...,2n — 2.
® Calcular ¢; = y¢ -y’ parai=0,...,2n — 2.
# Determinar ¢(z) tal que ¢(z;) = ¢; parai=0,...,2n — 2.

Primeira etapa:
dados vetores a = (ag,...,an-1) € b= (bo,...,bn—1),
estendemos tais vetores adicionando n zeros em cada um,

obtendo a = (ag, ...,a2,—1) € b= (by, ..., ban—1),
e calculamos y* = FFTy,(a) € y” = FFTa,(b).

Segunda etapa: obvia...
LTerceira etapa: interpolacao. J
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Interpolacao

fPrimeira etapa: dado um vetor a = (ao, . ..,a,—1), Calcular T
Y= (y()a s 7yn—1) tal gue y = v(wg,wfrlw ce ,wg_l) - Q.



Interpolacao

fPrimeira etapa: dado um vetor a = (ao, . ..,a,—1), Calcular T
Y= (?JO; s 7yn—1) tal gue y = v(wrg,wfrll, ce ,wg_l) - Q.

A matriz V (o), w! ..., w1 é a matriz de Vandermond

n? n

para w!, wl, ... Wil

n

o |
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Interpolacao

fPrimeira etapa: dado um vetor a = (ao, . ..,a,—1), Calcular T
Y= (?JO; s 7yn—1) tal gue y = v(wrg,wfrll, ce ,wg_l) - Q.

A matriz V (o), w! ..., w1 é a matriz de Vandermond
para w!, wl, ... Wil
Terceira etapa: dado um vetor y = (yo,...,yn—1), Calcular

q=1(qo,...,qn—1) tal que ¢ = V(wg,w,}b, . ,wg_l)_l L.

o |
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Interpolacao

fPrimeira etapa: dado um vetor a = (ao, . ..,a,—1), Calcular T
Y= (?JO; s 7yn—1) tal gue y = v(wrg,wfrll, ce ,wg_l) - Q.

A matriz V (o), w! ..., w1 é a matriz de Vandermond
para w!, wl, ... Wil

n

Terceira etapa: dado um vetor y = (yo,...,yn—1), Calcular
q¢=(qo,-..,qn_1) talque ¢ = V(" wl ... 0w H=.y.

Como calcular ¢ em tempo O(nlgn)?

o |
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Interpolacao

fPrimeira etapa: dado um vetor a = (ao, . ..,a,—1), Calcular T
Y= (?JO; s 7yn—1) tal gue y = V(CUQL,CU}L, ce ,wg_l) - Q.

A matriz V (o), w! ..., w1 é a matriz de Vandermond
para w!, wl, ... Wil

n

Terceira etapa: dado um vetor y = (yo,...,yn—1), Calcular
q¢=(qo,-..,qn_1) talque ¢ = V(" wl ... 0w H=.y.

Como calcular ¢ em tempo O(nlgn)?

Teorema: A inversa da matriz de Vandermond

V(w2 wl, ... w1 tem na posicdo (4, k) o valor w,”’" /n

paraj, k=0,1,...,n—1

LProva feita na aula. J
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Interpolacao

- N

Teorema: A inversa da matriz de Vandermond |
V(w?,wl, ..., w1 tem na posicao (4, k) o valor w,”" /n

>N

paraj, k=0,1,...,n—1

Ou seja,
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Interpolacao
- -

Teorema: A inversa da matriz de Vandermond |
V(w?,wl, ..., w1 tem na posicao (4, k) o valor w,”" /n
paraj, k=0,1,...,n—1

Ou seja,
0 1 noiv—1 1 0 —1 —(n—1)
V(wnawnv y Wn ) _Ev(wnvwnv y Wn )

Exercicio:

Modifiqgue o algoritmo FFT para fazer a interpolacao.

o |
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Inversa da DFT
5

Como bem notado por alguns alunos na aula, T
(1 1 1 1)
1w w? i
0 1 n—1 2 4 2(n—1)
V(wnv Wns y W, ) — L wy “n, “n
\ 1wl 2D wé”_l)Q /
n

€ uma matriz simeétrica e, como o conjugado complexo de
e? é exatamente e~%, temos que

V(wg,wgl, . ,w;(n_l)) — V(wo wl ”_1)*

nyWny oy Wp
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Inversa da DFT
- o -

Como V(w9 wt ... wy ) = V(W) wk, ... wlhH*,
entao podemos calcular

_ —(n—1
q = ﬁv(wgawnla y Wn (n ))y
calculando
* * 1 0 1 n—1
g =y EV(wn,wn,...,wn )

onde ¢’ é o vetor (y*)! (o vetor y com cada coordenada

trocada pelo seu conjugado), e o vetor ¢ € obtido de ¢’
analogamente.

Ou seja, podemos usar a propria funcao FFT para calcular J
Lq a partir de .

Algoritmos — p. 13



Aplicacoes de FFT
-

#» Processamento de imagens
s Suavizacao da imagem
s remocéao de ruido
» destaque de contornos



Aplicacoes de FFT
=

#» Processamento de imagens
s Suavizacao da imagem
s remocéao de ruido
» destaque de contornos

#» Musica
s equalizadores
o reconhecimento de notas

o |
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Aplicacoes de FFT
-

#» Processamento de imagens
s Suavizacao da imagem
s remocéao de ruido
» destaque de contornos

#» Musica
s equalizadores
o reconhecimento de notas

L # Combinacao de histogramas J
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