Analise de Algoritmos

Estes slides sao adaptacoes de slides

do Prof. Paulo Feofiloff e do Prof. José Coelho de Pina.
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Aula 3

Transformada rapida de Fourier

Secs 30.1 e 30.2do CLRS e 5.6 do KT.



Produto de polinomios

-

Problema: Dados dois polinomios
a(z) =ap+arx+---+a, 12" e
b(x) = by + bz + -+ by_12" L,

calcular o polinbmio p(z) = a(x) - b(x).
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Produto de polinomios

-

Problema: Dados dois polinomios
a(z) =ap+arx+---+a, 12" e
b(x) = by + bz + -+ by_12" L,

calcular o polinbmio p(z) = a(x) - b(x).

Lembre-se que
p(z) = a(z) - b(x) = co +c1x + - - + cop_22?" 2, Onde

c. = aobp +a1bp_1 + -+ apbo,

parak=0,1,...,2n — 2.
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Produto de polinomios

-

Problema: Dados dois polinomios
a(x) =ap+ax+-+a, 12" e
b(x) = by + bz + -+ by_12" L,

calcular o polinbmio p(z) = a(x) - b(x).

Lembre-se que
p(z) = a(z) - b(x) = co +c1x + - - + cop_22?" 2, Onde
cp = Gobg + arbg—1 + -+ + agbo,

parak=0,1,...,2n — 2.

O vetor ¢ € a convolucao de a e b,
Las vezes denotada por a ® b. J
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Produto de polinomios

De novo ha um algoritmo O(n?) 6bvio para calcular p(x),
ou seja, para calcular ¢y, cq, ..., cop_9.
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Queremos algo melhor!
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Produto de polinomios

De novo ha um algoritmo O(n?) 6bvio para calcular p(x),
ou seja, para calcular ¢y, cq, ..., cop_9.

Queremos algo melhor! Queremos um algoritmo O(nlgn)!

Qual é a ideia do algoritmo?

Dados n pares (I()a yO)a RN (wn—la yn—l);
existe um unico polinbmio ¢(x) de grau menor que n
tal que ¢(x;) =y; para:=0,...,n — 1.
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Produto de polinomios

De novo ha um algoritmo O(n?) 6bvio para calcular p(x),
ou seja, para calcular ¢y, cq, ..., cop_9.

Queremos algo melhor! Queremos um algoritmo O(nlgn)!

Qual é a ideia do algoritmo?

Dados n pares (ZE(), y0)7 RN ('CCn—h yn—l);
existe um unico polinbmio ¢(x) de grau menor que n
tal que ¢(x;) =y; para:=0,...,n — 1.

Prova na aula...
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Produto de polinomios

De novo ha um algoritmo O(n?) 6bvio para calcular p(x),
ou seja, para calcular ¢y, cq, ..., cop_9.

Queremos algo melhor! Queremos um algoritmo O(nlgn)!

Qual é a ideia do algoritmo?

Dados n pares (ZE()a y0)7 RN (xn—h yn—l);
existe um unico polinbmio ¢(x) de grau menor que n
tal que ¢(x;) =y; para:=0,...,n — 1.

Prova na aula...

Representacoes alternativas de polinomios de grau n — 1:
#® seus n coeficientes, ou
\_ #® seu valor em n pontos distintos. J
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ldeia do algoritmo O(nlgn)

- N

#® Obter pares

ntrada: a = (ag,...,ap—1) € b= (bg,...,bp—1).

(ZC(), y8)7 IR (33277,—27 ygn—Q) e (ZC(), y8)7 IR (33277,—27 ygn—Q)

onde z; # x; para: # j, €
Yi = a(x;) eyf:b(a:@') para: =0,...,2n — 2.



ldeia do algoritmo O(nlgn)

- N

#® Obter pares

ntrada: a = (ag,...,ap—1) € b= (bg,...,bp—1).

(ZC(), y(c)l)a IR (332?7,—27 ygn—Q) e (ZC(), y8)7 IR (332?7,—27 ygn—Q)

onde z; # x; para: # j, €
Yi = a(x;) eyf;’zb(a:@') para: =0,...,2n — 2.

® Obter pares (ZC(), QO)a R (x2n—27 QQn—Q)
onde ¢; = 3¢ -y’ parai =0,...,2n — 2.
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ldeia do algoritmo O(nlgn)

-

Entrada: a = (CLQ, Ca ,an_l) eb= (b(), Cee bn—l)-

-

#® Obter pares

(ZC(), y(c)l)a IR (332??,—27 ygn—Q) e (ZC(), y8)7 IR (332??,—27 ygn—Q)

onde z; # x; para: # j, €
Yi = a(x;) eyi?:b(a:@') para: =0,...,2n — 2.

® Obter pares (ZC(), QO)a R (xQn—Qa QQn—Q)
onde ¢; = 3¢ -y’ parai =0,...,2n — 2.

# Determinar ¢(z) tal que ¢(z;) = ¢; parai=0,...,2n — 2.
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Algoritmos — p. 5



ldeia do algoritmo O(nlgn)

- N

#® Obter pares

ntrada: a = (ag,...,ap—1) € b= (bg,...,bp—1).

(ZC(), y8)7 IR (33277,—27 ygn—Q) e (ZC(), y8)7 IR (33277,—27 ygn—Q)

onde z; # x; para: # j, €
Yi = a(x;) eyfzb(wi) para: =0,...,2n — 2.

o Obter pares (ZC(), QO)a R (xQn—Qa QQn—2)
onde ¢; = 3¢ -y’ parai =0,...,2n — 2.

#® Determinar ¢(x) tal que ¢(x;) = ¢; parat=0,...,2n — 2.

LO passo do meio consome tempo O(n) trivialmente. J
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ldeia do algoritmo O(nlgn)

- N

Dado a = (ao, .. ., Up—1),
como calcular o valor de ¢ em 2n — 1 pontos em O(nlgn)?
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ldeia do algoritmo O(nlgn)

- N

Dado a = (ag,...,an-1),
como calcular o valor de ¢ em 2n — 1 pontos em O(nlgn)?

Dado z, quanto tempo levamos para calcular a(z)? ©(n).

Entao se escolhermos zy, ..., x9,—9 arbitrariamente,
levaremos tempo ©(n?) nesta etapa.
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ldeia do algoritmo O(nlgn)
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Dado a = (ag,...,an-1),
como calcular o valor de ¢ em 2n — 1 pontos em O(nlgn)?

Dado z, quanto tempo levamos para calcular a(x)? O(n).

Entao se escolhermos zy, ..., x9,—9 arbitrariamente,
levaremos tempo ©(n?) nesta etapa.

Que pontos escolher entao?
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ldeia do algoritmo O(nlgn)

- N

Dado a = (ag,...,an-1),
como calcular o valor de ¢ em 2n — 1 pontos em O(nlgn)?

Dado z, quanto tempo levamos para calcular a(x)? O(n).

Entao se escolhermos zy, ..., x9,—9 arbitrariamente,
levaremos tempo ©(n?) nesta etapa.

Que pontos escolher entao?

Pontos muito especiais... as raizes da unidade!
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ldeia do algoritmo O(nlgn)

- N

Dado a = (ag,...,an-1),
como calcular o valor de ¢ em 2n — 1 pontos em O(nlgn)?

Dado z, quanto tempo levamos para calcular a(x)? O(n).

Entao se escolhermos zy, ..., x9,—9 arbitrariamente,
levaremos tempo ©(n?) nesta etapa.

Que pontos escolher entao?
Pontos muito especiais... as raizes da unidade!

Quem sao estas??

o |
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Raizes da unidade

-

Sao definidas para cada n.
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Raizes da unidade

-

Sao definidas para cada n.

-

As raizes n-esimas da unidade sao as raizes da equacao
' = 1.

(Sao numeros complexos! Lembra deles?)
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Raizes da unidade

-

Sao definidas para cada n.

-

As raizes n-esimas da unidade sao as raizes da equacao
' = 1.
(Sao numeros complexos! Lembra deles?)

Existem exatamente n raizes da unidade.
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Raizes da unidade
-

Sao definidas para cada n.

-

As raizes n-esimas da unidade sao as raizes da equacao
"~ = 1.

(Sao numeros complexos! Lembra deles?)

Existem exatamente n raizes da unidade.

Sejaw, = e¥™/" = cos(27/n) + isen(27/n).

Raizes n-ésimas da unidade: parak =0,1,...,n — 1,

k  2mwki/n
s

o |

Algoritmos —p. 7

W



Raizes da unidade

-

Para n = 8 temos
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p

eTi/4
eTi/2
637T7j/4
Tl
bmi/4
3mi/2
Tmi/4

A a© o O

Raizes da unidade

ara n = 8 temos

| | | |
)

Wy wg
Wy Wy
: w5 wg
cos(m/4) + isen(m/4) W8
cos(m/2) +isen(w/2) = i
cos(3m/4) + i sen(3m/4)

(

(

(

os(m) +isen(w) = —1
cos(Hm/4) + 1 sen(bw/4)
cos(3m/2) +isen(3w/2) = —
cos(7m/4) + i sen(7mw/4)
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Transformada discreta de Fourier

. N

Seja w,, = 2™/,
Raizes n-ésimas da unidade: parak =0,1,...,n — 1,

k _ 627‘(’]‘%/%.

Wn

Dado um vetor a = (ag,ay,...,an,—1), representando os
coeficientes de um polinomio que denotamos por a(z), a
transformada discreta de Fourier (DFT) de ordem n de a €

0 vetor y = (yo,y1, ..., yn—1) ONde yj, = a(wk) para
k=0,1,....,n—1.

Objetivo: programa que, dado um vetor a = (ag, .. ., Gp—1),
Ldetermina a sua DFT de ordem n em tempo ©(nlgn). J
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Voltando ao produto de polinomios...

fLembre-se... queremos... T
#® Obter pares

(3307 ?J(C)L)a R (xQn—Qa ygn—Q) e (ZC(), y8)7 R (332??,—27 ygn—Q)
onde z; # x; parai # j, €

yfza(ﬂfi)eyfzb(aﬁi) para: =0,...,2n — 2.

# Obter pares (z9,q0),- -, (T2n—2, @2n—2)
onde ¢; = 3¢ -y’ parai =0,...,2n — 2.

# Determinar ¢(x) tal que g(x;) = ¢; para:=0,...,2n — 2.

o |
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Voltando ao produto de polinomios...

fLembre-se... queremos... T

#® Obter pares
(3307 y8)7 R (xQn—Qa ygn—Q) e (ZC(), y8)7 R (372??,—27 ygn—Q)
onde z; # x; parai # j, €
gt = a(z;) ey = b(x;) parai=0,...,2n — 2.

# Obter pares (z9,q0),- -, (T2n—2, @2n—2)

onde ¢; = 3¢ -y’ parai =0,...,2n — 2.
# Determinar ¢(x) tal que g(x;) = ¢; para:=0,...,2n — 2.
Primeira etapa:

dados vetores a = (ag,...,an—1) € b = (by,...,bp—1),
estendemos tais vetores adicionando n zeros em cada um,

obtendo a = (ag, ...,a2,—1) € b= (by, ..., ban—1),
Le calculamos DFTy,(a) € DFTa,(b). J
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Transformada rapida de Fourier

-

Como calcular a DFTg,(a) em tempo O(nlgn)?

-

Algoritmos — p. 12



Transformada rapida de Fourier

-

Como calcular a DFTg,(a) em tempo O(nlgn)?

-

Por divisao e conquista!
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Transformada rapida de Fourier

-

Como calcular a DFTg,(a) em tempo O(nlgn)?

-

Por divisao e conquista!

Considere a"(z) = ag + asx + agx? + - - + ag,_22" 1 €
a'(z) = a1 + asr + asx® + -+ - + agp_12™ L.



Transformada rapida de Fourier

-

Como calcular a DFTg,(a) em tempo O(nlgn)?

-

Por divisao e conquista!

Considere a"(z) = ag + asx + agx? + - - + ag,_22" 1 €
a'(z) = a1 + asr + asx® + -+ - + agp_12™ L.

Observe que a(z) = a’(2?) + za' (z?).



Transformada rapida de Fourier

-

Como calcular a DFTg,(a) em tempo O(nlgn)?
Por divisao e conquista!

Considere a"(z) = ag + asx + agx? + - - + ag,_22" 1 €
a'(z) = a1 + asr + asx® + -+ - + agp_12™ L.

Observe que a(z) = a’(2?) + za' (z?).

Com isso, calcular a(wy ) parak =0,...,2n —1
reduz-se a calcular " e o' em (W5 )2 parak =0,...,2n — 1.

o |
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Transformada rapida de Fourier

-

Como calcular a DFTg,(a) em tempo O(nlgn)?
Por divisao e conquista!

Considere a"(z) = ag + asx + agx? + - - + ag,_22" 1 €
a'(z) = a1 + asr + asx® + -+ - + agp_12™ L.
Observe que a(z) = a’(2?) + za' (z?).

Com isso, calcular a(wy ) parak =0,...,2n —1
reduz-se a calcular " e o' em (W5 )2 parak =0,...,2n — 1.

Beleza das raizes da unidade: os quadrados das raizes de
ordem 2n sao exatamente as raizes de ordem n!
LCada raiz de ordem n aparece duas vezes. J
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Raizes da unidade

-

Propriedades:

k k
o (W2;n)2 = W%S'W%Z = W%ﬁ = (Wzn)Q
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Raizes da unidade
b

ropriedades:

k+n\2 2k 2n 2k __ k \2
» (w2n ) = Wop "Wy, = Wy, = (w2n)
P W%ﬁ — 2mi(2k)/(2n) _ 2mik/n _ wﬁi



Raizes da unidade

b

ropriedades:

k4+n\2 __ 2k 2n  __ _
» (w2n ) = Wop "Wy, = Wy, =

— p2mik/n

P W%ﬁ — 2mi(2k)/(2n)
k+n k
» Wop = —Wop

2k

(

k

Won

= W

k

n

)2

|
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Raizes da unidade
b

ropriedades:

k4+n\2 _ 2k 2n 2k __ k \2
» (an ) = Wop "Wy, = Wy, = (an)
P W%ﬁ — 2mi(2k)/(2n) _ 2mik/n _ wﬁi
k+n k
o Wop = —Wop

Algoritmo de divisdo e conquista para calcular DFTy,,(a):

Divisdo: Dado a = (ay, ..., a2,_1), calcular o’ e a'.

o |
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Raizes da unidade
b

ropriedades:

k4+n\2 _ 2k on _ 2k __ k \2
» (w2n ) = Wop "Wy, = Wy, = (w2n)
P W%ﬁ — 2mi(2k)/(2n) _ 2mik/n _ wﬁi
k+n k
o Wop = —Wop

Algoritmo de divisdo e conquista para calcular DFTy,,(a):

Divisdo: Dado a = (ay, ..., a2,_1), calcular o’ e a'.

Conquista: Recursivamente calcular ¢’ = DFT,(a") e
y! = DFT,(a').

o

|
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Raizes da unidade
fPropriedades: T

k4+n\2 _ 2k on _ 2k __ k \2
» (w2n ) = Wop "Wy, = Wy, = (w2n)
P W%ﬁ — 2mi(2k)/(2n) _ 2mik/n _ wﬁi
k+n k
o Wop = —Wop

Algoritmo de divisdo e conquista para calcular DFTy,,(a):
Divisdo: Dado a = (ay, ..., a2,_1), calcular o’ e a'.

Conquista: Recursivamente calcular ¢’ = DFT,(a") e
y! = DFT,(a').

Combinacéo: Para k =0,...,n — 1, calcular y; = v} + w’gny,i
~ eparak=n,...,2n— 1, calcular y, = y9_ +wh yi_ . o
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Transformada rapida de Fourier

©OO\IO)0'I-I>OONH-|D-|
_l

ol
= O

=
W N

(a,n)
sen=1
entao devolva «
a’ — (ag,as,...,an_2)
al «— (a1,as3,...,an_1)
y «— DFT (a’,n/2)
yt «— DFT (a!,n/2)
Wy — e2mi /1
w <+ 1
para £ — 0 até n/2 — 1 faca
Yk < Yy + wyp,
Uktn/2 < Yp — WY
W — W Wy,
devolva y

> n € uma poténcia de 2

|
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Consumo de tempo

- N

O consumo de tempo do algoritmo é dado pela recorréncia

T(n)=2T(n/2)+ O(n).

Portanto € O(nlgn).
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