Analise de Algoritmos

Parte destes slides sdo adaptacoes de slides

do Prof. Paulo Feofiloff e do Prof. José Coelho de Pina.
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Analise do Union-Find

CLRS cap 21
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Colecao de conjuntos disjuntos

-

Queremos uma ED boa para representar uma particao de
um conjunto, e as seguintes operacoes sobre a particao:

-



Colecao de conjuntos disjuntos

fQueremos uma ED boa para representar uma particao de T
um conjunto, e as seguintes operacoes sobre a particao:

® MAKESET(z): Cria um conjunto unitario com o
elemento z;

® Finp(z): devolve o identificador do conjunto da particao
gue contém z;

® UnioN(x,y): substitui os conjuntos da particao que
contém z e y pela uniao deles.
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Colecao de conjuntos disjuntos

fQueremos uma ED boa para representar uma particao de T
um conjunto, e as seguintes operacoes sobre a particao:

® MAKESET(z): Cria um conjunto unitario com o
elemento z;

® Finp(z): devolve o identificador do conjunto da particao
gue contém z;

® UnioN(x,y): substitui os conjuntos da particao que
contém z e y pela uniao deles.

O identificador de um conjunto € um elemento do conjunto:
0 Seu representante.

o |
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Colecao de conjuntos disjuntos

fQueremos uma ED boa para representar uma particao de T
um conjunto, e as seguintes operacoes sobre a particao:

® MAKESET(z): Cria um conjunto unitario com o
elemento z;

® Finp(z): devolve o identificador do conjunto da particao
gue contém z;

® UnioN(x,y): substitui os conjuntos da particao que
contém z e y pela uniao deles.

O identificador de um conjunto € um elemento do conjunto:
0 Seu representante.

Como podemos armazenar cada conjunto da particao?

o |
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Implementacao 1 do union-find

- N

Make-Set (x)

1 pailx| —x
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Implementacao 1 do union-find

- N

Make-Set (x)
1 pailx| —x

Find (x)

l r—=x

2 enquanto pailr] # r faca
3 r «— pailr]

4 devolva r

Algoritmos —p. 4



Implementacao 1 do union-find

-

Make-Set (x)

1 pailx| —x

Find (x)

1l r«—=x

2 enquanto pailr] # r faca
3 r «— pailr]

4 devolva r

Union (z,y) > x € y representantes distintos
1  paly] «— =z
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Implementacao 1 do union-find

-

Make-Set (x)

1 pailx| —x

Find (x)

1l r«—=x

2 enquanto pailr] # r faca
3 r «— pailr]

4 devolva r

Union (z,y) > x € y representantes distintos
1  paly] «— =z

Consumo de tempo: do Find pode ser muito ruim... O(n).
Temos que fazer melhor...

o |
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Implementacao 2

fHeurl’stica dos tamanhos T
Make-Set (x)

1  pailz] «— x
2 rank|z] < 0
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Implementacao 2

fHeurl’stica dos tamanhos T
Make-Set (x)

1 pailz] =z
2 rank|z] < 0

Find (x): 0 mesmo de antes
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Implementacao 2

fHeurl’stica dos tamanhos T
Make-Set (x)

1  pailz] «— x
2 rank|z] < 0

Find (x): 0 mesmo de antes

Union (z,y) > r e y representantes distintos
1 se rank|z] > rank|y]

2 entao paily| «— x

3 se rank|z] = rank|y|

4 entao rank|z] < rank|x| + 1

5 Senao paijz| « y
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Implementacao 2

fHeurl’stica dos tamanhos T
Make-Set (x)

1  pailz] «— x
2 rank|z] < 0

Find (x): 0 mesmo de antes

Union (z,y) > r e y representantes distintos
1 se rank|z] > rank|y]

2 entao paily| «— x

3 se rank|z] = rank|y|

4 entao rank|z] < rank|x| + 1

5 Senao paijz| « y

Consumo de tempo: melhor... ©(Ign).
Da para fazer melhor ainda! J
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Implementacao 3

fHeurl’stica da compressao dos caminhos T

Find (x)

1 if pailz] £

2 entdo pai[z] < Find (pai[z])
3 devolva pailz]

Algoritmos — p. 6



Implementacao 3

fHeurl’stica da compressao dos caminhos T

Find (z)

1 if pailzx] # x
2 entdo pai[z] < Find (pai[z])
3 devolva pailz]

Consumo amortizado de tempo de cada operacao:
O(lg" n),

onde Ig* n € 0 numero de vezes que temos que aplicar o Ig
até atingir um niumero menor ou igual a 1.

o |
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Implementacao 3

fHeurl’stica da compressao dos caminhos T

Find (z)

1 if pailzx] # x
2 entdo pai[z] < Find (pai[z])
3 devolva pailz]

Consumo amortizado de tempo de cada operacao:
O(lg" n),

onde Ig* n € 0 numero de vezes que temos que aplicar o Ig
até atingir um niumero menor ou igual a 1.

Na verdade, € melhor do que isso,
Le ha uma analise justa, conforme discutido em aula. J
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Union-Find

Make-Set (x)
1 pailx| —x
2 rank|z] < 0

Find (x)

1 if pailx| # x

2 entao paijz] <« Find (pailz])

3 devolva pai|x]

Union (z,y) > r e y representantes distintos
1 se rank|x] > rank|y]

2 entao paily| «— x

3 se rank|x] = rank|y]

4 entdo rank|x] « rank|x]| + 1

5

senao pailr] «— vy J
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Union-Find

Union (z, y)

1 2« Find (z)

2 y < Find (y)

3 sex #£y

4 entdo Link (2/,y")

Link (x,y) > x € y representantes distintos
1 se rank[z] > rank|y]

2 entao paily] «— x

3 se rank|x| = rank|y]

4 entao rank|z| < rank|x| + 1
5 sSenao paijz| « y
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Analise

-

Dada sequéncia de MAKESET, FINDSET € UNION,
converta-a em uma sequéncia de MAKESET, FINDSET € LINK.

-

o |
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Analise

-

Dada sequéncia de MAKESET, FINDSET € UNION,
converta-a em uma sequéncia de MAKESET, FINDSET € LINK.

-

Sequéncia de m operacO0es MAKESET, FINDSET € LINK
das quais n SA0 MAKESET.

o |
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Analise

. N

Dada sequéncia de MAKESET, FINDSET € UNION,
converta-a em uma sequéncia de MAKESET, FINDSET € LINK.

Sequéncia de m operacO0es MAKESET, FINDSET € LINK
das quais n SA0 MAKESET.

Custo amortizado de cada operacao: O(lg* n).

o |
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Analise

. N

Dada sequéncia de MAKESET, FINDSET € UNION,
converta-a em uma sequéncia de MAKESET, FINDSET € LINK.

Sequéncia de m operacO0es MAKESET, FINDSET € LINK
das quais n SA0 MAKESET.

Custo amortizado de cada operacao: O(lg* n).

Seja lg(l) r = lgux.
Para i > 2, seja lg\”) z = 1g(1g""~Y 1).

o |
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Analise

. N

Dada sequéncia de MAKESET, FINDSET € UNION,
converta-a em uma sequéncia de MAKESET, FINDSET € LINK.

Sequéncia de m operacO0es MAKESET, FINDSET € LINK
das quais n SA0 MAKESET.

Custo amortizado de cada operacao: O(lg* n).

Seja lg(l) r = lgux.
Para i > 2, seja lg\”) z = 1g(1g""~Y 1).

A funcao lg* n é definida da seguinte maneira:

L lg*n = min{i : lg¥n < 1}. J
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Analise: a funcao potencial

-

Para cada no = da floresta, o grupo de x € o conjunto

G(z) = {y : 1g*(rankly]) = lg"(rank(z])}.

-
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Analise: a funcao potencial

-

Para cada no = da floresta, o grupo de x € o conjunto

G(z) = {y : 1g*(rankly]) = lg"(rank(z])}.

-

Funcao potencial:

o = |{z : G(z) = G(pailz])}]
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Analise: a funcao potencial

-

Para cada no = da floresta, o grupo de x € o conjunto

G(z) = {y : 1g*(rankly]) = lg"(rank(z])}.

-

Funcao potencial:

¢ = |{zr : G(x) = G(pailzr])}

® > 0 e o valor inicial &5 = 0.
(nao had nenhum conjunto na colecao inicialmente)

N -



Analise: a funcao potencial

- N

ara cada no z da floresta, o grupo de = € o conjunto

G(z) = {y : 1g*(rankly]) = lg"(rank(z])}.

Funcao potencial:

o = |{z : G(z) = G(pailz])}]

® > 0 e o valor inicial &5 = 0.
(nao had nenhum conjunto na colecao inicialmente)

®,: funcao potencial depois da operacao
L®a: funcao potencial antes da operacao



Analise: a funcao potencial

 G(a) = {y ¢ 1g"(rankly]) = Ig" (rank[z])} -
Funcéo potencial: @ = |{z : G(z) = G(pailz])}|

d,: funcao potencial depois da operacao
d,: funcao potencial antes da operacao
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Analise: a funcao potencial

 Gla) = {y : lg"(rankly]) = lg” (rankle])} -
Funcéo potencial: @ = |{z : G(z) = G(pailz])}|
d,: funcao potencial depois da operacao
d,: funcao potencial antes da operacao

O custo amortizado de cada operacéao é:
® MAKESET(z): ¢ = ¢+ Py—P, = 141 = 2.



Analise: a funcao potencial

 G(a) = {y ¢ 1g"(rankly]) = Ig" (rank[z])} -
Funcéo potencial: @ = |{z : G(z) = G(pailz])}|

d,: funcao potencial depois da operacao
d,: funcao potencial antes da operacao

O custo amortizado de cada operacéao é:
® MAKESET(z): ¢ = ¢+ Py—P, = 141 = 2.
® LNK(z,y): ¢ = c+DPy—P, < 1.



Analise: a funcao potencial

 Glr) = {y : lg"(rank[y]) = lg” (rank[z])}
Funcéo potencial: & = |{z : G(z) = G(pailz])}|
. funcao potencial depois da operacao
d,: funcao potencial antes da operacao

O custo amortizado de cada operacéao é:

® MAKESET(z): ¢ = ¢+ Py—P, = 141 = 2.
® LNK(z,y): ¢ = c+DPy—P, < 1.

De fato,c=1e &, — o, <0:

pai € alterado para no0 gque contava no potencial.

se no deixa de contar, ; — &, = —1, se continua contando, &; — &, = 0.

o

|
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Analise: a funcao potencial

 G(a) = {y ¢ 1g"(rankly]) = Ig" (rank[z])} -
Funcéo potencial: & = |{z : G(z) = G(pailz])}|

d,: funcao potencial depois da operacao
d,: funcao potencial antes da operacao

O custo amortizado de cada operacéao é:
® MAKESET(z): ¢ = ¢+ Py—P, = 141 = 2.
® LNK(z,y): ¢ = c+DPy—P, < 1.

De fato,c=1e &, — o, <0:

pai € alterado para no0 gque contava no potencial.
se no deixa de contar, ; — &, = —1, se continua contando, &; — &, = 0.

Llncremento de rank|y| pode fazer o potencial diminuir. J
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Analise doFINDSET ()

2 = FINDSET(x)
k = comprimento do caminho P de x a =



Analise doFINDSET ()

2 = FINDSET(x)
k = comprimento do caminho P de x a =

Entaoc=%k e ¢ = k+ d,; — 0,.



Analise doFINDSET ()

-

2 = FINDSET(x)
k = comprimento do caminho P de x a =

AN

Entaoc=%k e ¢ = k+ d,; — 0,.

Quanto vale ¢; — ¢,7?



Analise doFINDSET(x)

-

2 = FINDSET(x)
k = comprimento do caminho P de x a =

Entaoc=%k e ¢ = k+ d,; — 0,.
Quanto vale ¢; — ¢,7?

Particao das arestas da floresta:
para cada vertice u, a aresta entre u € pailu] €

o |
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Analise doFINDSET(x)

-

2 = FINDSET(x)
k = comprimento do caminho P de x a =

Entaoc=%k e ¢ = k+ d,; — 0,.
Quanto vale ¢; — ¢,7?

Particao das arestas da floresta:
para cada vertice u, a aresta entre u € pailu] €

o vermelha se G(paiju]) = G(u) = G(r),
onde » é a raiz da arvore em gue u Se encontra.

® azul se G(pailul) # G(u).
o se G(pailu|) = G(u) # G(r).

o |
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Analise doFINDSET(x)

~ z=rpseT(z) k =comprimento do caminho Pdexza: |
c = k+d,;,— D,.

Particao das arestas da floresta:
para cada vertice u, a aresta entre u € pailu] €

o vermelha se G(paiju]) = G(u) = G(r),
onde r é a raiz da arvore em gue u Se encontra.

® azul se G(pailul) # G(u).
® amarela se G(pailu]) = G(u) # G(r).

o |
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Analise doFINDSET(x)

~ z=rpseT(z) k =comprimento do caminho Pdexza: |
c = k+d,;,— D,.

Particao das arestas da floresta:
para cada vertice u, a aresta entre u € pailu] €

o vermelha se G(paiju]) = G(u) = G(r),
onde r é a raiz da arvore em gue u Se encontra.

® azul se G(pailul) # G(u).
o se G(pailu]) = G(u) # G(r).

Ao final de FinDseT(x), NOS de P tém z como pai.

o |
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Analise doFINDSET ()

~ z=rpseT(z) k =comprimento do caminho Pdexza: |
c = k+d,;,— D,.
Particao das arestas da floresta:

para cada vertice u, a aresta entre u € pailu] €

o vermelha se G(paiju]) = G(u) = G(r),
onde r é a raiz da arvore em gue u Se encontra.

® azul se G(pailul) # G(u).

o se G(pailu]) = G(u) # G(r).

Ao final de FinDseT(x), NOS de P tém z como pai.

® decresce do numero de em P.

o |

Algoritmos — p. 13



Analise doFINDSET ()

~ z=rpseT(z) k =comprimento do caminho Pdexza: |
c = k+d,;,— D,.

Particao das arestas da floresta:
para cada vertice u, a aresta entre u € pailu] €

o vermelha se G(paiju]) = G(u) = G(r),
onde r é a raiz da arvore em gue u Se encontra.

® azul se G(pailul) # G(u).
o se G(pailu]) = G(u) # G(r).

Ao final de FinDseT(x), NOS de P tém z como pai.
® decresce do numero de em P.

LEntéo ¢ = v+ a, onde v € o numero de arestas vermelhas e
a € 0 numero de arestas azuis em P.
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Analise doFINDSET ()

-

rank cresce estritamente ao subimos nas arvores.



Analise doFINDSET ()

-

rank cresce estritamente ao subimos nas arvores.

Aresta azul: passamos de um grupo para outro.

o |
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Analise doFINDSET ()

-

rank cresce estritamente ao subimos nas arvores.
Aresta azul: passamos de um grupo para outro.

NUmero de arestas azuis no caminho de qualquer né a uma
raiz € no maximo o numero de grupos, que é < 1+ lg* n.

o |
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Analise doFINDSET ()

-

rank cresce estritamente ao subimos nas arvores.
Aresta azul: passamos de um grupo para outro.

NUmero de arestas azuis no caminho de qualquer né a uma
raiz € no maximo o numero de grupos, que é < 1+ lg* n.

rank assume valores entre 0 e lgn,
assim os grupos vao de 0 alg™(lgn) < Ig™ n.

o |
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Analise doFINDSET ()

-

rank cresce estritamente ao subimos nas arvores.
Aresta azul: passamos de um grupo para outro.

NUmero de arestas azuis no caminho de qualquer né a uma
raiz € no maximo o numero de grupos, que é < 1+ lg* n.

rank assume valores entre 0 e lgn,
assim os grupos vao de 0 alg™(lgn) < Ig™ n.

Ouseja,a<1+1g"n
e 0 custo amortizado do rinpseT fica

AN

¢ =v+a < v+1+1g"n.

o |
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O que falta?
|

¢;. custo amortizado da i-ésima operacao
¢;. custo amortizado da i-ésima operacao

Queremos mostrar que
m
éi — O(m lg* n)
1=1

o |
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O que falta?
|

¢;. custo amortizado da i-ésima operacao
¢;. custo amortizado da i-ésima operacao

Queremos mostrar que
m
éi — O(m lg* n)
1=1

Assim, o custo amortizado por operacéo é O(lg* n).

o |
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O que falta?
|

¢;. custo amortizado da i-ésima operacao
¢;. custo amortizado da i-ésima operacao

Queremos mostrar que
m
éi — O(m lg* n)
1=1
Assim, o custo amortizado por operacéo é O(lg* n).

Disso, ;"¢ = Y.t ¢+ P — Do,
onde ¢, & o potencial final da floresta.

o |
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O que falta?
|

¢;. custo amortizado da i-ésima operacao
¢;. custo amortizado da i-ésima operacao

Queremos mostrar que
m
Zé@ — O(mlg* n)
1=1
Assim, o custo amortizado por operacéo é O(lg* n).

Disso, ;"¢ = Y.t ¢+ P — Do,
onde ¢, & o potencial final da floresta.

LComo Pp=0e P, >0,temosque D> "¢ < >0 G

|
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Juntando tudo
fDas deducoOes anteriores, T

Do G < 2(m—f)+ f(1+1g"n) + >0 v,
onde f é o numero de operacOes FINDSET ha Sequéncia,

v; € 0 se a i-ésima operacao Nao € FINDSET €
é 0 numero de arestas vermelhas em P se € FINDSET(x).

o |
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Juntando tudo

fDas deducoOes anteriores, T
Do G < 2(m—f)+ f(1+1g"n) + >0 v,
onde f é o numero de operacOes FINDSET ha Sequéncia,

v; € 0 se a i-ésima operacao Nao € FINDSET €
é 0 numero de arestas vermelhas em P se € FINDSET(x).

Para > ", v;: se um u deixa de ser ponta inferior de aresta
vermelha, nao volta a ser ponta inferior de aresta vermelha.

o |
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Juntando tudo
fDas deducoOes anteriores, T

Do G < 2(m—f)+ f(1+1g"n) + >0 v,
onde f é o numero de operacOes FINDSET ha Sequéncia,

v; € 0 se a i-ésima operacao Nao € FINDSET €
é 0 numero de arestas vermelhas em P se € FINDSET(x).

Para > ", v;: se um u deixa de ser ponta inferior de aresta
vermelha, nao volta a ser ponta inferior de aresta vermelha.

Todos o0s nds de P, exceto os dois ultimos (a raiz e o filho
dela no caminho), ttm o campo pai alterado no rFINDSET.

o |
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Juntando tudo
fDas deducoOes anteriores, T

Doim1 G < 2(m— f)+ [ +1g"n) + 320 v,

onde f é o numero de operacOes FINDSET ha Sequéncia,
v; € 0 se a i-ésima operacao Nao € FINDSET €
é 0 numero de arestas vermelhas em P se € FINDSET(x).

Para > ", v;: se um u deixa de ser ponta inferior de aresta
vermelha, nao volta a ser ponta inferior de aresta vermelha.

Todos o0s nds de P, exceto os dois ultimos (a raiz e o filho
dela no caminho), ttm o campo pai alterado no rFINDSET.

Se 0 pai de um no é alterado, rank do seu pai aumenta pois

o |
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Juntando tudo
fDas deducoOes anteriores, T

Doim1 G < 2(m— f)+ [ +1g"n) + 320 v,

onde f é o numero de operacOes FINDSET ha Sequéncia,
v; € 0 se a i-ésima operacao Nao € FINDSET €
é 0 numero de arestas vermelhas em P se € FINDSET(x).

Para > ", v;: se um u deixa de ser ponta inferior de aresta
vermelha, nao volta a ser ponta inferior de aresta vermelha.

Todos o0s nds de P, exceto os dois ultimos (a raiz e o filho
dela no caminho), ttm o campo pai alterado no rFINDSET.

Se 0 pai de um no é alterado, rank do seu pai aumenta pois
rank cresce estritamente ao subirmos nas arvores.
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Juntando tudo

fy: ponta inferior de uma aresta vermelha T
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Juntando tudo

fy: ponta inferior de uma aresta vermelha T

Num FINDSET, O campo pai sofre alteracao para quantos y?

o |
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Juntando tudo

fy: ponta inferior de uma aresta vermelha T
Num FINDSET, O campo pai sofre alteracao para quantos y?

Sejat(s) =min{k € Z :1g" k > s} (tipo de inversa do lg" n).

o |
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Juntando tudo

fy: ponta inferior de uma aresta vermelha T
Num FINDSET, O campo pai sofre alteracao para quantos y?

Sejat(s) =min{k € Z :1g" k > s} (tipo de inversa do lg" n).
Se g =1g™(rank[y]), entdo < t(g+ 1) — t(g) < t(g + 1) vezes.

o |
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Juntando tudo

fy: ponta inferior de uma aresta vermelha T
Num FINDSET, O campo pai sofre alteracao para quantos y?

Sejat(s) =min{k € Z :1g" k > s} (tipo de inversa do lg" n).
Se g =1g™(rank[y]), entdo < t(g+ 1) — t(g) < t(g + 1) vezes.

m lg* n
> i < 2f+ ) Ky lg(rankly]) = g}t(g + 1).
i=1 9=0

o |
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Juntando tudo

fy: ponta inferior de uma aresta vermelha T
Num FINDSET, O campo pai sofre alteracao para quantos y?

Sejat(s) =min{k € Z :1g" k > s} (tipo de inversa do lg" n).
Se g =1g™(rank[y]), entdo < t(g+ 1) — t(g) < t(g + 1) vezes.

m lg* n
> i < 2f+ ) Ky lg(rankly]) = g}t(g + 1).
i=1 9=0

O 2f é pelos dois nos (a raiz e o filho dela no caminho).

o |
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Juntando tudo

fy: ponta inferior de uma aresta vermelha T
Num FINDSET, O campo pai sofre alteracao para quantos y?

Sejat(s) =min{k € Z :1g" k > s} (tipo de inversa do lg" n).
Se g =1g™(rank[y]), entdo < t(g+ 1) — t(g) < t(g + 1) vezes.

m lg* n
> i < 2f+ ) Ky lg(rankly]) = g}t(g + 1).
i=1 9=0

O 2f é pelos dois nos (a raiz e o filho dela no caminho).

O numero de noés y tais que rank|y] = r € N0 Maximo n/2".
(Uma subarvore com raiz de rank r tem pelo menos 2"
Ln(’)s.)
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Juntando tudo

- y: ponta inferior de uma aresta vermelha o
t(s) =min{k € Z :1g" k > s}  (tipo de inversa do 1g" n)
Se g = 1g™(rank[y]), entdo < t(g+ 1) —t(g) < t(g+ 1) vezes e

S v < 2f + % 0 {y g (rank[y]) = g}t(g + 1).

O numero de nods y tais que rank|y] = r € N0 Maximo n/2".
Além disso, t(g) = min{k € Z : 1g" k > g} < rankly].
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Juntando tudo

- y: ponta inferior de uma aresta vermelha o
t(s) =min{k € Z :1g" k > s}  (tipo de inversa do 1g" n)
Se g = 1g™(rank[y]), entdo < t(g+ 1) —t(g) < t(g+ 1) vezes e

S v < 2f + % 0 {y g (rank[y]) = g}t(g + 1).

O nUumero de nos y tais que rank[ | = r € no maximo n/2".
Além disso, t(g) = min{k € Z : 1g" k > g} < rankly].

{y :1g*(rankly]) = g} < > [y :rankly] =r}
r=t(g)

o |
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Juntando tudo

- y: ponta inferior de uma aresta vermelha o
t(s) =min{k € Z :1g" k > s}  (tipo de inversa do 1g" n)
Se g = 1g™(rank[y]), entdo < t(g+ 1) —t(g) < t(g+ 1) vezes e

S v < 2f + % 0 {y g (rank[y]) = g}t(g + 1).

O numero de nos y tais que rank|
Além disso, t(g) = min{k € Z : Ig”

r € N0 maximo n/2".
g} < rank[y].

| =
k>
{y :1g"(rankly]) = g}| < D  [{y:rankly] =r}

n
2

o |
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Juntando tudo

- y: ponta inferior de uma aresta vermelha o
t(s) =min{k € Z :1g" k > s}  (tipo de inversa do 1g" n)
Se g = 1g™(rank[y]), entdo < t(g+ 1) —t(g) < t(g+ 1) vezes e

S v < 2f + % 0 {y g (rank[y]) = g}t(g + 1).

O ndmero de nos y tais que rank[y] = r € N0 Maximo n/2".
Além disso, t(g) = min{k € Z : 1g" k > g} < rankly].

{y : 1g"(rank[y]) = g}| < Z {y : rank[y] = r}
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Juntando tudo

- y: ponta inferior de uma aresta vermelha o
t(s) =min{k € Z :1g" k > s}  (tipo de inversa do 1g" n)
Se g = 1g™(rank[y]), entdo < t(g+ 1) —t(g) < t(g+ 1) vezes e

S v < 2f + % 0 {y g (rank[y]) = g}t(g + 1).

O ndmero de nos y tais que rank[y] = r € N0 Maximo n/2".
Além disso, t(g) = min{k € Z : 1g" k > g} < rankly].

{y:lg"(rankly)) = g}| < ) y:rank[y] =1}

A
2|3
[

b

3‘:
]2
2| —

N _ N
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Conclusao

fPortanto concluimos que T

lg* n

vi < 2f+ > [{y g (rankly]) = g}|t(g + 1)
i=1 g=0

NE
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Conclusao

fPortanto concluimos que T

m lg* n

d i < 2f+ ) Hy:lgt(rank[y)) = g}Ht(g + 1)

1=1 g=0

Mas, t(g + 1) < 219, ou seja, 27", v; < 2f + 2n(1 +1g* n).

o |
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fPortanto concluimos que T

m lg* n

d i < 2f+ ) Hy:lgt(rank[y)) = g}Ht(g + 1)

1=1 g=0

Mas, t(g + 1) < 219, ou seja, 27", v; < 2f + 2n(1 +1g* n).

Entao
Sotie < 3¢ < 2mA42n+ f+2mlgtn = O(mlg®n).

o |
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Conclusao

fPortanto concluimos que T

m lg* n

d i < 2f+ ) Hy:lgt(rank[y)) = g}Ht(g + 1)

1=1 g=0

Mas, t(g + 1) < 219, ou seja, 27", v; < 2f + 2n(1 +1g* n).

Entao
Sotie < 3¢ < 2mA42n+ f+2mlgtn = O(mlg®n).

LLogo O custo amortizado por operagao é O(lg”™ n). J

Algoritmos — p. 19
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