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Teorema da Galeria de Arte
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Quantos guardas sao necessarios?
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Teorema da Galeria de Arte
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Quantos guardas sao necessarios? Quatro?
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Teorema de Chvatal

- N

Teorema da Galeria de Arte: Dado um poligono com n
vertices, existe uma maneira de dispormos no maximo
|n/3| guardas neste poligono de modo que cada ponto do
poligono seja coberto por pelo menos um guarda.
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Teorema de Chvatal

- N

Teorema da Galeria de Arte: Dado um poligono com n
vertices, existe uma maneira de dispormos no maximo
|n/3| guardas neste poligono de modo que cada ponto do
poligono seja coberto por pelo menos um guarda.
Primeira prova: Chvatal

Prova que veremos: Fisk

Ingredientes:
triangulacéo de poligonos e coloracao de grafos
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Triangulacao de poligonos

~ Uma triangulagéo de P é obtida adicionando-sea Pum |
conjunto maximal de diagonais de P que duas a duas nao
se cruzam.
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Triangulacao de poligonos

~ Uma triangulagéo de P é obtida adicionando-sea Pum |
conjunto maximal de diagonais de P que duas a duas nao
se cruzam.

Triangulacao: conjunto de triangulos que cobrem P e que
se intersectam apenas em veértices ou diagonais de P.
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Triangulacao de poligonos

~ Uma triangulagéo de P é obtida adicionando-sea Pum |

conjunto maximal de diagonais de P que duas a duas nao
se cruzam.

Triangulacao: conjunto de triangulos que cobrem P e que
se intersectam apenas em veértices ou diagonais de P.

Teorema 1 (Triangulacao): Todo poligono pode ser
particionado em triangulos atraves da inclusao de
Ldiagonais. J
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Coloracao de grafos

- |

Um grafo G = (V, E') tem uma k-coloracao (ou é k-colorivel)
se existe umafuncéoc: V — {1,...,k} tal que c(u) # c(v)
para toda aresta uv em E.
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-

Coloracao de grafos

-

Um grafo G = (V, E') tem uma k-coloracao (ou é k-colorivel)
se existe umafuncéoc: V — {1,...,k} tal que c(u) # c(v)
para toda aresta uv em E.

P: poligono T triangulacao de P

Gr = (V, ) grafo onde V s&o os vertices de P e
uwv € IV sse uwv estaem T

|
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Coloracao de grafos

-

Um grafo G = (V, E') tem uma k-coloracao (ou é k-colorivel)
se existe umafuncéoc: V — {1,...,k} tal que c(u) # c(v)
para toda aresta uv em E.

-

P: poligono T triangulacao de P

Gr = (V, F) grafo onde V sao os vértices de P e
w € F sse uwv estaem T

G € um grafo outerplanar
(planar com todos os vertices na face externa)

Teorema 2 (Coloracao de grafos de triangulacao). Seja G
0 grafo associado a triangulacao 7" de um poligono P.
Entao G tem uma 3-coloracéao.
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Coloracao de grafos

- N

Teorema 2 (Coloracao de grafos de triangulacao). Seja Gr
0 grafo associado a triangulacéo 7' de um poligono P.
Entao G tem uma 3-coloracéao.
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Teorema de Chvatal

fTeorema da Galeria de Arte: Dado um poligono com n T
vertices, existe uma maneira de dispormos no maximo
|n/3| guardas neste poligono de modo que cada ponto do
poligono seja coberto por pelo menos um guarda.
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Teorema de Chvatal

fTeorema da Galeria de Arte: Dado um poligono com n T
vertices, existe uma maneira de dispormos no maximo

|n/3| guardas neste poligono de modo que cada ponto do
poligono seja coberto por pelo menos um guarda.

Prova: Seja P um poligono com n vértices.
Pelo teorema 1, existe uma triangulacao 7' de P.
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Teorema de Chvatal

fTeorema da Galeria de Arte: Dado um poligono com n T
vertices, existe uma maneira de dispormos no maximo
|n/3| guardas neste poligono de modo que cada ponto do
poligono seja coberto por pelo menos um guarda.

Prova: Seja P um poligono com n vértices.
Pelo teorema 1, existe uma triangulacao 7' de P.

Pelo teorema 2, o grafo G, tem uma 3-coloracao.
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Teorema de Chvatal

fTeorema da Galeria de Arte: Dado um poligono com n T
vertices, existe uma maneira de dispormos no maximo
|n/3| guardas neste poligono de modo que cada ponto do
poligono seja coberto por pelo menos um guarda.

Prova: Seja P um poligono com n vértices.
Pelo teorema 1, existe uma triangulacao 7' de P.

Pelo teorema 2, o grafo G, tem uma 3-coloracao.

Se colocarmos um guarda em cada um dos vertices de G
de uma das cores, o0 poligono P esta coberto. Isso porque
todo triangulo de T tem um vértice de cada uma das trés
cores, e os triangulos de 7' cobrem P.
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Teorema de Chvatal

fTeorema da Galeria de Arte: Dado um poligono com n T
vertices, existe uma maneira de dispormos no maximo
|n/3| guardas neste poligono de modo que cada ponto do
poligono seja coberto por pelo menos um guarda.

Prova: Seja P um poligono com n vértices.
Pelo teorema 1, existe uma triangulacao 7' de P.

Pelo teorema 2, o grafo G, tem uma 3-coloracao.

Se colocarmos um guarda em cada um dos vertices de G
de uma das cores, o0 poligono P esta coberto. Isso porque
todo triangulo de T tem um vértice de cada uma das trés
cores, e os triangulos de 7' cobrem P.

Uma das cores é usada no maximo |n/3]| vezes na

coloracao.
- ©
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Teoria de triangulacao

- N

Lema: Todo poligono tem um vertice estritamente convexo.



Teoria de triangulacao

- N

Lema: Todo poligono tem um vertice estritamente convexo.
Prova: (Feita na aula.)
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Teoria de triangulacao

- N

Lema (Meister): Todo poligono com pelo menos 4 vertices
tem uma diagonal.



Teoria de triangulacao

- N

Lema (Meister): Todo poligono com pelo menos 4 vertices
tem uma diagonal.

Prova: (Feita na aula.)
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Teoria de triangulacao

- N

Teorema 1 (Triangulacao): Todo poligono com n vértices
pode ser particionado em n — 2 triangulos atraves da
Inclusao de n — 3 diagonais.
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Teoria de triangulacao
B -

Teorema 1 (Triangulacao): Todo poligono com n vértices

pode ser particionado em n — 2 triangulos atraves da
Inclusao de n — 3 diagonais.

Prova: (Feita na aula.)
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Teoria de triangulacao

- N

Teorema 1 (Triangulacao): Todo poligono com n vértices
pode ser particionado em n — 2 triangulos atraves da
Inclusao de n — 3 diagonais.
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Teoria de triangulacao

fTeorema 1 (Triangulacao): Todo poligono com n vertices T

pode ser particionado em n — 2 triangulos atraves da
Inclusao de n — 3 diagonais.

Lema extra (soma dos angulos): A soma dos angulos
iInternos de um poligono de n vértices € (n — 2).

o |

GeoComp 2011 — p.13/23



Teoria de triangulacao
B -

Teorema 1 (Triangulacao): Todo poligono com n vértices
pode ser particionado em n — 2 triangulos atraves da
Inclusao de n — 3 diagonais.

Lema extra (soma dos angulos): A soma dos angulos
iInternos de um poligono de n vértices € (n — 2).

Prova: Consequéncia direta do Teorema da Triangulacao.
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Orelhas de poligonos

- -

Trés vértices consecutivos u, v, w de um poligono P formam
uma orelha de P se uw € uma diagonal de P.



Orelhas de poligonos

- -

Trés vértices consecutivos u, v, w de um poligono P formam
uma orelha de P se uw € uma diagonal de P.

Duas orelhas nao se sobrepdem se seus interiores sao
disjuntos.
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Orelhas de poligonos

- -

Trés vértices consecutivos u, v, w de um poligono P formam
uma orelha de P se uw € uma diagonal de P.

Duas orelhas nao se sobrepdem se seus interiores sao
disjuntos.

Teorema (Meister’s Two Ears Theorem): Todo poligono com
Lpelo menos 4 vértices possui pelo menos duas orelhas. J
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Orelhas de poligonos

- -

Teorema (Meister’s Two Ears Theorem): Todo poligono com
pelo menos 4 vertices possui pelo menos duas orelhas.
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Orelhas de poligonos

- -

Teorema (Meister’s Two Ears Theorem): Todo poligono com
pelo menos 4 vertices possui pelo menos duas orelhas.

Segue do teorema abaixo.
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-

Orelhas de poligonos

-

Teorema (Meister’s Two Ears Theorem): Todo poligono com
pelo menos 4 vertices possui pelo menos duas orelhas.

Segue do teorema abaixo.

Teorema 3: Seja P um poligono com pelo menos 4 vértices
e T'uma triangulacao de P. Entao pelo menos dois
triangulos de 71" formam orelhas de P.

Prova: (Feita na aula.)
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Coloracao do grafo de triangulacao

- N

Teorema 2 (Coloracao de grafos de triangulacao). Seja Gr
0 grafo associado a triangulacéo 7' de um poligono P.
Entao G tem uma 3-coloracéao.
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Coloracao do grafo de triangulacao

- N

Teorema 2 (Coloracao de grafos de triangulacao). Seja Gr
0 grafo associado a triangulacéo 7' de um poligono P.
Entao G tem uma 3-coloracéao.

Prova: (Feita na aula.)
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Teste de diagonal

-

Como encontrar uma diagonal?

ooooooooooooooooooo



Teste de diagonal

-

Como encontrar uma diagonal?

Intersecao de segmentos: como decidir se
dois segmentos se intersectam ou nao?

o |

GeoComp 2011 — p.17/23



Teste de diagonal
B -

Como encontrar uma diagonal?

Intersecao de segmentos: como decidir se
como decidir se dois segmentos se intersectam ou nao?

Pertinéncia: como decidir se
um segmento esta dentro ou nao do poligono?
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Predicados geomeétricos

fESQUERDA((xl, Y1), (x2,12), (£3,73)) = VERDADE T
(22, y2)
O
(73,y3)
O
(1, y1)

ooooooooooooooooooo



Predicados geomeétricos

-

ESQUERDA(((Q&7 yl), ((ZL’Q, yg), (373, yg)) = FALSO

(22, y2)
O

(3, y3)

(z1,y1)

ooooooooooooooooooo



Predicados geomeétricos

- N

ESQUERDA((z1,41), (72, 12), (73,93))

ooooooooooooooooooo



Predicados geomeétricos

- N

ESQUERDA((x1,y1), (x2,v2), (x3,y3)): sinal do determinante

r1 y1 1
ro Yo 1
r3 yz 1

ooooooooooooooooooo



Predicados geomeétricos

- N

ESQUERDA((x1,y1), (x2,v2), (x3,y3)): sinal do determinante

r1 Y1 1
vy Yo 1| = (vo—21)(ys —y1) — (w3 — 21)(y2 — y1).
r3 yz 1

ooooooooooooooooooo



Predicados geomeétricos

-

L1 Y1
L2 Y2
L3 Y3

ESQUERDA((x1,y1), (x2,v2), (x3,y3)): sinal do determinante

1
1
1

-

= (22 —x1)(y3 —y1) — (w3 — 1) (y2 — Y1)-

O valor absoluto deste niUmero é duas vezes a area do
triangulo de extremos (x1,y1), (z2,y2) € (w3, y3).

(372792)

|
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Predicados geomeétricos

- N

ESQUERDA((z1,y1), (2,v2), (3,93))
1 se(xo—x1)(ys —y1) — (23 —x1)(y2 — y1) > 0
2 entao devolva VERDADE
4 senao devolva FALSO

ooooooooooooooooooo



Predicados geomeétricos

- N

ESQUERDA((z1,y1), (2,v2), (3,93))
1 se(xo—x1)(ys —y1) — (23 —x1)(y2 — y1) > 0
2 entao devolva VERDADE
4 senao devolva FALSO

ESQUERDA™ ((z1,11), (22, 42), (23, y3))
1 se(v2—21)(y3 —y1) — (r3 —21)(y2 —y1) >0
2 entao devolva VERDADE
4 senao devolva FALSO
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Predicados geomeétricos

- N

ESQUERDA((z1,y1), (2,v2), (3,93))
1 se(xo—x1)(ys —y1) — (23 —x1)(y2 — y1) > 0
2 entao devolva VERDADE
4 senao devolva FALSO

ESQUERDA™ ((z1,11), (22, 42), (23, y3))
1 se(v2—21)(y3 —y1) — (r3 —21)(y2 —y1) >0
2 entao devolva VERDADE
4 senao devolva FALSO

Podemos definir similarmente

DIREITA((21,y1), (22, 12), (3,3))
DIREITAT (21, 1), (2, y2), (23, 93))

LCOLlNEAR((xl,yl),(xz,yg),(fcg,yg)) o
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Intersecao de dois segmentos

- N

INTERSECTA!
Recebe dois segmentos e devolve VERDADE se 0S
segmentos se intersectam, e FALSO caso contrario.
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Intersecao de dois segmentos

- N

INTERSECTA!
Recebe dois segmentos e devolve VERDADE se 0S
segmentos se intersectam, e FALSO caso contrario.

Em geral, os extremos de cada segmento devem estar em
lados opostos do outro segmento, mas ha casos especiais.

NN

o |
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Intersecao de dois segmentos

- N

INTERSECTA!
Recebe dois segmentos e devolve VERDADE se 0S
segmentos se intersectam, e FALSO caso contrario.

Em geral, os extremos de cada segmento devem estar em
lados opostos do outro segmento, mas ha casos especiais.

NN

Hipotese de posicao geral.
nao ha trés vertices do poligono colineares.

o |

Neste caso, € facil detectar intersecédo de dois segmento

oComp 2011 p.21/23




Intersecao para pontos em posicao ger:

leTERSECTA((xlayl)a (z2,12), (£3,43), (T4,y4)) -
1 se ESQUERDA((xl,yl),(xz,yz),(xg,yg))
ESQUERDA((x1, 1), (22,12), (x4, 1))
e ESQUERDA((x3,43), (w4, y4), (x1,y1)) #
ESQUERDA((3,3), (24.y4), (12, 12))
2 entdo devolva VERDADE
3 senao devolva FALSO
A
4 + . ESQUERDA((1,2),(4,2),(2,1)) = FALSO
3 -+ ESQUERDA((1,2),(4,2),(3,4)) = VERDADE
2 + ESQUERDA((2,1),(3,4),(1,2)) = VERDADE
1+ ESQUERDA((2,1),(3,4), (4,2)) = FALSO
T s s e




Intersecao para pontos em posicao ger:

leTERSECTA((xlayl)a (z2,12), (£3,43), (T4,y4)) -
1 se ESQUERDA((xl,yl),(xz,yz),(xg,yg))
ESQUERDA((x1, 1), (22,12), (x4, 1))
e ESQUERDA((x3,43), (w4, y4), (x1,y1)) #
ESQUERDA((3,3), (24.y4), (12, 12))
2 entdo devolva VERDADE
3 senao devolva FALSO
A
4 + . ESQUERDA((1,2),(4,2),(2,1)) = FALSO
3 -+ ESQUERDA((1,2),(4,2),(3,4)) = VERDADE
2 + ESQUERDA((2,1),(3,4),(1,2)) = VERDADE
1+ ESQUERDA((2,1),(3,4), (4,2)) = FALSO
T s s e

L INTERSECTA((1,2),(4,2),(2,1),(3,4)) = VERDADE J



Intersecao para pontos em posicao ger:

fINTERSECTA((ZUla Y1), (r2,92), (£3,3), (4,Y4)) o
1 se ESQUERDA((x1,y1), (x2,12), (23,y3)) #
ESQUERDA((leayl)a (IQayQ)v (374794))
e ESQUERDA((23.43), (24, v4), (x1,y1)) #
ESQUERDA((23,y3), (24, y4), (z2,12))
2 entao devolva VERDADE
3 senao devolva FALSO
A
4 .
3 -+ ESQUERDA((3,4),(6,1),(1,2)) = FALSO
2 + o—>e ESQUERDA((3,4),(6,1),(4,2)) = FALSO
.l
I . . . . . . >
1 2 3 4 5 6




Intersecao para pontos em posicao ger:

leTERSECTA((xlayl)a (x2,92), (¥3,Y3), (24, y4)) o
1 se ESQUERDA((xl,yl),(xz,yz),(xs,ys))
ESQUERDA((x1, 1), (22,12), (x4, 1))
e ESQUERDA((x3,43), (w4, y4), (x1,y1)) #
ESQUERDA((23,y3), (24, y4), (z2,12))
2 entao devolva VERDADE
3 senao devolva FALSO
A
4 .
3 -+ ESQUERDA((3,4),(6,1),(1,2)) = FALSO
2 + o—>e ESQUERDA((3,4),(6,1),(4,2)) = FALSO
.l
I . . . . . I >
1 2 3 4 5 6

L INTERSECTA((1,2),(4,2),(3,4),(6,1)) = FALSO J



Algoritmos para triangulacao

-

Algoritmo super ingénuo: O(n?)

ooooooooooooooooooo



Algoritmos para triangulacao

-

Algoritmo super ingénuo: O(n?)

Algoritmo um pouco menos ingénuo:
O(n?), usando orelhas!

ooooooooooooooooooo



Algoritmos para triangulacao
Algoritmo super ingénuo: O(n?) T

Algoritmo um pouco menos ingénuo:
O(n?), usando orelhas!

Algoritmos mais rapidos:

#® O(nlgn), veremos em breve...
#® O(n), complicado... ndo estudaremos...
® O(nlg*n), mais simples e rapido na pratica
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