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Introducao
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Antiguidade:

® construcoes geometricas de Euclides
(régua e compasso)
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Introducao

-

Antiguidade:

® construcoes geometricas de Euclides
(régua e compasso)

#® problema de Apollonius (cerca de 200 aC)

Solucao de Euclides: 508 operacoes “elementares”
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Introducao

-

Antiguidade:

® construcoes geometricas de Euclides
(régua e compasso)

#® problema de Apollonius (cerca de 200 aC)

Solucao de Euclides: 508 operacoes “elementares”

LSoluc;éio de Lemoine (1902): menos de 200 operacoes J
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Modelo de computacao

- N

Algoritmo:
sequéncia finita de instrucdes que resolve um problema.
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Algoritmo:
sequéncia finita de instrucdes que resolve um problema.

Modelo de computacao: descricao abstrata de um
computador que sera usado para executar um algoritmo.
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Modelo de computacao

- N

Algoritmo:
sequéncia finita de instrucdes que resolve um problema.

Modelo de computacao: descricao abstrata de um
computador que sera usado para executar um algoritmo.

# operacOes elementares (aritméticas, comparacoes, etc)
# critério para medir consumo de tempo
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Modelo de computacao
=

Algoritmo: T
sequéncia finita de instrucdes que resolve um problema.

Modelo de computacao: descricao abstrata de um
computador que sera usado para executar um algoritmo.

# operacOes elementares (aritméticas, comparacoes, etc)
# critério para medir consumo de tempo

Compromisso entre realidade e tratabilidade matematica.
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Modelo de computacao

- N

Real RAM (real random access machine)
com custo uniforme:

# manipula nimeros reais arbitrarios
#® operacoes com reais custam 1 (mesmo raiz quadrada)
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Modelo de computacao

- N

Real RAM (real random access machine)
com custo uniforme:

# manipula nimeros reais arbitrarios
#® operacoes com reais custam 1 (mesmo raiz quadrada)

Andalise de algoritmos:

# notacao assintotica
® técnicas basicas
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Par de pontos mais proximos

fProbIema: Dados n pontos no plano, T
determinar dois deles que estéao a distancia minima.
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Par de pontos mais proximos

fProbIema: Dados n pontos no plano, T
determinar dois deles que estéao a distancia minima.
® °
°
° ° e
e
°
°

o |

GeoComp 2011 — p.5/30



Par de pontos mais proximos

fProbIema: Dados n pontos no plano, T
determinar dois deles que estéao a distancia minima.
o °
°
° °
°
(2, y)

Lembre-se que, para dois pontos (x,y) e (2',4") no plano,

DIsT(z,y,2",y) = \/(56 — a2+ (y —y')%
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Par de pontos mais proximos

fProbIema: Dados n pontos no plano,
determinar dois deles que estao a distancia minima.

Entrada: colecao de n pontos representada por
vetores X[1..n]eY|l..n|.

************** '(74)
0(0,3) (4’2)
fffffffffffffffffff } X | -2 0 1 3 4
? — Y| -1] 3 |-2]| 4 2
o« |
(=21 (1, -9 SR
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Par de pontos mais proximos

fProbIema: Dados n pontos no plano, T
determinar dois deles que estao a distancia minima.

Entrada: colecao de n pontos representada por
vetores X[1..n]eY|l..n|.

T o4
o2 |
fffffffffffffffffff o5
| X | -21] 0 1 3 4
| Y | -1 3 | 2| 4 2
o - 1
| 1 2 3 4 5
1 3

Saida: indices i e j indicando
dois pontos a distancia minima. J
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Par de pontos mais proximos

fProbIema: Dados n pontos no plano, T
determinar dois deles que estao a distancia minima.

Entrada: colecao de n pontos representada por
vetores X[1..n]eY|l..n|.

.3

LSaida: menor distancia entre dois pontos da colecao. J
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Par de pontos mais proximos

fProbIema: Dados n pontos no plano, T
determinar dois deles que estéao a distancia minima.

Entrada: vetores X[1..n| e Y|l..n]
Saida: menor distancia entre dois pontos da colecao
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Par de pontos mais proximos

fProbIema: Dados n pontos no plano, T
determinar dois deles que estéao a distancia minima.

Entrada: vetores X[1..n| e Y|l..n]
Saida: menor distancia entre dois pontos da colecao

Primeira solucao: algoritmo guadratico,
gue testa todos os pares de pontos.
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Par de pontos mais proximos

fProbIema: Dados n pontos no plano, T
determinar dois deles que estéao a distancia minima.

Entrada: vetores X[1..n| e Y|l..n]
Saida: menor distancia entre dois pontos da colecao

Primeira solucao: algoritmo guadratico,
gue testa todos os pares de pontos.

ELEMENTAR(X, Y, n)

1l d+— 40

2 parai <« 2 até n faca

3 para j < 1 até i — 1 faca

4 se DIsT(Xi|, Y[i], X[5], Y]j]) <d

5 entdo d «— DIsT(X[i],Y]i], X[5], Y[5])

L 6 devolva d J
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Algoritmo elementar

fELEMENTAR(X, Y, n) T
1 d+— 4+
2 para:«< 2 atén faca
3 para j < 1 até ; — 1 faca
4 se DIST(X[z],Y|i], X[j],Y]j]) < d
5 entéo d < DisT(X[:], Y[i], X[j], Y[j])
6 devolva d

oooooooooooooooooo



Algoritmo elementar

fELEMENTAR(X, Y, n) T
1 d+— 4+
2 para:«< 2 atén faca
3 para j < 1 até ; — 1 faca
4 se DIST(X i, Y[i], X |j],Y]j]) <d
5 entéo d < DisT(X[:], Y[i], X[j], Y[j])
6 devolva d

Invariante: d € a menor distancia entre
0S pontos da colecao X|1..: —1],Y[1..: —1].
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Algoritmo elementar

fELEMENTAR(X, Y, n) T
1 d+— 4+
2 para:«< 2 atén faca
3 para j < 1 até ; — 1 faca
4 se DIST(X[z],Y|i], X[j],Y]j]) < d
5 entéo d < DisT(X[:], Y[i], X[j], Y[j])
6 devolva d

Invariante: d € a menor distancia entre
0S pontos da colecao X|1..: —1],Y[1..: —1].

Consumo de tempo: linha 4 é executada

n n—1

Si-1) =Y = ”(”2_ D _ om?)
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Algoritmo elementar

fELEMENTAR(X, Y, n) T
1l d+— 4
2 para:«< 2 atén faca
3 paraj < 1 ate : — 1 faca
4 se DIST(X|i|, Y[i], X[j], Yj]) < d
5 entdo d «— DIST(X[i], Y[, X[j], Y[5])
6 devolva d

Invariante: d € a menor distancia entre
0S pontos da colecao X|1..: —1],Y[1..: —1].

Consumo de tempo: linha 4 é executada

n n—1

Si-1) =Y = ”(”2_ D _ om?)

LE possivel projetar um algoritmo mais eficiente que este? J
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Par mais proximo na reta

- N

Problema: Dados n pontos numa reta, determinar dois
deles que estao a distancia minima.
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Par mais proximo na reta

- N

Problema: Dados n pontos numa reta, determinar dois
deles que estao a distancia minima.

Primeira solucao: ordene os pontos, e encontre 0s dois
consecutivos mais proximos.

Tempo consumido: O(nlgn).
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Par mais proximo na reta

Problema: Dados n pontos numa reta, determinar dois
deles que estao a distancia minima.

Primeira solucao: ordene os pontos, e encontre 0s dois
consecutivos mais proximos.

Tempo consumido: O(nlgn).

Problema com essa solucao:
nao sei como generaliza-la para o plano...
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Divisao e conquista

-

Esse paradigma envolve 0s seguintes passos:
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Divisao e conquista

-

Esse paradigma envolve 0s seguintes passos:

Divisao: dividir a instancia do problema em instancias
menores do problema.
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-

Divisao e conquista

Esse paradigma envolve 0s seguintes passos:

Divisao: dividir a instancia do problema em instancias
menores do problema.

Conquista: resolver o problema nas instancias menores
recursivamente (ou diretamente, se elas forem pequenas o
suficiente).
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-

Divisao e conquista

Esse paradigma envolve 0s seguintes passos:

Divisao: dividir a instancia do problema em instancias
menores do problema.

Conquista: resolver o problema nas instancias menores
recursivamente (ou diretamente, se elas forem pequenas o
suficiente).

Combinacao: combinar as solucoes das instancias
menores para gerar uma solucao da instancia original.
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-

Divisao e conquista

Esse paradigma envolve 0s seguintes passos:

Divisdo: dividir a instancia do problema em instancias
menores do problema.

Conquista: resolver o problema nas instancias menores
recursivamente (ou diretamente, se elas forem peguenas o
suficiente).

Combinacao: combinar as solucoes das instancias
menores para gerar uma solucao da instancia original.
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-

Divisao e conquista

Esse paradigma envolve 0s seguintes passos:

Divisao: dividir a instancia do problema em instancias
menores do problema.

Conquista: resolver o problema nas instancias menores
recursivamente (ou diretamente, se elas forem pequenas o
suficiente).

Combinacao: combinar as solucoes das instancias
menores para gerar uma solucao da instancia original.

dp dp

*—o ° O—0 ° ° O—0 ° ® >

esquerda direita o
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-

Divisao e conquista

Esse paradigma envolve 0s seguintes passos:

Divisao: dividir a instancia do problema em instancias
menores do problema.

Conquista: resolver o problema nas instancias menores
recursivamente (ou diretamente, se elas forem pequenas o
suficiente).

Combinacao: combinar as solucoes das instancias
menores para gerar uma solucao da instancia original.

esquerda direita J
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Par mais proximo na reta

-

Pré-processamento: ordenar os pontos.
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Par mais proximo na reta

-

Pré-processamento: ordenar os pontos.

DISTANCIARETA(X, n)
1 MERGESORT(X,1,n)
2 devolva DISTANCIARETAREC (X, 1,n)
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Par mais proximo na reta

-

Pré-processamento: ordenar os pontos.

DISTANCIARETA(X, n)
1 MERGESORT(X,1,n)
2 devolva DISTANCIARETAREC (X, 1,n)

DISTANCIARETAREC: divisdo e conquista.
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Par mais proximo na reta

-

Pré-processamento: ordenar os pontos.

DISTANCIARETA(X, n)
1 MERGESORT(X,1,n)
2 devolva DISTANCIARETAREC (X, 1,n)

DISTANCIARETAREC: divisdo e conquista.

Tempo consumido pelo DISTANCIARETA:

O(nlgn) mais o tempo do DISTANCIARETAREC.
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Par mais proximo na reta

|7DISTANCIARETAREC (X,p,r) > Divisdo e conquista T
1 ser<p+1
entao ser =p
entao devolva +oo
senao devolva X |r| — X|p]
senao q < [(p+r)/2]
dp <— DISTANCIARETAREC(X, p, q)
dp < DISTANCIARETAREC(X,q+ 1,7)
d < min{dg, dp, X|¢g+1] — X|q|}
devolva d

OO NOOITPAWN
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Par mais proximo na reta

|7DISTANCIARETAREC (X,p,r) > Divisdo e conquista T
1 ser<p+1
entao ser =p
entao devolva +oo
senao devolva X |r| — X|p]
senao q < [(p+r)/2]
dp <— DISTANCIARETAREC(X, p, q)
dp < DISTANCIARETAREC(X,q+ 1,7)
d < min{dg, dp, X|¢g+1] — X|q|}
devolva d

OO NOOITPAWN

Consumo de tempo:
T(n) = T([n/2]) +T([n/2]) + O(1)

Londen:fr—erl. J

GeoComp 2011 — p.13/30



Par mais proximo na reta

|7DISTANCIARETAREC (X,p,r) > Divisdo e conquista T
1 ser<p+1
entao ser =p
entao devolva +oo
senao devolva X |r| — X|p]
senao q < [(p+r)/2]
dp <— DISTANCIARETAREC(X, p, q)
dp < DISTANCIARETAREC(X,q+ 1,7)
d < min{dg, dp, X|¢g+1] — X|q|}
devolva d

OO NOOITPAWN

Consumo de tempo:
T'(n) = T(In/2]) +T([n/2]) +6(1)
Londe n=r—p+ 1. Quanto vale T'(n)? J
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Par mais proximo na reta

|7DISTANCIARETAREC (X,p,r) > Divisdo e conquista T
1 ser<p+1
entao ser =p
entao devolva +oo
senao devolva X |r| — X|p]
senao q < [(p+r)/2]
dp <— DISTANCIARETAREC(X, p, q)
dp < DISTANCIARETAREC(X,q+ 1,7)
d < min{dg, dp, X|¢g+1] — X|q|}
devolva d

OO NOOITPAWN

Consumo de tempo:
T(n) = T(n/2]) +T([n/2]) + ©(1)
Londe n=r—p-+ 1. Quanto vale T'(n)? T'(n) = O(n). J
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Par mais proximo na reta

-

Voltando...

DISTANCIARETA(X, n)
1 MERGESORT(X,1,n)
2 devolva DISTANCIARETAREC (X, 1,n)

ooooooooooooooooooo



Par mais proximo na reta

-

Voltando...

DISTANCIARETA(X, n)
1 MERGESORT(X,1,n)
2 devolva DISTANCIARETAREC (X, 1,n)

MERGESORT consome tempo O(nlgn).
DISTANCIARETAREC consome tempo O(n).

o |

GeoComp 2011 — p.14/30



Par mais proximo na reta

-

Voltando...

DISTANCIARETA(X, n)
1 MERGESORT(X,1,n)
2 devolva DISTANCIARETAREC (X, 1,n)

MERGESORT consome tempo O(nlgn).
DISTANCIARETAREC consome tempo O(n).

Tempo consumido pelo DISTANCIARETA: O(nlgn).
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Par mais proximo no plano

- N

Obtivemos um algoritmo O(nlgn) para pontos na reta.

Como generalizar essa idela para o plano?
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Par mais proximo no plano

- N

Obtivemos um algoritmo O(nlgn) para pontos na reta.

Como generalizar essa idela para o plano?
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Par mais proximo no plano

-

Obtivemos um algoritmo O(nlgn) para pontos na reta.

Como generalizar essa ideia para o plano?

Divide...

esquerda

o

direita

-

|
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Par mais proximo no plano

- N

Obtivemos um algoritmo O(nlgn) para pontos na reta.
Como generalizar essa ideia para o plano?

Divide... Conquista...

L esquerda direita J
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Par mais proximo no plano

- N

Obtivemos um algoritmo O(nlgn) para pontos na reta.
Como generalizar essa ideia para o plano?

Divide... Conquista... Combina...

. dgp

L esquerda direita J
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Algoritmo de Shamos e Hoey

- -

Pré-processamento: ordenar os pontos pela X-coordenada

ooooooooooooooooooo



Algoritmo de Shamos e Hoey

- -

Pré-processamento: ordenar os pontos pela X-coordenada

DISTANCIA-SH(X, Y, n)
1 MERGESORT(X,Y,1,n)
2 devolva DISTANCIAREC-SH (X,Y,1,n)
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Algoritmo de Shamos e Hoey

- -

Pré-processamento: ordenar os pontos pela X-coordenada

DISTANCIA-SH(X, Y, n)
1 MERGESORT(X,Y,1,n)
2 devolva DISTANCIAREC-SH (X,Y,1,n)

Consumo de tempo:

O(nlgn) mais o tempo do DISTANCIAREC-SH.
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Divisao e conquista

-

DISTANCIAREC-SH (X, Y, p,r)
Dividir: Xp..q],Yp..q| (esquerda)

X|g+1..r],Y]¢g+1..7] (direita)
onde ¢ := |(p+1)/2].

ooooooooooooooooooo



Divisao e conquista

-

DISTANCIAREC-SH (X,Y,p,r)

Dividir: Xp..q],Yp..q| (esquerda)
X|g+1..r],Y]¢g+1..7] (direita)
onde ¢ := |(p+1)/2].

Conquistar: Determine, recursivamente, a menor distancia
dr entre dois pontos da esquerda e a menor distancia
dp entre dois pontos da direita.
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Divisao e conquista

-

DISTANCIAREC-SH (X,Y,p,r)

Dividir: Xp..q],Yp..q| (esquerda)
X|g+1..r],Y]¢g+1..7] (direita)
onde ¢ := |(p+1)/2].

Conquistar: Determine, recursivamente, a menor distancia
dr entre dois pontos da esquerda e a menor distancia
dp entre dois pontos da direita.

Combinar: Devolva o minimo entre dg, dp € a menor
distancia dgp entre um ponto da esquerda e um ponto
da direita.
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Algoritmo de Shamos e Hoey
- -

DISTANCIAREC-SH (X,Y,p,r) > Divisao e conquista
1 ser<p+?2
entao ©> resolva o problema diretamente
sendo ¢ — [(p+7)/2]
dp < DISTANCIAREC-SH (X,Y,p, q)
dp <+ DISTANCIAREC-SH (XY, ¢+1,r)
devolva COMBINE (X,Y,p,r,dg,dp)

OOk, wWN

o |
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Algoritmo de Shamos e Hoey

- N

DISTANCIAREC-SH (X,Y,p,r) > Divisao e conquista
1 ser<p+?2
entao ©> resolva o problema diretamente
sendo ¢ — [(p+7)/2]
dp < DISTANCIAREC-SH (X,Y,p, q)
dp <+ DISTANCIAREC-SH (XY, ¢+1,r)
devolva COMBINE (X,Y,p,r,dg,dp)

OOk, wWN

Suponha que COMBINE € linear.
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Algoritmo de Shamos e Hoey
- -

DISTANCIAREC-SH (X,Y,p,r) > Divisao e conquista
1 ser<p+?2
entao ©> resolva o problema diretamente
sendo ¢ — [(p+7)/2]
dp < DISTANCIAREC-SH (X,Y,p, q)
dp <+ DISTANCIAREC-SH (XY, ¢+1,r)
devolva COMBINE (X,Y,p,r,dg,dp)

OOk, wWN

Suponha que COMBINE € linear.

Consumo de tempo do DISTANCIAREC-SH:
T(n) = T([n/2])+T([n/2]) + O(n)
onden=r—p+1.
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Algoritmo de Shamos e Hoey
- -

DISTANCIAREC-SH (X,Y,p,r) > Divisao e conquista
1 ser<p+?2
entao ©> resolva o problema diretamente
sendo ¢ — [(p+7)/2]
dp < DISTANCIAREC-SH (X,Y,p, q)
dp <+ DISTANCIAREC-SH (XY, ¢+1,r)
devolva COMBINE (X,Y,p,r,dg,dp)

OOk, wWN

Suponha que COMBINE € linear.

Consumo de tempo:
T(n) = T(n/2])+T(|n/2]) + O(n)
onde n =r —p+ 1. Quanto vale T'(n)?
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Algoritmo de Shamos e Hoey
- -

DISTANCIAREC-SH (X,Y,p,r) > Divisao e conquista
1 ser<p+?2
entao ©> resolva o problema diretamente
sendo ¢ — [(p+7)/2]
dp < DISTANCIAREC-SH (X,Y,p, q)
dp <+ DISTANCIAREC-SH (XY, ¢+1,r)
devolva COMBINE (X,Y,p,r,dg,dp)

OOk, wWN

Suponha que COMBINE € linear.

Consumo de tempo:
T(n) = T(n/2])+T(|n/2]) + O(n)

onde n =r —p+ 1. Quanto vale T'(n)? T'(n) = O(nlgn).

|
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Algoritmo de Shamos e Hoey

fComo fazer o COMBINE linear? T

ooooooooooooooooooo



Algoritmo de Shamos e Hoey

fComo fazer o COMBINE linear? T

COMBINE precisa considerar apenas
pontos que estao a uma distancia menor que
d =min{dg,dp} da reta vertical = = X|q|.

d d
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Algoritmo de Shamos e Hoey

fComo fazer o COMBINE linear? T

COMBINE precisa considerar apenas
pontos que estao a uma distancia menor que
d =min{dg,dp} da reta vertical = = X|q|.

Infelizmente todos o0s pontos podem estar nesta faixa...
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Algoritmo de Shamos e Hoey

fComo fazer o COMBINE linear? T

ooooooooooooooooooo



Algoritmo de Shamos e Hoey

fComo fazer o COMBINE linear? T

Idela...

ooooooooooooooooooo



Algoritmo de Shamos e Hoey

Como fazer o CoMBINE linear?

Idela...

-

Para cada ponto na faixa, olhamos s para pontos da faixa

gque tenham Y-coordenada no maximo d mais que este

ponto.
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Algoritmo de Shamos e Hoey

fComo fazer o COMBINE linear? T

Quantos pontos assim ha?

o |
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Algoritmo de Shamos e Hoey

Como fazer o CoMBINE linear?

Quantos pontos assim ha?

Em cada um dos dois quadrados de lado d,
ha no maximo 4 pontos porque d < dp e d < dp.

o

|
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Algoritmo de Shamos e Hoey

fComo fazer o COMBINE linear? T

Quantos pontos assim ha?
Em cada um dos dois quadrados de lado d,
ha no maximo 4 pontos porque d < dp e d < dp.

LLogo ha nao mais que 7 pontos assim (excluindo o ponto)J
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Algoritmo de Shamos e Hoey

Como fazer o CoMBINE linear?

Mas como ter acesso rapido a estes pontos?

o
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Algoritmo de Shamos e Hoey

Como fazer o CoMBINE linear?

Mas como ter acesso rapido a estes pontos?

Alteraremos o pré-processamento, para ter acesso aos pon-

Ltos ordenados pelas suas Y-coordenadas tambem.
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