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Deteccao de intersecao

p

Intersectam.
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€y

roblema: Dada uma colecao de segmentos no plano,
decidir se existem dois segmentos na colecao que se
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Resposta: sim, existem dois segmentos com intersecao.
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Método da linha de varredura

-

ldeia: reduzir um problema estatico bidimensional
a um problema dinamico unidimensional

-



Método da linha de varredura

-

ldeia: reduzir um problema estatico bidimensional
a um problema dinamico unidimensional

-

Uma linha imaginaria move-se da esquerda para a direita.

A medida que ela move,
0 problema restrito a esquerda dela € resolvido.
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Método da linha de varredura

-

ldeia: reduzir um problema estatico bidimensional
a um problema dinamico unidimensional

-

Uma linha imaginaria move-se da esquerda para a direita.

A medida que ela move,
0 problema restrito a esquerda dela € resolvido.

Informacao necessaria para estender a solucao parcial &
mantida numa descricdo combinatoria da linha.

Muda apenas em posicoes chaves: 0s pontos eventos.
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Tratamento dos pontos eventos
=

Pontos eventos sao mantidos em uma fila. T

» Atualizar a fila:

remover o ponto evento corrente, junto com alguns
outros que tenham se tornado obsoletos e,
eventualmente, inserir novos pontos eventos na fila;
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Tratamento dos pontos eventos

-

Pontos eventos sao mantidos em uma fila.

#» Atualizar a fila:
remover o ponto evento corrente, junto com alguns
outros que tenham se tornado obsoletos e,
eventualmente, inserir novos pontos eventos na fila;

# Atualizar a linha:
atualizar a descricao combinatoéria da linha de
varredura para gue esta represente a situacao atual;
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Tratamento dos pontos eventos

-

Pontos eventos sao mantidos em uma fila.

#» Atualizar a fila:
remover o ponto evento corrente, junto com alguns
outros que tenham se tornado obsoletos e,
eventualmente, inserir novos pontos eventos na fila;

# Atualizar a linha:
atualizar a descricao combinatoéria da linha de
varredura para gue esta represente a situacao atual;

#» Resolver o problema:
estender a solucao corrente.
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Algoritmo de Shamos e Hoey
A . -
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1 4<3<2<6
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Algoritmo de Shamos e Hoey
- A . -

-3 3
~2 32
0 4<3<2
1 4<3<2<6
. 2 4=<5<3<2<6
3 4<5<2<6
AlteracBes ocorrem Lo
nos extremos dos segmentos. .
6
7
8
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Algoritmo de Shamos e Hoey

AlteracGes ocorrem

nos extremos dos segmentos.

Estes sao
0S pontos eventos.

o

o J O Ot = W NN = O

-

3

3 <2

4<3<2
4<3<2<6
4<5<3<2<6
1<5<2<6
4<5<6
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Algoritmo de Shamos e Hoey

AlteracGes ocorrem

nos extremos dos segmentos.

Estes sao
0S pontos eventos.

o

o J O Ot = W NN = O
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4<3<2
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Algoritmo de Shamos e Hoey

AlteracGes ocorrem

nos extremos dos segmentos.

Estes sao
0S pontos eventos.

o

o J O Ot = W NN o= O

-

3

3 <2

4 <3 <2
4<3<2<6
4<5<3<2<6
4<5<2<6
4<5<6
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Algoritmo de Shamos e Hoey

AlteracGes ocorrem

nos extremos dos segmentos.

Estes sao
0S pontos eventos.

o

o g O Ot = W NN = O

-

3

3 <2

4<3<2

1 <3<2<6
4<5<3<2<6
1<5<2<6
4<5<6
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Algoritmo de Shamos e Hoey

AlteracGes ocorrem

nos extremos dos segmentos.

Estes sao
0S pontos eventos.

o

o g O Ot = W NN = O

-

3

3 <2

4<3<2
4<3<2<6
4<5<3<2=<6
1<5<2<6
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Algoritmo de Shamos e Hoey

AlteracGes ocorrem

nos extremos dos segmentos.

Estes sao
0S pontos eventos.

o

o J O Ot = W NN o= O
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Algoritmo de Shamos e Hoey

AlteracGes ocorrem

nos extremos dos segmentos.

Estes sao
0S pontos eventos.

o

o N O Ot = W NN = O

-

3

3 <2

4<3<2
4<3<2<6
4<5<3<2<6
1<5<2<6
4<5<6
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Algoritmo de Shamos e Hoey

AlteracGes ocorrem

nos extremos dos segmentos.

Estes sao
0S pontos eventos.

LEncontrou uma intersecao!

o N O Ot = W NN = O

-

3

3 <2

4<3<2
4<3<2<6
4<5<3<2<6
1<5<2<6
4<5<6
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Descricao combinatoria da linha

-

Como guardar esse conjunto ordenado?

-



Descricao combinatoria da linha

-

Como guardar esse conjunto ordenado?

-

Efetuaremos insercoes, remocoes, predecessor e sucessor
neste conjunto.
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Descricao combinatoria da linha
=

Como guardar esse conjunto ordenado?

-

Efetuaremos insercoes, remocoes, predecessor e sucessor
neste conjunto.

Por isso, boas escolhas de EDs sao:
uma arvore de busca binaria balanceada (ABBB)
ou uma skip lists.
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Descricao combinatoria da linha
. -

omo guardar esse conjunto ordenado?

Efetuaremos insercoes, remocoes, predecessor e sucessor
neste conjunto.

Por isso, boas escolhas de EDs sao:
uma arvore de busca binaria balanceada (ABBB)
ou uma skip lists.

Numa ABBB,
custo de pior caso por operagao é O(lgm),
onde m € o numero de elementos armazenados.

Numa skip list,
Lcusto esperado por operacao é O(lgm). J

GeoComp 2009 — p. 6



Descricao combinatoria da linha

-

Os segmentos ficam na ordem em que intersectam a linha.

-

3<8<1<2<7<5<6<9

it

Exemplo de insercao usando uma ABBB
para a descricao combinatoria da linha.
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Ordem usada

-

Se a linha de varredura é areta = = ¢,
a ordem nos segmento e <;, definida a sequiir.
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Ordem usada

-

Se a linha de varredura é areta = = ¢,
a ordem nos segmento e <;, definida a sequiir.

Considere dois segmentos de indices i e j
Intersectados pela linha.
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Ordem usada
=

Se a linha de varredura é areta = = ¢,
a ordem nos segmento e <;, definida a sequiir.

Considere dois segmentos de indices i e j
Intersectados pela linha.

i <; j Se a intersecao da linha com i
fica acima da intersecao com j.
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Ordem usada
=

Se a linha de varredura é areta = = ¢,
a ordem nos segmento e <;, definida a sequiir.

Considere dois segmentos de indices i e j
Intersectados pela linha.

i <; j Se a intersecao da linha com i
fica acima da intersecao com j.

LExempIo: 4 <:5<56 € 1<76<=<705. J
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Arvore de busca binaria balanceada

fRotinas de manipulacao de uma ABBB: T
CRIE(T): cria uma ABBB T vazia;
INSIRA(T',7): Insere ¢ na ABBB T', usando <; com t = ex|i];
REMOVA(T,7): remove i de T, usando <; com ¢t = dx|i|;

PREDECESSOR(T, z,y): devolve o predecessor em 7' de
um segmento que passa pelo ponto (z,y), usando <,;

SUCESSOR(T, z,y): devolve o sucessor em 7' de um
segmento que passa pelo ponto (z,y), usando <.
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Arvore de busca binaria balanceada

fRotinas de manipulacao de uma ABBB: T
CRIE(T): cria uma ABBB T vazia;
INSIRA(T',7): Insere ¢ na ABBB T', usando <; com t = ex|i];
REMOVA(T,7): remove i de T, usando <; com ¢t = dx|i|;

PREDECESSOR(T, z,y): devolve o predecessor em 7' de
um segmento que passa pelo ponto (z,y), usando <,;

SUCESSOR(T, z,y): devolve o sucessor em 7' de um
segmento que passa pelo ponto (z,y), usando <.

O consumo de tempo de cada uma destas rotinas é
O(lgm), onde m € o numero de elementos em 7.
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Arvore de busca binaria balanceada

- N

Mais detalhes sobre, por exemplo, 0 INSIRA(T,7):
iInsere ; na ABBB T', usando <; com ¢ = ex .



Arvore de busca binaria balanceada

fMais detalhes sobre, por exemplo, 0 INSIRA(T,7): T
iInsere ; na ABBB T', usando <; com ¢ = ex .

n, ¢ € d também sao parametros (ou sao globais).
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Arvore de busca binaria balanceada

fMais detalhes sobre, por exemplo, 0 INSIRA(T,7): T
iInsere ; na ABBB T', usando <; com ¢ = ex .

n, ¢ € d também sao parametros (ou sao globais).

segmento(q). Indice do segmento armazenado no no ¢ de T..

o |

GeoComp 2009 — p. 10



Arvore de busca binaria balanceada

fMais detalhes sobre, por exemplo, 0 INSIRA(T,7): T
iInsere ; na ABBB T', usando <; com ¢ = ex .

n, ¢ € d também sao parametros (ou sao globais).

segmento(q). Indice do segmento armazenado no no ¢ de T..

A Insercao comeca com uma busca a partir de 7.

Na busca, vamos para a esquerda de 7T’ se
0 ponto e|i] estiver a esquerda de segmento(T).
Do contrario, vamos para a direita.
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Arvore de busca binaria balanceada

fMais detalhes sobre, por exemplo, 0 INSIRA(T,7): T
iInsere ; na ABBB T', usando <; com ¢ = ex .

n, ¢ € d também sao parametros (ou sao globais).

segmento(q). Indice do segmento armazenado no no ¢ de T..

A Insercao comeca com uma busca a partir de 7.

Na busca, vamos para a esquerda de 7T’ se
0 ponto e|i] estiver a esquerda de segmento(T).
Do contrario, vamos para a direita.

Exercicio: Modifique a rotina de insercdo em ABBB
Lrubro-negra para que funcione para este algoritmo. J
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Insercao em ABB rubro-negra

~ Esta é ainsergéo para arvores 2-3-4: o

INSIRAREC (T, z)
1 se7T =
2 entao ¢ « NOVACELULA(x, ni, niL, RUBRO)
3 devolva ¢
4 se RUBRO(esq(T)) e RUBRO(esq(T))
5 entao TROQUECORES(T)
6 se x < info(T)
7 entdo esq(T) « INSIRAREC(esq(T), x)
8 senao dir(T) «+ INSIRAREC(dir(T), )
9 se RUBRO(dir(T)) e NEGRO(esq(T))
10 entao T« ROTACIONEESQ(T)
11 se RuUBRO(esq(T)) e RUBRO(esq(esq(T)))
12  entdo T <+ ROTACIONEDIR(T)

L 13 devolva T J
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Algoritmo de Shamos e Hoey

- N

Entrada: colecao e|1..n|,d[1..n| de segmentos.



Algoritmo de Shamos e Hoey

- N

Entrada: colecao e|1..n|,d[1..n| de segmentos.

Saida: VERDADE se ha dois segmentos na colecao que se
iIntersectam, e FALSO caso contrario.
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Algoritmo de Shamos e Hoey
- -

Entrada: colecao e|1..n|,d[1..n| de segmentos.

Saida: VERDADE se ha dois segmentos na colecao que se
iIntersectam, e FALSO caso contrario.

Hipotese simplificadora:
Nao ha dois pontos extremos com a mesma X-coordenada.

Em particular, ndo ha segmentos verticais,
nem dois segmentos com extremos coincidentes.
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Montagem da fila de eventos
fFILADEEVENTOS: T

recebe e[1..n] e d[1..n] com extremos dos segmentos



Montagem da fila de eventos
fFILADEEVENTOS: T

recebe e[1..n] e d[1..n] com extremos dos segmentos

troca eli| por d|i| para todo ¢ tal que ex || < dx|i|
(e|:]: extremo esquerdo do segmento ¢ e d|i] o direito)
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Montagem da fila de eventos
fFILADEEVENTOS: T

recebe e[1..n] e d[1..n] com extremos dos segmentos

troca eli| por d|:| para todo : tal que ex || < dx|i|
(e|:]: extremo esquerdo do segmento ¢ e d|i] o direito)

devolve

E|1..2n|: pontos deell..n| e d[l..n]
ordenados pelas suas coordenadas X
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Montagem da fila de eventos
fFILADEEVENTOS: T

recebe e[1..n] e d[1..n] com extremos dos segmentos

troca eli| por d|:| para todo : tal que ex || < dx|i|
(e|:]: extremo esquerdo do segmento ¢ e d|i] o direito)

devolve

E|1..2n|: pontos deell..n| e d[l..n]
ordenados pelas suas coordenadas X

segm|1..2n]:
segm/p|. indice do segmento do qual E[p| é extremo
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Montagem da fila de eventos
fFILADEEVENTOS: T

recebe e[1..n] e d[1..n] com extremos dos segmentos

troca eli| por d|:| para todo : tal que ex || < dx|i|
(e|:]: extremo esquerdo do segmento ¢ e d|i] o direito)

devolve

E|1..2n|: pontos deell..n| e d[l..n]
ordenados pelas suas coordenadas X

segm|1..2n]:
segm/p|. indice do segmento do qual E[p| é extremo

esq|1..2n]:

esq|p|: VERDADE se Elp] € extremo esquerdo de segm |p]
L esq  FALSO caso contrario.

|
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Fila de eventos

segm | 3 |2 |4 (23 |5 |64 15116

esq | V|V | V|IF| F|V |V |IF|V]|F|FI|F

1 2 3 4 5 o6 7 8 9 10 11 12
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Processamento de ponto evento
- -

#® comeco de segmento: inclui o novo segmento na ABBB
e verifica intersecao com seus dois novos “vizinhos”.

oIS tipos:

o |
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Processamento de ponto evento

- N

#® comeco de segmento: inclui o novo segmento na ABBB
e verifica intersecao com seus dois novos “vizinhos”.

oIS tipos:

A
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Processamento de ponto evento
- -

#® comeco de segmento: inclui o novo segmento na ABBB
e verifica intersecao com seus dois novos “vizinhos”.

oIS tipos:

# fim de segmento: remove o segmento da ABBB e
verifica intersecao entre seus dois ex-vizinhos.
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Processamento de ponto evento
- -

#® comeco de segmento: inclui o novo segmento na ABBB
e verifica intersecao com seus dois novos “vizinhos”.

oIS tipos:

# fim de segmento: remove o segmento da ABBB e
verifica intersecao entre seus dois ex-vizinhos.

Invariante: verificamos intersecao entre quaiquer dois
segmentos vizinhos na ABBB.
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Processamento de ponto evento
fDois tipos: T

#® comeco de segmento: inclui o novo segmento na ABBB
e verifica intersecao com seus dois novos “vizinhos”.

# fim de segmento: remove o segmento da ABBB e
verifica intersecao entre seus dois ex-vizinhos.

Invariante: verificamos intersecao entre quaiquer dois
segmentos vizinhos na ABBB.

Correcao: se ha dois segmentos gque se intersectam,
em algum momento, os dois serao vizinhos na ABBB em

algum momento.
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Algoritmo de Shamos e Hoey
FNTERSEQAO-SH(@d, n) T

1 (FE,segm,esq) < FILADEEVENTOS(e,d, n)
2 CRIE(T)
3 parap < 1 até 2n faca

4 i «— segm|p]
5 pred «— PREDECESSOR(T, Ex|p|, Ey|[p])
6 suc «— SUCESSOR(T, Ex|p|, Fy|[p])
7 se esq|p]
8 entdo INSIRA(T,1)
9 se (pred # ~i. € INTER(e, d, i, pred))
ou (suc # ~iL € INTER(e, d, i, suc))
10 entao devolva VERDADE
11 sendo REMOVA(T, i)
12 se pred # ~iL € suc # ~i. € INTER(e, d, pred, suc)
3 entdo devolva VERDADE

1
\_14 devolva FALSO J
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Consumo de tempo

-

O algoritmo executa 2n iteracoes.

Cada iteracao faz uma chamada a PREDECESSOR,
uma a SUCESSOR, e uma a INSIRA ou a REMOVA.

Na ABBB, em qualquer momento, ha O(n) segmentos.
Assim, cada uma destas operacdes consome tempo
O(lgn).

As demais operacoes efetuadas em uma iteracao
consomem tempo O(1) (mesmo as chamadas a INTER).

Logo 0 consumo de tempo por iteragao é O(lgn), e
0 algoritmo de Shamos e Hoey consome tempo O(nlgn).

o |
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Todas as intersecoes de segmentos

B

Problema: Dada uma colecao de n segmentos no plano,
encontrar todos 0s pares de segmentos da colecao que se
Intersectam.

o |
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Todas as intersecoes de segmentos

Problema: Dada uma colecao de n segmentos no plano,
encontrar todos 0s pares de segmentos da colecao que se
Intersectam.

Vocé consegue projetar um algoritmo
qgue consuma tempo O(nlgn) para este problema?
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Todas as intersecoes de segmentos

B

Problema: Dada uma colecao de n segmentos no plano,
encontrar todos 0s pares de segmentos da colecao que se
Intersectam.

Vocé consegue projetar um algoritmo
qgue consuma tempo O(nlgn) para este problema?

No maximo, quantos pares teremos que imprimir?
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o o

o o

Na aula que vem...

-

algoritmos sensiveis a saida (output sensitive)
algoritmo de Bentley e Ottmann

fila de eventos dinamica: uma intersecao € um ponto
evento tambem!

como tratar esse tipo de ponto evento?
0 que muda na EC da linha?

como tratar 0s casos especiais excluidos por nossas
hipoteses simplificadoras?

uma animacao!
projetos, algumas possibilidades

|
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