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Combinacao convexa

- N

P: colecao de pontos do plano, dada por X|[1..n|,Y[1..n].

Combinacao convexa de pontos de P°: soma da forma
ar(X[1,Y[1]) +--- 4+ an(X]n], Y|n),
como; >0,parar=1,...,n,e a1 +---+ a,=1.

Fecho convexo de P: conjunto de combinac0Oes convexas
de pontos de P, ou seja,
conv(P) :={a (X[1],Y[1]) 4+ - - - + an(X|n|, Y |n]) :
ar+--+a, =1, eaq; >20(=1,...,n)}.
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Combinacao convexa

-

P: colecao de pontos do plano, dada por X|[1..n|,Y[1..n].

-

Combinacao convexa de pontos de P°: soma da forma
ar(X[1,Y[1]) +--- 4+ an(X]n], Y|n),
como; >0,parar=1,...,n,e a1 +---+ a,=1.

Fecho convexo de P: conjunto de combinac0Oes convexas
de pontos de P, ou seja,
conv(P) :={a (X[1],Y[1]) 4+ - - - + an(X|n|, Y |n]) :
ar+--+a, =1, eaq; >20(=1,...,n)}.

Problema: Dada uma colecao P de pontos do plano,
Ldeterminar o fecho convexo de P. J
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Mergehull

~Ideia: divis&o e conquista. o
Dividir a colecao ao melo, resolver recursivamente o
problema para cada metade e construir, dos fechos das
duas subcolecoes, o fecho da colecao completa.
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Dividir a colecao ao melo, resolver recursivamente o
problema para cada metade e construir, dos fechos das
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Mergehull

~Ideia: divis&o e conquista. o
Dividir a colecao ao melo, resolver recursivamente o
problema para cada metade e construir, dos fechos das
duas subcolecoes, o fecho da colecao completa.

Pode-se dividir a colecao indiscriminadamente ou...
depois de ordena-la pela X-coordenada dos pontos.

o |

GeoComp 2009 — p. 3



Mergehull

~Ideia: divis&o e conquista. o
Dividir a colecao ao melo, resolver recursivamente o
problema para cada metade e construir, dos fechos das
duas subcolecoes, o fecho da colecao completa.

Pode-se dividir a colecao indiscriminadamente ou...
depois de ordena-la pela X-coordenada dos pontos.

Vamos discutir a segunda implementacao, em que a fase
Lde juntar as solucdes é um pouco mais simples.
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Mergehull
B -

MERGEHULL (X,Y,n)
1 MERGESORT(X,Y,n) = ordena por X-coordenada
2 devolva MERGEHULLREC(X,Y,1,n)



Mergehull
B -

MERGEHULL (X,Y,n)
1 MERGESORT(X,Y,n) = ordena por X-coordenada
2 devolva MERGEHULLREC(X,Y,1,n)

Consumo de tempo: ©(nlgn) + T(n),
onde T'(n) é o tempo consumido por
MERGEHULLREC(X,Y, 1,n).
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Miolo recursivo do Mergehull

fI\/IERGEHULLREC (X,Y,p,r) T
se p=r > haexatamente um ponto na colecao

1
2 entdo h«— 1 H[l] «—p

3 senao g < |(p+r)/2]

4 (Hy,h1) < MERGEHULLREC(X,Y,p,q)

5 (Hs, ho) «— MERGEHULLREC(X,Y, ¢g+1,r)
6 (H,h) «— JUNTAHULL(X,Y, Hy, h1, Ha, hs)
[/ devolva (H, h)
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Miolo recursivo do Mergehull

fI\/IERGEHULLREC (X,Y,p,r) T
se p=r > haexatamente um ponto na colecao

1
2 entdo h«— 1 H[l] «—p

3 senao g < |(p+r)/2]

4 (Hy,h1) < MERGEHULLREC(X,Y,p,q)

5 (Hs, ho) «— MERGEHULLREC(X,Y, ¢g+1,r)
6 (H,h) «— JUNTAHULL(X,Y, Hy, h1, Ha, hs)
[/ devolva (H, h)

Se conseguirmos uma implementacao do
JUNTAHULL(X,Y, Hy, h1, Ho2, ho) que consuma tempo O(n),
entao...
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Miolo recursivo do Mergehull

fI\/IERGEHULLREC (X,Y,p,r) T
se p=r > haexatamente um ponto na colecao

1
2 entdo h«— 1 H[l] «—p

3 senao g < |(p+r)/2]

4 (Hy,h1) < MERGEHULLREC(X,Y,p,q)

5 (Hs, ho) «— MERGEHULLREC(X,Y, ¢g+1,r)
6 (H,h) «— JUNTAHULL(X,Y, Hy, h1, Ha, hs)
[/ devolva (H, h)

Se conseguirmos uma implementacao do
JUNTAHULL(X,Y, Hy, h1, Ho2, ho) que consuma tempo O(n),
entao...

Consumo de tempo do MERGEHULLREC:
T(n)=2T(n/2)+O(n),onden=r—p+1.
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Miolo recursivo do Mergehull

fI\/IERGEHULLREC (X,Y,p,r) T
se p=r > haexatamente um ponto na colecao

1
2 entdo h«— 1 H[l] «—p

3 senao g < |(p+r)/2]

4 (Hy,h1) < MERGEHULLREC(X,Y,p,q)

5 (Hs, ho) «— MERGEHULLREC(X,Y, ¢g+1,r)
6 (H,h) «— JUNTAHULL(X,Y, Hy, h1, Ha, hs)
[/ devolva (H, h)

Se conseguirmos uma implementacao do
JUNTAHULL(X,Y, Hy, h1, Ho2, ho) que consuma tempo O(n),
entao...

Consumo de tempo do MERGEHULLREC:
T(n)=2T(n/2)+O(n),onden=r—p+1.

LA solucéo de tal recorréncia é T'(n) = O(nlgn). J
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Como juntar o fecho de duas colecoes’
- R -



Como juntar o fecho de duas colecoes’
- . -

N .
.
.
.
N
.
.
.
.
.
‘ .
‘ ' .
M 1
.
'
.
'
.
'
.
'
‘ !
'
.
.
. '
' '
. ' i
! ) . ‘
. ! '
.
'
. '
‘ ' ‘
. ' ‘.
.
.
s . . .-l .
~ . . --.-:‘
’ ‘ ...........

o |



Como juntar o fecho de duas colecoes’
- R -

Basta juntar os pontos mais altos e os mais baixos?

Hipotese simplificadora: ndo ha trés pontos colineares
nem dois pontos com a mesma Y -coordenada.
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Como juntar o fecho de duas colecoes’

- Basta juntar os pontos mais altos e 0s mais baixos? o



Como juntar o fecho de duas colecoes’

fBasta juntar os pontos mais altos e os mais baixos? Nao... T
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Como juntar o fecho de duas colecoes’



Como juntar o fecho de duas colecoes’
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LBasta encontrar a tangente inferior e a tangente superior. J
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B o
o
O par (4, 5)

Tangente inferior




Tangente inferior

O par (2, )
é uma tangente inferior para a colecao vermelha se
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Tangente inferior

O par (4, 5)

é uma tangente inferior para a colecao vermelha se
0S pontos de indice H|i—1| e Hy|i+1]
estao “acima” do segmento definido por (i, j),
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Tangente inferior

O par (4, 5)

é uma tangente inferior para a colecao vermelha se
0S pontos de indice H|i—1| e Hy|i+1]
estao “acima” do segmento definido por (i, j),

é uma tangente inferior para a colecao azul se
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Tangente inferior

O par (i, )

é uma tangente inferior para a colecao vermelha se
0S pontos de indice H|i—1| e Hy|i+1]

estao “acima” do segmento definido por (i, j),

é uma tangente inferior para a colecao azul se
0S pontos de indice Hs|j—1] e Hy[j+1]
estao “acima” do segmento definido por (s, j),
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Tangente inferior

O par (i, )

é uma tangente inferior para a colecao vermelha se
0S pontos de indice H|i—1| e Hy|i+1]

estao “acima” do segmento definido por (i, j),

é uma tangente inferior para a colecao azul se
0S pontos de indice Hs|j—1] e Hy[j+1]
estao “acima” do segmento definido por (s, j),

Lé uma tangente inferior se for os dois acima. J
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Como encontrar a tangente inferior?

e
fComega se do ponto T o
mais a direita da ® ®

colecao vermelha,

e do mais a esquerda °
da colecao azul.
_—"‘—.~"~ I‘I'
o ‘ ®
° 'i' .:'
° o ;'
o :'
@ __.__-‘ @
o ®

~
-~
-~
-~
~
-~
~
-~
-~
-~
-~

GeoComp 2009 — p. 10



Como encontrar a tangente inferior?

e
fComega se do ponto T o
mais a direita da ® ®

colecao vermelha,
e do mais a esquerda

da colecao azul.
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LE tangente inferior da colecao vermelha? J
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Como encontrar a tangente inferior?

Comeca-se do ponto ‘_—“'
mais a direita da ®
colecao vermelha, y j
e do mais a esquerda ‘o
da colecao azul. o
_—"‘_‘~' “" I‘I‘
. ’
> o
. o ® e
S

LE tangente inferior da colec&o vermelha? Sim! J
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Como encontrar a tangente inferior?
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Como encontrar a tangente inferior?

~ Comega-se do ponto
mais a direita da
colecao vermelha,
e do mais a esquerda

da colecao azul.
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LE tangente inferior da colecao azul? Nao... J
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Como encontrar a tangente inferior?
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Como encontrar a tangente inferior?
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Como encontrar a tangente inferior?
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Como encontrar a tangente inferior?

e
fComega se do ponto T o
mais a direita da ® ®

colecao vermelha,
e do mais a esquerda
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Como encontrar a tangente inferior?

e
fComega se do ponto T o
mais a direita da ® ®

colecao vermelha,
e do mais a esquerda

da colecao azul.
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Como encontrar a tangente inferior?

e
fComega se do ponto T o
mais a direita da ® ®

colecao vermelha,
e do mais a esquerda
da colecao azul.
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.
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LE tangente inferior da colecao azul? Sim! J
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Como encontrar a tangente inferior?

e
fCome(;a se do ponto T o
mais a direita da ® ®

colecao vermelha,
e do mais a esquerda
da colecao azul.

,.
.
.

E tangente inferior!
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Como encontrar a tangente inferior?

 Recebe X,Y e os fechos (Hy, hi) e (Hy, hy) € o
devolve a tangente inferior (2, j) dos dois fechos.
Considere os indices “modulo” o tamanho do fecho em questao.
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Como encontrar a tangente inferior?

 Recebe X,Y e os fechos (Hy, hi) e (Hy, hy) € o
devolve a tangente inferior (2, j) dos dois fechos.
Considere os indices “modulo” o tamanho do fecho em questao.

TANGENTEINFERIOR (X,Y, Hy, hy, Ha, ho)

1 ¢« argmax{X[H{|k|]]:1<k<hi} ©vermelho mais a direita
2 j«—argmin{X|Hzk||:1<k<ho} azulmaisaesquerda

3 enquanto (i, j) ndo é tangente inferior faca

4 enguanto (z, 7) nao é tangente inferior da colecao vermelha faca
5 1 +—1—1

6 enguanto (7, 7) nao é tangente inferior da colecao azul faca

/ J — J+1

8

devolva (i, 7)

B

|
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Como encontrar a tangente inferior?

~ Recebe X,Y e os fechos (Hy, hi) e (Hy, hy) € o
devolve a tangente inferior (¢, ) dos dois fechos.
Considere os indices “moddulo” o tamanho do fecho em questao.

TANGENTEINFERIOR (X,Y, H1, hy, Ha, ho)
1 ¢« argmax{X[H|k]]:1<k<hi} ©vermelhomais a direita
2 j«—argmin{X|Hak||:1 <k <ho} azulmaisaesquerda
3 enquanto (i, j) n&o é tangente inferior faca
4 enquanto DIR(X,Y, Hy|i|, Ha|j|, H1|i—1])
ou DIR(X,Y, Hi|i|, Ha|j], H1[:+1]) faca
> enquanto (i, j) n&o é tangente inferior da colecéao vermelha faca
1 «—1—1
6 enquanto DIR(X, Y, H1i|, Ha|j]|, Ha[j—1])
ou DIR(X,Y, Hi|i|, Ha|j], H2|7+1]) faca
> enquanto (i, j) n&o é tangente inferior da colecéo azul faca
4 7 «— 7+1
L8 devolva (i, 7) J
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Simplificacao

-

Recebe XY e os fechos (H,h1) e (Ha, ho) €
devolve a tangente inferior (¢, ) dos dois fechos.
Considere os indices “moddulo” o tamanho do fecho em questao.

TANGENTEINFERIOR (X,Y, H1, h1, Ha, ho)
1 ¢« argmax{X[H|k]]:1<k<hi} ©vermelhomais a direita
2 j«—argmin{X|Hzk]]: 1<k <ho} azulmaisaesquerda
3 enquanto (i, j) n&o é tangente inferior faca
4 enquanto DIR(X,Y, Hy|i|, Ha|j|, H1|i—1]) faca
> enquanto (i, j) n&o é tangente inferior da colegcao vermelha faca
1 —1—1
enquanto DIR(X, Y, Hii|, Ho|j|, H2|j+1]) faca
> enquanto (i, j) n&o é tangente inferior da colecéo azul faca
] J+1

devolva (7, ) J

-

o o O1
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Tangente inferior?

. N

TANGENTEINFERIOR (X,Y, Hy, hy, Ha, ho)
1 i«—argmax{X|[H|k]]:1<k<hi} = maisadireita
2 j <« argmin{X[Hzlk]]: 1 <k < hg} © maisaesquerda
3 enquanto DIR(X,Y, Hi|i], Ha|j], H1[i—1])
ou DIR(X,Y, Hi|i|, Ha|j], H2|7+1]) faca
> enquanto nao é tangente inferior faca
4 enquanto DIR(X,Y, Hy|i|, Ha|j|, H1|:—1]) faca
> enquanto (i, j) n&o é tangente inferior da colecao vermelha faca
1 «—1—1
enquanto DIR(X,Y, Hy|i|, Ha|j], H2[7—1]) faca
> enquanto (i, j) n&o é tangente inferior da colecéo azul faca
! 7 — 741

8 devolva (i, ) o

GeoComp 2009 — p. 16
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Tangente inferior?

fTANGENTEINFERIOR (X,Y, Hy, hy, Ha, hs) T
1 ¢« argmax{X[H{|k|]]:1<Ek<hi} = maisadireita
2 j <« argmin{X|Holk]]: 1 <k <hg} = maisaesquerda
3 enquanto DIR(X,Y, Hi|i], Ha|j], Hi[i—1])
ou DIR(X,Y, Hi|i|, Ha|j], H2|7+1]) faca
4 enquanto DIR(X,Y, H,|i|, Ha|j], H1|i—1]) faca
) 1 — 1—1
6 enquanto DIR(X,Y, H,|i|, Ha|j], H2|j+1]) faca
4 7 — 741
8 devolva (7, 7)
O

algoritmo esta correto?

o |
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Tangente inferior?

fTANGENTEINFERIOR (X,Y, Hy, hy, Ho, ho) T
1 ¢« argmax{X[H{|k|]]:1<Ek<hi} = maisadireita
2 j <« argmin{X|Holk]]: 1 <k <hg} = maisaesquerda
3 enquanto DIR(X,Y, Hi|i], Ha|j], Hi[i—1])
ou DIR(X,Y, Hi|i|, Ha|j], H2|7+1]) faca

4 enquanto DIR(X,Y, H,|i|, Ha|j], H1|i—1]) faca
) 1 — 1—1

6 enquanto DIR(X,Y, H,|i|, Ha|j], H2|j+1]) faca
4 7 — 741

8

devolva (7, )

O algoritmo esta correto?
Se ele termina, a resposta € correta.

o |
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Tangente inferior?

fTANGENTEINFERIOR (X,Y, Hy, hy, Ho, ho) T
1 ¢« argmax{X[H{|k|]]:1<Ek<hi} = maisadireita
2 j <« argmin{X|Holk]]: 1 <k <hg} = maisaesquerda
3 enquanto DIR(X,Y, Hi|i], Ha|j], Hi[i—1])
ou DIR(X,Y, Hi|i|, Ha|j], H2|7+1]) faca

4 enquanto DIR(X,Y, H,|i|, Ha|j], H1|i—1]) faca
) 1 — 1—1

6 enquanto DIR(X,Y, H,|i|, Ha|j], H2|j+1]) faca
4 7 — 741

8

devolva (7, )

O algoritmo esta correto?
Se ele termina, a resposta € correta.

LE ele termina? J
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Correcao do algoritmo

-

Pergunta:
TANGENTEINFERIOR(X, Y, Hy, h1, Ha, ho) termina?

-



Correcao do algoritmo
- -

ergunta:
TANGENTEINFERIOR(X, Y, Hy, h1, Ha, ho) termina?

Invariante: (7, ) sO intersecta os dois fechos nos extremos.

o |
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Correcao do algoritmo
- -

ergunta:
TANGENTEINFERIOR(X, Y, Hy, h1, Ha, ho) termina?

Invariante: (7, ) sO intersecta os dois fechos nos extremos.

Se (i3, ) € a tangente inferior,
entao 7, esta na metade de baixo de Hi|1 .. hq]
(entre o0 ponto mais a esquerda e o mais a direita)
e j, esta na metade de baixo de Hs[1.. hs].
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Correcao do algoritmo
- -

ergunta:
TANGENTEINFERIOR(X, Y, Hy, h1, Ha, ho) termina?

Invariante: (7, ) sO intersecta os dois fechos nos extremos.

Se (i3, ) € a tangente inferior,
entao 7, esta na metade de baixo de Hi|1 .. hq]
(entre o ponto mais a esquerda e o mais a direita)
e j, esta na metade de baixo de Hs[1.. hs].

Uma vez que : atinge i;, ele ndo é mais decrementado.
Uma vez que j atinge j;, ele ndo é mais incrementado.

o |
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Correcao do algoritmo
- -

ergunta:
TANGENTEINFERIOR(X, Y, Hy, h1, Ha, ho) termina?

Invariante: (7, ) sO intersecta os dois fechos nos extremos.

Se (i3, ) € a tangente inferior,
entao 7, esta na metade de baixo de Hi|1 .. hq]
(entre o ponto mais a esquerda e o mais a direita)
e j, esta na metade de baixo de Hs[1.. hs].

Uma vez que : atinge i;, ele ndo é mais decrementado.
Uma vez que j atinge j;, ele ndo é mais incrementado.

LAssim TANGENTEINFERIOR(X,Y, H{, hy, Hs, ho) termina. J
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Tangente inferior

fTANGENTEINFERIOR (X,Y, Hy, hy, Ha, ho) T
1 ¢« argmax{X[H{|k]]: 1<k <hi} > maisadieita
2 j«—argmin{X|Hak]]: 1<k <hs} = maisaesquerda
3 enquanto DIR(X,Y, Hi|i|, Ha|j]|, Hi[i—1])
ou DIR(X,Y, Hi|i|, Ha|j], H2|7+1]) faca

4 enquanto DIR(X, Y, H1|i|, Ha|j]|, H1[:—1]) faca
5 1 —1—1

6 enquanto DIR(X,Y, H,|i|, Ha|j], H2|j+1]) faca
4 7 — 741

8

devolva (7, )

O algoritmo esta correto?
Ele termina e produz a resposta correta.

LConsumo de tempo: O(n), onde n = hy + hs. J
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Tangente superior

O par (i, )

é uma tangente superior para a colecao vermelha se os
pontos de indice H,[i—1] e H[i+1]| estao “abaixo” do
segmento entre i e j,

o |
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Tangente superior

O par (7, 7)

é uma tangente superior para a colecao vermelha se os
pontos de indice H,[i—1]| e H,|i+1] estdo “abaixo” do
segmento entre i e j,

é uma tangente superior para a colecao azul se os pontos
de indice Hs|j—1]| e Hs[j+1] estao “abaixo” do segmento
entre i e 7,

o |
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Tangente superior

O par (7, 7)
é uma tangente superior para a colecao vermelha se os
pontos de indice H,[i—1]| e H,|i+1] estdo “abaixo” do
segmento entre i e j,
é uma tangente superior para a colecao azul se os pontos
de indice Hs|j—1]| e Hs[j+1] estao “abaixo” do segmento
entre i e 7,
Lé uma tangente superior se for os dois acima. J
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Tangente superior
- Opar (i, ) o

é uma tangente superior para a colecao vermelha se os
pontos de indice H,[i—1| e H|i+1] estdo “abaixo” do
segmento entre i e j,

é uma tangente superior para a colecao azul se os pontos
de indice Hs|j—1]| e Hz[j+1] estao “abaixo” do segmento
entre i e j,

é uma tangente superior se for os dois acima.

Exercicio: Escreva a rotina
TANGENTESUPERIOR (X,Y, Hy, hy, Hs, hs),
que recebe X,Y e os fechos (Hi,hi) € (Hs, he) €
devolve a tangente superior (i, j) dos dois fechos.
LSua rotina deve consumir tempo O(n), onde n = hy + hs. J
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o

onsidere os indices “modulo” o tamanho do fecho em questao.

Junta fechos

-

JUNTAHULL (X,Y, Hy, hy, Ha, ho)

B

OCOWOO~NOOUITHSWNEPE

(71, 75) < TANGENTEINFERIOR(X,Y, H{, h1, Ho, ho)
(¢, j¢) < TANGENTESUPERIOR(X,Y, H{, h1, Ho, ho)
h «— 0
1 — it
engquanto : # i, + 1 faca

h—h+1 Hhl— Hi] 1—i+1
J < Jb
enguanto j # j; — 1 faca

h«—h+1 Hhl«— Hslj|] j<—7+1
devolva (H, h)

|
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Considere os indices “modulo” o tamanho do fecho em questao.

Junta fechos

-

JUNTAHULL (X,Y, Hy, hy, Ha, ho)

OCOoO~NOOUITPAWDNPEF

10

(71, 75) < TANGENTEINFERIOR(X,Y, H{, h1, Ho, ho)
(¢, j¢) < TANGENTESUPERIOR(X,Y, H{, h1, Ho, ho)
h «— 0
1 — it
engquanto : # i, + 1 faca

h—h+1 Hhl— Hi] 1—i+1
J < Jb
enguanto j # j; — 1 faca

h«—h+1 Hhl«— Hslj|] j<—7+1
devolva (H, h)

LConsumo de tempo: O(n), onde n = hy + hs. J
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Fecho convexo: um resumo

f Algoritmo Consumo no pior caso T
EMBRULHO O(nh)
INCREMENTAL O(n?)
GRAHAM O(nlgn)
QUICKHULL O(nh)
MERGEHULL O(nlgn)




Fecho convexo: um resumo

f Algoritmo Consumo no pior caso T
EMBRULHO O(nh)
INCREMENTAL O(n?)
GRAHAM O(nlgn)
QUICKHULL O(nh)
MERGEHULL O(nlgn)

Cota inferior para o fecho convexo:
nao existe algoritmo para encontrar o fecho convexo que no

pior caso consuma o(nlgh).

o |
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Fecho convexo: um resumo

f Algoritmo Consumo no pior caso T
EMBRULHO O(nh)
INCREMENTAL O(n?)
GRAHAM O(nlgn)
QUICKHULL O(nh)
MERGEHULL O(nlgn)

Cota inferior para o fecho convexo:
nao existe algoritmo para encontrar o fecho convexo que no
pior caso consuma o(nlgh).

Na aula vimos uma reducao do problema da ordenacao
para o fecho convexo no plano que implica em um
resultado um pouco mais fraco gue este.

GeoComp 2009 — p. 23



	Combinação convexa
	Combinação convexa

	Mergehull
	Mergehull
	Mergehull
	Mergehull

	Mergehull
	Mergehull

	Miolo recursivo do Mergehull
	Miolo recursivo do Mergehull
	Miolo recursivo do Mergehull
	Miolo recursivo do Mergehull

	Como juntar o fecho de duas coleções?
	Como juntar o fecho de duas coleções?
	Como juntar o fecho de duas coleções?

	Como juntar o fecho de duas coleções?
	Como juntar o fecho de duas coleções?

	Como juntar o fecho de duas coleções?
	Como juntar o fecho de duas coleções?

	Tangente inferior
	Tangente inferior
	Tangente inferior
	Tangente inferior
	Tangente inferior
	Tangente inferior

	Como encontrar a tangente inferior?
	Como encontrar a tangente inferior?
	Como encontrar a tangente inferior?

	Como encontrar a tangente inferior?
	Como encontrar a tangente inferior?
	Como encontrar a tangente inferior?
	Como encontrar a tangente inferior?
	Como encontrar a tangente inferior?
	Como encontrar a tangente inferior?
	Como encontrar a tangente inferior?

	Como encontrar a tangente inferior?
	Como encontrar a tangente inferior?
	Como encontrar a tangente inferior?
	Como encontrar a tangente inferior?
	Como encontrar a tangente inferior?
	Como encontrar a tangente inferior?
	Como encontrar a tangente inferior?

	Como encontrar a tangente inferior?
	Como encontrar a tangente inferior?

	Como encontrar a tangente inferior?
	Simplificação
	Tangente inferior?
	Tangente inferior?
	Tangente inferior?
	Tangente inferior?

	Correção do algoritmo
	Correção do algoritmo
	Correção do algoritmo
	Correção do algoritmo
	Correção do algoritmo

	Tangente inferior
	Tangente superior
	Tangente superior
	Tangente superior

	Tangente superior
	Junta fechos
	Junta fechos

	Fecho convexo: um resumo
	Fecho convexo: um resumo
	Fecho convexo: um resumo


