Analise de Algoritmos

Slides de Paulo Feofiloff

[com erros do coelho e agora também da cris]
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NotacaoO

flntuitivamente. .

O(f(n)) = funcOes g nao crescem mais
rapido que f(n)

funcGes menores ou iguais a
um multiplo de f(n)

2

n? (3/2)n? 9999n n? /1000 etc.

crescem todas com a mesma velocidade
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NotacaoO

flntuitivamente. .

O(f(n)) = funcOes g nao crescem mais
rapido que f(n)

funcGes menores ou iguais a
um multiplo de f(n)

2

n? (3/2)n? 9999n n? /1000 etc.

crescem todas com a mesma velocidade
® n?+99n é O(n?)
® 33n? é 0O(n?)
® 9n+2é0(n?
8 0,000017° — 20002 N0 € O(n2)
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Definicao
ejam T'(n) e f(n) funcOes dos inteiros nos reais. T

Dizemos que 7'(n) € O(f(n)) se existem constantes
positivas ¢ e ng tais que

0 < T(n) < cf(n)

para todo n > ny.

\ cfn)

consumo de tempo

i —
no tamanho da entrada




Mais informal
rT(n) e O(f(n)) se existe ¢ > 0 tal que T
T(n) < cf(n)

para todo n suficientemente G RAN D E

| ¢ f(n)

consumo de tempo

| =
L no tamanho da entrada J
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Uso da notacad)
 O(f(n)) ={T(n) : existem ce ng tq 0 < T'(n) < cf (n),n > no}
“I'(n) € O(f(n))” deve ser entendido como “T'(n) € O(f(n))”.

“I'(n) = O(f(n))” deve ser entendido como “I'(n) € O(f(n))”".

=
=
A

O(f(n))” é feio.
“I'(n) > O(f(n))” nao faz sentido!

“T'(n) € g(n) + O(f(n))” significa que existem constantes
positivas ¢ e ng tais que

0 < T(n) < gn)+cfn)

- paratodo n > np. o
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Nomes de classe®

classe nome

O(1) constante
O(lgn) logaritmica
O(n) linear
O(nlgn) nlogn
O(n?) quadratica
O(n?) cubica
O(n*) com k > 1 | polinomial
O(2") exponencial
O(a™) coma > 1 | exponencial
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Analise da intercalacao

- Problema: Dados A[p..q] e A[g+1..d] crescentes,
rearranjar Alp..d| de modo que ele figue em ordem

crescente.

Para que valores de ¢ o problema faz sentido?

Entra:

33

5

7

99

11

44

66

88

-
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Analise da intercalacao

- Problema: Dados A[p..q] e A[g+1..d] crescentes,
rearranjar Alp..d| de modo que ele figue em ordem

crescente.

Para que valores de ¢ o problema faz sentido?

Entra:
p q d
A 22133 |55 | 77199 |11 |44 | 66 | 88
Sai:
p q d
A 11122133144 155166 | 77|88 99

-
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-

OO ~NOOOUIA~,WDNEO

Intercalacao

INTERCALA (A, p, ¢, d)

> Blp..d] € um vetor auxiliar
para i < p até ¢ faca
Bli] « Ali]
para j — g+ 1 até d faca
Bld+ g+ 1— j] — Alj]
L P
J—d
para k <« p até d faca
se B[i| < B|J]
entao Alk| «— Bli]
1— 1+ 1
senao Alk|] < Blj]
Je—j—1
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Intercalacao

33

55

7

11

44

66

88
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Intercalacao

22

33

29

I

99

88

66

44
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Intercalacao

11

22

33

29

I

99

88

66

11
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Intercalacao
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I
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88
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Intercalacao
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Intercalacao
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33
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22

33

29

I
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88
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Intercalacao

11

22

33

44

5

22

33

29

I

99

88

66

44

11
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Intercalacao
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Intercalacao

11

22

33

44

5

66

7

22

33

29

I

99

88

66

44

11




Intercalacao
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Intercalacao
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OO ~NOOOUIA~,WDNEO

Intercalacao

INTERCALA (A, p, ¢, d)

> Blp..d] € um vetor auxiliar
para i < p até ¢ faca
Bli] « Ali]
para j — g+ 1 até d faca
Bld+ g+ 1— j] — Alj]
L P
j—d
para k <« p até d faca
se Bli| < Blj]
entao Alk| «— Bli]
1«— 1+ 1
senao Alk| < Blj]
Je—3—1

|
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Consumo de tempo

e a execucao de cada linha de codigo consome 1 unidadej

de tempo o consumo total é:

linha todas as execucoOes da linha
1 ?
2 ?
3 ?
4 ?
5 ?
6 ?
7 ?
8 ?
0-12 ?
L total ?

|
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Consumo de tempo

e a execucao de cada linha de codigo consome 1 unidadej
de tempo o consumo total € (n :=r — p + 1):

linha todas as execucoOes da linha

1 = g—p+2 =n—-d+q+1
2 = qgq—p+1 =n—-d+q
3 = d—(¢+1)+2 =n—-q+p
4 = d—(g+1)+1 =n—qg+p—1
5 = 1
6 = 1
7 = d—p+2 = n+1
8 = d—p+1 =mn
0-12 = 2(d—p+1) = 2n
L total = 8n—-2(d—p+1)+5= 6n+5 J
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Consumo de tempo env)

-

Quanto tempo consome em funcaode n:=r —p+1?

-

linha consumo de todas as execucoes da linha
1-4 7
5-6 ?
7 ?
8 ?
0-12 ?
total ?

|
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Consumo de tempo

. N

Quanto tempo consome em funcédode n:=r —p+17?
linha consumo de todas as execucoes da linha

1-4  O(n)
5-6 O(1)
7 nO(1) = O(n)
8 nO(1) = O(n)
9-12 nO(1) = O(n)

total O(4n+1) =0O(n)



Consumo de tempo

. N

Quanto tempo consome em funcédode n:=r —p+17?
linha consumo de todas as execucoes da linha

1-4  O(n)
5-6 O(1)
7 nO(1) = O(n)
8 nO(1) = O(n)
9-12 nO(1) = O(n)

total O(4n+1) =0O(n)

Conclusao:

L O algoritmo consome O(n) unidades de tempo. J




Definicao
Izemos que T'(n) € Q)(f(n)) se existem constantes j
positivas ¢ e ng tais que

0 < cf(n) < T(n)

para todo n > ny.
\ T(n)

consumo de tempo

| -
L no tamanho da entrada J



Mais informal
I—T(n) = Q(f(n)) se existe ¢ > 0 tal que T
cfln) < T(n)

para todo n suficientemente G RAN D E

i T(n)

consumo de tempo

| -
L no tamanho da entrada J
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Exemplos

-

Exemplo 1
Se T'(n) > 0.001n* para todo n > 8, entdo T'(n) é Q(n?).



Exemplos

- N

Exemplo 1
Se T'(n) > 0.001n* para todo n > 8, entdo T'(n) é Q(n?).

Prova: Aplique a definicao com ¢ = 0.001 e ng = 8.

o |
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Exemplo 2

fO consumo de tempo do InTercaLA € O(n) e tambem Q(n). T



Exemplo 2

fO consumo de tempo do InTercaLA € O(n) e tambem Q(n). T
linha todas as execucoOes da linha

1 = q—p+2 =n—-d+qg+1
2 = g—p+1 =n—-d+q
3 = d—(q+1)+2 =n—qg+p
4 = d—(g+1)+1 =n—qg+p—1
5 = 1
6 = 1
7 = d—p+2 = n+1
8 = d—p+1 =n
0-12 = 2(d—p+1) = 2n
L total = 8 —2(d—p+1)+5=6n+5 J
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Exemplo 3

-

SeT(n)eQ(f(n)),entdo f(n) e O(T(n)).
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Exemplo 3

-

SeT(n)eQ(f(n)),entdo f(n) e O(T(n)). T

Prova: Se T'(n) é Q(f(n)), entdo existem constantes
positivas c e ng tais que

0 < cf(n) < T(n)
para todo n > ng. Logo,
f(n) < 1/c¢T(n)
para todo n > ng. Portanto, f(n) € O(T(n)).

o |
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Definicao
ejam T'(n) e f(n) fungoes dos inteiros nos reais. T
Dizemos que T'(n) € ©(f(n)) se

T'(n) e O(f(n)) € T(n) e Q(f(n)).

co f (n)
| T(n)
S
= c1f (n)
o
3
o
=
-
&
3
—

L flno tamanho da entrada J
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Definicao
Izemos que T'(n) € O(f(n)) se se existem constantes T
positivas ¢, ¢y e ng tals que

ci f(n) < T(n) < 2 f(n)
para todo n > ny.

\ co f(n)

T(n)
c1 f(n)

consumo de tempo

B _

no tamanho da entrada



Nomes de classe®

classe nome

O(1) constante
O(logn) logaritmica
O(n) linear
O(nlogn) nlogn

O(n?) quadratica
O(n?) clbica
O(n*) com k >=1 | polinomial
O(2") exponencial
©(a") coma >1 | exponencial

|
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Palavras de Cautela

-

Suponha que A e B sao algoritmos para um mesmo
problema. Suponha gque o consumo de tempo de A é
“essencialmente” 100 e que o0 consumo de tempo de B &
“essencialmente” n log, n.

-

o |
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Palavras de Cautela

-

Suponha que A e B sao algoritmos para um mesmo
problema. Suponha gque o consumo de tempo de A é
“essencialmente” 100 e que o0 consumo de tempo de B &
“essencialmente” n log, n.

-

100n € ©(n) e nlog;gn € O(nlgn).
Logo, A é assintoticamente mais eficiente que B.

o |
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Palavras de Cautela

o N

Suponha que A e B sao algoritmos para um mesmo
problema. Suponha gque o consumo de tempo de A é
“essencialmente” 100 e que o0 consumo de tempo de B &

“essencialmente” n log, n.

100n € ©(n) e nlog;gn € O(nlgn).
Logo, A é assintoticamente mais eficiente que B.

A é mais eficiente que B para n > 1019,
1019 = um googol
~ humero de atomos no universo observavel

L = numero ENORME J
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Palavras de Cautela

rConcluséio: T

Lembre das constantes e termos de baixa ordem
gue estao “escondidos” na notacao assintotica.

Em geral um algoritmo que consome tempo O(nlgn), €
com fatores constantes razoaveis, é bem eficiente.

Um algoritmo que consome tempo O(n?*) pode, algumas
vezes ser satisfatorio.

Um algoritmo que consome tempo O(2") é dificiimente
aceitavel.

LDO ponto de vista de AA, eficiente = polinomial. |
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Mergesort

- N

earranja Alp..d|, com p < d, em ordem crescente.

MERGE-SORT (A4, p, d)
sep<d
entao q < |(p+d)/2]
MERGE-SORT (A, p, q)
MERGE-SORT (4, ¢ + 1, d)
INTERCALA (A, p, g, d)

OO~ WNPEF

o |
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Merge-Sort
- -

earranja Alp..d|, com p < d, em ordem crescente.

MERGE-SORT (A4, p, d)
sep<d
entao q < |(p+d)/2]
MERGE-SORT (A, p, q)
MERGE-SORT (A4, ¢ + 1, d)
INTERCALA (A, p, g, d)

OO WOWNPEF

o |
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Mergesort

- N

earranja Alp..d|, com p < d, em ordem crescente.

MERGE-SORT (A4, p, d)
sep<d
entao q < |(p+d)/2]
MERGE-SORT (A, p, q)
MERGE-SORT (4, ¢ + 1, d)

INTERCALA (A, p, ¢, d)

gl N -

o |
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Mergesort

- N

earranja Alp..d|, com p < d, em ordem crescente.

MERGE-SORT (A4, p, d)
sep<d
entao q < |(p+d)/2]
MERGE-SORT (A, p, q)
MERGE-SORT (4, ¢ + 1, d)
INTERCALA (A, p, ¢, d)

OO~ WNPEF

o |
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Mergesort

33

66

44

11

7

22

88
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Mergesort

p q d
5513316644199 |11|77]22 |88
p q d
55133166 |44 |99

Algoritmos — p. 40



Mergesort

p q d
A 550331664499 |11 |77|22] 88
p q d
A |55133(66]44 |99
p q d
A |55|33|66




Mergesort

p q d
5513316644199 |11|77]22 |88
p q d

55133166 |44 |99

p q d

55133166

p d

55|33

|
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Mergesort

p q d
33155(66 |44 (99| 11|77 12288
p q d

33 155|166 |44 |99

p q d

33155166

p d

33|55

|
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Mergesort

p q d
A 335506644199 |11|77|22] 88
p q d
A |33155(66144 |99
p q d
A 335566




Mergesort

p q d
A 335506644199 |11|77|22] 88
p q d
A |33155(66144 |99
p q d
A 335566




Mergesort

p q d
331556644199 |11 |77|22 |88
p q d
33 1551|6644 |99
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Mergesort

p q d

A 3355|6644 199|11|77122 |88
p q d
A |33155(661]44 99
p d
A 44 | 99




Mergesort

p q d

A 3355|6644 199 (117712288
p q d
A |33|55(661]44 99
p d
A 44 | 99




Mergesort

p q d
33155664499 | 11|77 |22 |88
p q d
3355|6644 |99
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Mergesort

p q d
331445516699 |11]771]22 |88
p q d
33144 | 55|66 | 99
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Mergesort

44

55

66

11

7

22

88
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Mergesort

p q d
331445516699 | 1177|2288
D d
1177122188
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Mergesort

p q d

A 3344155669911 |77 |22 |88




Mergesort

p q d

A 3344155669911 |77 |22 |88




Mergesort

p q d
331445516699 | 11|77]22] 88
D d
11177122188
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Mergesort

p q d

A 3344155669911 |77 |22 |88




Mergesort

p q d

A 3344155669911 |77 |22 |88




Mergesort

p q d
33144 [55]166(99|11|77]22] 88
D d
11177122188
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Mergesort

p q d
331445516699 | 11|22 77|88
D d
1112277 88

Algoritmos — p. 59



Mergesort

44

55

66

11

22

7

88
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Mergesort

22

33

44

66

7

88

99
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Mergesort

22

33

44

66

7

88

99
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Mergesort

- N

earranja Alp..d|, com p < d, em ordem crescente.

MERGE-SORT (A, p, d)
sep<d
entao ¢ < [(p+d)/2]
MERGE-SORT (A, p, q)
MERGE-SORT (4, ¢ + 1, d)
INTERCALA (A, p, g, d)

OO~ WNPEF

O algoritmo esta correto?

o |
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Mergesort

r

earranja Alp..d|, com p < d, em ordem crescente.

MERGE-SORT (A, p, d)
sep<d
entao q < [(p+d)/2]
MERGE-SORT (4, , ¢)
MERGE-SORT (4, ¢ + 1, d)
INTERCALA (A, p, ¢, d)

OO~ WNPEF

O algoritmo esta correto?

A correcao do algoritmo, que se apdia na correcao do
INTERCALA, pode ser demonstrada por inducao
emn:=d—p+ 1.

.

-

|
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Consumo de tempo

- Minimo, médio ou maximo? ]
Melhor caso, caso médio, pior caso?

consumo de tempo

B C D E F G
entradas J

T
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Mergesort

- N

earranja Alp..d|, com p < d, em ordem crescente.

MERGE-SORT (A, p, d)
sep<d
entao q < [(p+d)/2]
MERGE-SORT (A, p, q)
MERGE-SORT (4, ¢ + 1, d)
INTERCALA (A, p, g, d)

OO~ WNPEF

Consumo de tempo?

o |
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Mergesort

- N

earranja Alp..d|, com p < d, em ordem crescente.

MERGE-SORT (A, p, d)
sep<d
entao q < [(p+d)/2]
MERGE-SORT (A, p, q)
MERGE-SORT (4, ¢ + 1, d)
INTERCALA (A, p, g, d)

OO~ WNPEF

Consumo de tempo?
T(n) := consumo de tempo maximo quandon =d —p+ 1

o |
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Mergesort

MERGE-SORT (A4, p, d) o
1 sep<d

2 entao q < |(p+d)/2]

3 MERGE-SORT (A, p, q)

4 MERGE-SORT (A,q + 1,d)

5 INTERCALA (A, p, g, d)

linha consumo na linha

o ~ WODN
DY) D) Y -

T(n) =7 o
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Mergesort

MERGE-SORT (A, p, d)
sep<d
entao ¢ < [(p+d)/2]
MERGE-SORT (4, p, ¢)
MERGE-SORT (A, ¢ + 1, d)
INTERCALA (A, . g, d)

OO~ WNPEF

linha consumo na linha

1 O(1)
2 o(1)
3 T(In/2])
4 T(ln/2])
5 O(n)

T(n) = T(In/2]) +T([n/2]) +O(n +2)
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Mergesort

-

T(n) := consumo de tempo maximo quandon=d —p + 1

-
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Mergesort

-

T(n) := consumo de tempo maximo quandon=d —p + 1

-

Solucao: T'(n) é ©(777).

Demonstracao: ...

o |
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Mergesort

-

T(n) := consumo de tempo maximo quandon=d —p + 1

Solucao: T'(n) é ©(777).
Demonstracao: ...

Veremos, mas antes estudaremos recorréncias.

o

-
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