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ALGORITMO DE SHAMOS

Deve-se a Shamos o algoritmo de divisao e conquista visto na aula 2 para, dada uma cole¢ao de n pontos no
plano, determinar um par de pontos mais proximos da cole¢do. A parte mais delicada desse algoritmo é provar
que ele esta correto. Por que esse algoritmo de fato devolve um par de pontos mais préximos?

O algoritmo considera uma linha diviséria vertical £ que deixa metade dos pontos da colegdo a esquerda e
metade & direita. A idéia do algoritmo € calcular um par de pontos na metade esquerda o mais proximo possivel,
um par de pontos na metade direita o mais proximo possivel, e finalmente, se necessario, um par de pontos o
mais préximo possivel com um ponto em uma metade e o outro na outra.

A divisao da colecao de pontos nas duas metades, que chamaremos de metade esquerda e metade direita,
é feita pela rotina Divibe. A rotina usa para tanto dois vetores, p, e p,, que apresentam a lista de pontos
ordenada um pela coordenada x e outro pela coordenada y. Veja o codigo da rotina nas transparéncias da
aula 2. O que a rotina Divipe devolve efetivamente sdo dois pares de vetores, (p;,p;) e (pk,py), que contém
a lista dos |n/2] ou [n/2] pontos da metade esquerda e da metade direita, ordenados pela coordenada x e
pela coordenada y respectivamente. E facil ver que a rotina Divioe funciona corretamente, desde que ndo haja
pontos com coordenadas x coincidentes, ou com coordenadas y coincidentes.

A obtencao de um par de pontos mais proximos na metade esquerda e na metade direita é feita recursivamente,
e portanto funciona corretamente por um argumento indutivo.

A parte delicada é a final, em que se determina, se necessario, um par de pontos o mais proximo possivel
com um ponto em uma metade e 0 outro na outra. Essa é a principal tarefa da rotina Comsina. Seja § o
minimo entre a distancia dos dois pares de pontos obtidos recursivamente. A pergunta a ser respondida para
garantir que o algoritmo de fato da a responta correta é: por que a rotina Comsina determina se existe um par
de pontos, cada um de um lado da linha ¢, a uma distancia menor que 4 e, em caso afirmativo, encontra um tal
par de pontos assim, a distadncia minima?

Para efetuar essa tarefa, é facil ver que Comsina precisa apenas olhar para os pontos que estdo a uma distancia
nao mais que 0 da linha /. A primeira etapa de Compina é exatamente selecionar tais pontos. Isso é feito nas
linhas 3 6. Fixe a atencao em um dos pontos selecionados, digamos, o ponto p. Considere a figura abaixo.
Na figura, cada um dos quadrados esta totalmente contido em uma das duas metades. Ademais, cada um dos
quadrados tem lado §/2. Como a diagonal de um tal quadrado mede §/+/2 < §, ndo pode haver dois pontos da
colegdo em um mesmo quadrado destes. (Ou tais pontos estariam em uma mesma metade e estariam a uma
distdncia menor que 0, uma contradi¢do & defini¢do de 4.) Como a linha horizontal do meio da figura passa
exatamente pelo ponto p, qualquer ponto selecionado que esteja a uma distadncia menor que § de p deve estar
num dos quadrados da figura. Ou seja, hd no maximo 14 pontos selecionados que podem estar a uma distancia
menor que § de p. Destes no méaximo 14, ndo mais que sete estdo acima de p.

14

A segunda etapa de Compina consiste em percorrer os pontos selecionados calculando a distancia entre cada
um deles e os (no méximo) sete pontos selecionados seguintes em ordem da coordenada y. Observe que a selegao
dos pontos, feita nas linhas 3—6 da rotina Comsina, ji os mantém ordenados pela coordenada y. Apenas um
ponto dentre esses sete pontos tém chance de estar a menos do que § do ponto em questdo e na outra metade
em relacao ao ponto. De todas as distancias calculadas, a rotina Compina mantém a menor, desde que ela seja
menor que 0, e um dos pares que atingiu esse minimo. Ao final, a rotina devolve ou esse par, ou um dos dois
pares obtidos recursivamente, aquele que for o mais proximo destes trés.
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EXERCICIOS

1). Ajuste o algoritmo dado nas transparéncias da aula 2 para que funcione mesmo que a colegao de pontos
dada inclua pontos com coordenadas x ou y coincidentes.

2). Refine o algoritmo e o argumento que garante que ele funciona para que, na rotina Comsina, cada ponto
da faixa central seja comparado com menos que sete pontos.

[Note que para a ordem de complexidade do algoritmo tanto faz se para cada m € M calculamos 7, 6 ou 100000
distancias—o algoritmo continua tendo complexidade de tempo O(nlogn).|

3). [CLRS 33.4-1] O Prof. Maqui Sperto teve uma idéia genial e veio com um novo esquema para que o
algoritmo encontre o par mais-préximo verificando, na sua fase COMBINAR, somente a distancia entre
cada ponto m € M e os 5 pontos que estdo a seguir de m em M. A idéia é sempre colocar os pontos da
reta [ no conjunto F da esquerda. Entao, nao podera haver um par de pontos coincidentes sobre a reta
[ com um ponto em E e outro ponto em D. Portanto, no maximo 6 pontos podem estar na retagulo de
dimensoes § x 20. Onde esta a bobagem no esquema proposto pelo professor Sperto.

4). [CLRS 33.4-2] Sem aumentar a complexidade de tempo assintotica do algoritmo, mostre como garantir
que o conjunto de pontos passados para a primeira chamada recursiva do algoritmo nao contenha pontos
coincidentes. Prove que entdo é suficiente que o algoritmo verifique os 6 (e ndo 7) pontos que seguem
cada ponto em M. Por que ndo é suficiente verificar somente 5 pontos? Ou é suficiente?

5). Considere a fase COMBINAR do algoritmo de divisdo-e-conquista para o Problema do Par Mais-Proximo,
visto em sala de aula. Modifique a rotina Comsina para que seja calculada a distancia entre cada ponto
e apenas pontos do outro lado da particao feita em Drvipe. Mostre que, nesta fase, para cada ponto na
esquerda, é suficiente o algoritmo calcular a distancia entre dele com no méaximo 6 pontos na direira.

6). Para a modificagdo proposta no exercicio anterior, vocé consegue mostrar um exemplo onde é realmente
necessario calcularmos a distancia entre cada ponto e 6 pontos dy,...,ds do outro lado da parti¢ao?
(Ou seja, o seu exemplo deve mostrar um ponto e da esquerda, digamos, e pontos dy, ..., ds da direita
na proximidade do ponto e de tal forma que se o algoritmo calcula a distancia entre e e apenas cada um
dos pontos dy, ..., ds entdo o algoritmo nao devolve o par mais-proximo (que por azar é o par {e,dg}.)
Se vocé nao conseguir encontrar um tal exemplo, entdo tente mostrar que é suficiente o algoritmo
calcular a distancia entre cada ponto de um lado e menos do que 6 pontos do outro lado.

7). [CLRS 33.4-3] A distancia entre dois pontos pode ser definida de diversas maneiras além da Euclidiana.
No plano, a L,,-distancia entre dois pontos p = (pz,py) € ¢ = (¢z,qy) € dada por (|ps — g|™ +
Ipy — qy|™)Y/™. Portanto, a distancia Euclidiana é a Lo-distancia. Modifique o algoritmo de divisdo-
e-conquista para o Problema do Par Mais Proximo de tal forma que ele devolva o par de pontos
mais-proximo em relagdo a Li-distancia (também conhecida como Manhattan distance).

8). [CLRS 33.4-4] Dados dois pontos p e ¢ no plano, a L-distancia entre eles é dada por max{|p; —¢z/|, |py —
gy|}- Modifique o algoritmo para o par mais proximo para que ele encontre um par mais-proximo de
acordo com a L.-distancia.

Observagao: Sempre que descrever uma modificagdo de um algoritmo dado, exiba o resultado da modificagao
em pseudo-codigo.



