
Geometria Computa
ionalDepartamento de Ciên
ia da Computação � IME/USPSegundo Semestre de 2007Algoritmo de ShamosDeve-se a Shamos o algoritmo de divisão e 
onquista visto na aula 2 para, dada uma 
oleção de n pontos noplano, determinar um par de pontos mais próximos da 
oleção. A parte mais deli
ada desse algoritmo é provarque ele está 
orreto. Por que esse algoritmo de fato devolve um par de pontos mais próximos?O algoritmo 
onsidera uma linha divisória verti
al ℓ que deixa metade dos pontos da 
oleção à esquerda emetade à direita. A idéia do algoritmo é 
al
ular um par de pontos na metade esquerda o mais próximo possível,um par de pontos na metade direita o mais próximo possível, e �nalmente, se ne
essário, um par de pontos omais próximo possível 
om um ponto em uma metade e o outro na outra.A divisão da 
oleção de pontos nas duas metades, que 
hamaremos de metade esquerda e metade direita,é feita pela rotina DIVIDE. A rotina usa para tanto dois vetores, px e py, que apresentam a lista de pontosordenada um pela 
oordenada x e outro pela 
oordenada y. Veja o 
ódigo da rotina nas transparên
ias daaula 2. O que a rotina DIVIDE devolve efetivamente são dois pares de vetores, (pl
x, pl

y) e (pr
x, pr

y), que 
ontéma lista dos ⌊n/2⌋ ou ⌈n/2⌉ pontos da metade esquerda e da metade direita, ordenados pela 
oordenada x epela 
oordenada y respe
tivamente. É fá
il ver que a rotina DIVIDE fun
iona 
orretamente, desde que não hajapontos 
om 
oordenadas x 
oin
identes, ou 
om 
oordenadas y 
oin
identes.A obtenção de um par de pontos mais próximos na metade esquerda e na metade direita é feita re
ursivamente,e portanto fun
iona 
orretamente por um argumento indutivo.A parte deli
ada é a �nal, em que se determina, se ne
essário, um par de pontos o mais próximo possível
om um ponto em uma metade e o outro na outra. Essa é a prin
ipal tarefa da rotina COMBINA. Seja δ omínimo entre a distân
ia dos dois pares de pontos obtidos re
ursivamente. A pergunta a ser respondida paragarantir que o algoritmo de fato dá a responta 
orreta é: por que a rotina COMBINA determina se existe um parde pontos, 
ada um de um lado da linha ℓ, a uma distân
ia menor que δ e, em 
aso a�rmativo, en
ontra um talpar de pontos assim, à distân
ia mínima?Para efetuar essa tarefa, é fá
il ver que COMBINA pre
isa apenas olhar para os pontos que estão a uma distân
ianão mais que δ da linha ℓ. A primeira etapa de COMBINA é exatamente sele
ionar tais pontos. Isso é feito naslinhas 3�6. Fixe a atenção em um dos pontos sele
ionados, digamos, o ponto p. Considere a �gura abaixo.Na �gura, 
ada um dos quadrados está totalmente 
ontido em uma das duas metades. Ademais, 
ada um dosquadrados tem lado δ/2. Como a diagonal de um tal quadrado mede δ/
√

2 < δ, não pode haver dois pontos da
oleção em um mesmo quadrado destes. (Ou tais pontos estariam em uma mesma metade e estariam a umadistân
ia menor que δ, uma 
ontradição à de�nição de δ.) Como a linha horizontal do meio da �gura passaexatamente pelo ponto p, qualquer ponto sele
ionado que esteja a uma distân
ia menor que δ de p deve estarnum dos quadrados da �gura. Ou seja, há no máximo 14 pontos sele
ionados que podem estar a uma distân
iamenor que δ de p. Destes no máximo 14, não mais que sete estão a
ima de p.PSfrag repla
ements δ

ℓ

pA segunda etapa de COMBINA 
onsiste em per
orrer os pontos sele
ionados 
al
ulando a distân
ia entre 
adaum deles e os (no máximo) sete pontos sele
ionados seguintes em ordem da 
oordenada y. Observe que a seleçãodos pontos, feita nas linhas 3�6 da rotina COMBINA, já os mantém ordenados pela 
oordenada y. Apenas umponto dentre esses sete pontos têm 
han
e de estar a menos do que δ do ponto em questão e na outra metadeem relação ao ponto. De todas as distân
ias 
al
uladas, a rotina COMBINA mantém a menor, desde que ela sejamenor que δ, e um dos pares que atingiu esse mínimo. Ao �nal, a rotina devolve ou esse par, ou um dos doispares obtidos re
ursivamente, aquele que for o mais próximo destes três.1



Exer
í
ios1). Ajuste o algoritmo dado nas transparên
ias da aula 2 para que fun
ione mesmo que a 
oleção de pontosdada in
lua pontos 
om 
oordenadas x ou y 
oin
identes.2). Re�ne o algoritmo e o argumento que garante que ele fun
iona para que, na rotina COMBINA, 
ada pontoda faixa 
entral seja 
omparado 
om menos que sete pontos.[Note que para a ordem de 
omplexidade do algoritmo tanto faz se para 
ada m ∈ M 
al
ulamos 7, 6 ou 100000distân
ias�o algoritmo 
ontinua tendo 
omplexidade de tempo O(n log n).℄3). [CLRS 33.4-1℄ O Prof. Maqui Sperto teve uma idéia genial e veio 
om um novo esquema para que oalgoritmo en
ontre o par mais-próximo veri�
ando, na sua fase Combinar, somente a distân
ia entre
ada ponto m ∈ M e os 5 pontos que estão a seguir de m em M . A idéia é sempre 
olo
ar os pontos dareta l no 
onjunto E da esquerda. Então, não poderá haver um par de pontos 
oin
identes sobre a reta
l 
om um ponto em E e outro ponto em D. Portanto, no máximo 6 pontos podem estar na retâgulo dedimensões δ × 2δ. Onde está a bobagem no esquema proposto pelo professor Sperto.4). [CLRS 33.4-2℄ Sem aumentar a 
omplexidade de tempo assintóti
a do algoritmo, mostre 
omo garantirque o 
onjunto de pontos passados para a primeira 
hamada re
ursiva do algoritmo não 
ontenha pontos
oin
identes. Prove que então é su�
iente que o algoritmo veri�que os 6 (e não 7) pontos que seguem
ada ponto em M . Por que não é su�
iente veri�
ar somente 5 pontos? Ou é su�
iente?5). Considere a fase Combinar do algoritmo de divisão-e-
onquista para o Problema do Par Mais-Próximo,visto em sala de aula. Modi�que a rotina COMBINA para que seja 
al
ulada a distân
ia entre 
ada pontoe apenas pontos do outro lado da partição feita em DIVIDE. Mostre que, nesta fase, para 
ada ponto naesquerda, é su�
iente o algoritmo 
al
ular a distân
ia entre dele 
om no máximo 6 pontos na direira.6). Para a modi�
ação proposta no exer
í
io anterior, vo
ê 
onsegue mostrar um exemplo onde é realmentene
essário 
al
ularmos a distân
ia entre 
ada ponto e 6 pontos d1, . . . , d6 do outro lado da partição?(Ou seja, o seu exemplo deve mostrar um ponto e da esquerda, digamos, e pontos d1, . . . , d6 da direitana proximidade do ponto e de tal forma que se o algoritmo 
al
ula a distân
ia entre e e apenas 
ada umdos pontos d1, . . . , d5 então o algoritmo não devolve o par mais-próximo (que por azar é o par {e, d6}.)Se vo
ê não 
onseguir en
ontrar um tal exemplo, então tente mostrar que é su�
iente o algoritmo
al
ular a distân
ia entre 
ada ponto de um lado e menos do que 6 pontos do outro lado.7). [CLRS 33.4-3℄ A distân
ia entre dois pontos pode ser de�nida de diversas maneiras além da Eu
lidiana.No plano, a Lm-distân
ia entre dois pontos p = (px, py) e q = (qx, qy) é dada por (|px − qx|m +

|py − qy|m)1/m. Portanto, a distân
ia Eu
lidiana é a L2-distân
ia. Modi�que o algoritmo de divisão-e-
onquista para o Problema do Par Mais Próximo de tal forma que ele devolva o par de pontosmais-próximo em relação a L1-distân
ia (também 
onhe
ida 
omo Manhattan distan
e).8). [CLRS 33.4-4℄ Dados dois pontos p e q no plano, a L∞-distân
ia entre eles é dada por max{|px−qx|, |py−
qy|}. Modi�que o algoritmo para o par mais próximo para que ele en
ontre um par mais-próximo dea
ordo 
om a L∞-distân
ia.Observação: Sempre que des
rever uma modi�
ação de um algoritmo dado, exiba o resultado da modi�
açãoem pseudo-
ódigo.


