GEOMETRIA COMPUTACIONAL

JOSE COELHO DE PINA

1. DIAGRAMA DE DELAUNAY

O que veremos a seguir estabelece uma ligagdo fundamental entre o diagrama de Voro-
noi e uma triangularizagao especial.

Observagao. O material desta segao foi extraido de Figueiredo e Carvalho [2].

1.1. O diagrama. Ja estudamos o grafo dual de uma triangularizagdo quando falamos de
triangularizagao de poligonos. Consideraremos agora o grafo dual do diagrama de Voronoi
de um conjunto S de pontos em E2.

O grafo dual do diagrama de Voronoi Vor(S) é o grafo cujos vértices sao os sitios de S
e dois vértices sao ligados por uma aresta se as regides correspondentes compartilham
uma aresta. Consideremos agora o diagrama obtido ao representarmos estas arestas por
segmentos de retas. Chamaremos este diagrama de diagrama de Delaunay de S (cf. Fi-
gueiredo e Carvalho [2]) e o denotaremos por Del(S). Veja a figura 1.

FIGURA 1. Os diagramas de Voronoi (tracejado) e de Delaunay de um
conjunto de pontos.

1.2. Propriedades do diagrama de Delaunay. Devido & dualidade entre o diagrama
de Voronoi e o diagrama de Delaunay, muitas das propriedades do diagrama de Voronoi
tém uma traducao imediata em termos do diagrama de Delaunay. Abaixo listaremos
algumas dessas propriedades como teoremas.

Teorema 1 (Circulo Circunscrito). Trés sitios p1, p2 e ps de um conjunto S definem uma
face do diagrama de Delaunay de S se e somente se existe um circulo que contém py, pa
e p3 e ndo contém outro sitio de S.
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Teorema 2 (Circulo Vazio). Dois sitios p1 e pa de um conjunto S sdo adjacentes no
diagrama de Delaunay de S se e somente se existe algum circulo que contém py e pa € ndo
contém outro sitio de S.

Ficura 2. O circulo C; é um certificado de que A(p, ¢,r) é uma face de
Delaunay. O circulo Cy é um certificado de que st ¢ uma aresta de Delaunay.

Teorema 3. Todo sitio mais proximo de um sitio p de um conjunto S determina uma
aresta do diagrama de Delaunay de S incidente a p.

Teorema 4. O diagrama de Delaunay de um conjunto S de sitios é a realiza¢do de um
grafo planar.

Construiremos um conjunto de tridngulos
T(S) :={T(v) | v é um vértice de Voronoi de Vor(S)}

tais que os seus interiores sejam disjuntos e cada ponto no interior de conv(S) pertenca a
um destes triangulos.

Seja v um vértice de Voronoi e sejam piy, 1, Pu,2, Po,3 08 sitios de S tais que V(py.1), V (pv,2)
e V(py3) sdo as trés regides de Vor(S) que compartilham o vértice v. (Veja a figura 3.)
Definimos T'(v) como sendo o triangulo cujos vértices sao py 1, pv,2,Pv,3. Temos que T'(v)
é um triangulo do diagrama de Delaunay e T'(v) C conv(S) para todo vértice de Voronoi
v (a prova deste fato usa o Teorema 2).

FicuraA 3. O tridngulo T'(v) correspondente ao vértice de Voronoi v.

Teorema 5. Sejam v e u vértices distintos de Vor(S). Entdo os interiores de T(v) e T'(u)
sao disjuntos.



Teorema 6. Seja pg uma aresta do diagrama de Delaunay e seja r € S. Entdo os sitios
p, q er formam um tridngulo de T(S) se e somente se Z(prq) é mdzimo dentre todos os
angulos da forma Z(psq), onde s € S estd no mesmo semiplano de r em relagio a pq.

Prova. (A ferramenta de geometria elementar que utilizamos na prova deste teorema é
o Teorema do Angulo Inscrito.) Suponhamos que s € S estd no mesmo semiplano de
r em relagao a pq e que Z(psq) > Z(prq). Entao, pelo Teorema do Angulo Inscrito, s é
interior ao circulo contendo p, ¢ e r na fronteira, o que contradiz o fato de A(p, ¢, 7) ser um
tridangulo de 7(S). (Veja a figura 4.) Reciprocamente, se p, ¢ e r formam um triangulo
de T(S) entéo por definicdo de 7(S) e pelo Teorema 1 sabemos que existe um vértice
de Voronoi v tal que C'(v) é um circulo vazio. Agora, pelo Teorema do Angulo Inscrito
(ou um coroldrio deste teorema) sabemos que o angulo Z(prq) é maximo dentre todos os
angulos da forma Z(psq), onde s € S estd no mesmo semiplano de 7 em relagdo a pg. 1l

FiGURA 4. O tridngulo A(p,q,r) pertence a 7(5).

Teorema 7. Os tridgngulos em T(S) cobrem o fecho convezo dos sitios em S.

Em 1934, Delaunay mostrou que o diagrama Del(S) produz uma triangularizacao do
conjunto S de sitios. Esta triangularizagdo é chamada de triangularizacao de Delaunay
de S.

Teorema 8. (Delaunay [1]) O diagrama de Delaunay € uma triangularizagao do conjunto
de sitios S.

Prova. Cada tridngulo de 7(S) é formado por arestas do diagrama de Delaunay de S.
Pelo Teorema 5, a intersecgao entre os interiores de dois tridngulos distintos de 7(S) é
vazia e, pelo Teorema 7, os tridngulos em 7 (S) cobrem conv(S). Logo as regioes (faces)
limitadas do diagrama de Delaunay formam tridngulos com interiores disjuntos que cobrem

conv(S). 1

Corolario 1. O diagrama de Voronoi de um conjunto S de n sitios tem no mdzimo 2n—>5
vértices e 3n — 6 arestas.

Prova. Cada aresta do diagrama de Delaunay Del(S) corresponde a uma unica aresta de
Voronoi de Vor(S). Como Del(S) ¢ uma triangularizacio de S temos, pela Férmula de
Euler, que Del(S) tem no maximo 3n — 6 arestas e 2n — 4 faces. Logo o niimero de arestas
de Voronoi de Vor(S) é no maximo 3n — 6 e o nimero de vértices de Voronoi ¢ no méximo
2n — 5 (a face ilimitada de del(S) néo corresponde a um vértice de Voronoi). 1

2. COTA INFERIOR

Discutiremos nesta segao a cota inferior de qualquer algoritmo que constréi um diagrama
de Voronoi ou uma triangulariza¢ao de um dado conjunto S com n pontos.

Dado o diagrama de Voronoi Vor(S) nao é dificil encontrarmos o par de pontos mais
préximos em tempo O(n): basta examinarmos os sitios cujas regides compartilham uma
aresta de Voronoi—pelo Coroldrio 1 sabemos que teremos que examinar O(n) pares de
sitios; o nimero de arestas de um diagrama de Voronoi de n sitios é O(n). Como sabemos
que o Problema do Par Mais Préximo tem cota inferior £2(nlogn) temos entao o seguinte
teorema.

Teorema 9. Qualquer algoritmo para construir o diagrama de Voronoi de um dado con-
Junto com n sitios faz Q(nlogn) operagoes elementares. 1

Como veremos, o diagrama de Delaunay Del(S) pode ser obtido em tempo linear a par-
tir do diagrama de Voronoi Vor(S). O Teorema 9 j& implica que o problema de construir
o diagrama de Delaunay Del(S) de um conjunto com n sitios tem cota inferior Q(nlogn).
Entretanto, observaremos aqui que o Problema de Ordenagao pode ser reduzido ao pro-
blema de construir uma triangularizagio (nao necessariamente a de Delaunay) de um
dado conjunto de pontos. Considere um conjunto {z1,...,z,} de n nimeros. Dado este
conjunto construiremos o conjunto S formado pelos n + 1 pontos

{(171, 1)7 (I27 1)= (R ('TTH 1)7 (07 0)}
Esta transformacao pode ser realizada em tempo linear. O conjunto S tem uma tnica tri-
angularizagdo (ilustrada na figura 5). Dada esta triangularizacao (ou seja, uma estrutura
de dados, como a winged-edge, representando o grafo planar assoaciado a esta triangula-
rizagdo) podemos em tempo linear obter a ordenagao dos nimeros 1, ..., x,. Resumindo,
obtemos o seguinte teorema.
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Ficura 5. Ilustracao da reduc¢do do Problema de Ordenagao para o
problema de construir uma triangularizagao.

Teorema 10. Qualquer algoritmo para construir a triangulariza¢ao de um dado conjunto
com n pontos faz Q(nlogn) operagoes elementares. 1

O teorema acima implica que, em particular, qualquer algoritmo que construa uma
triangularizacdo de Delaunay de um dado conjunto com n sitios faz Q(nlogn) operagoes
elementares.

3. A PRIMITIVA GEOMETRICA INCIRCLE

Observacao. O material desta segio foi extraido do artigo de Guibas e Stolfi [3].

Dados quatro pontos a, b, ¢ e d, o predicado (primitiva) InCircle(a,b, ¢, d) é verdadeiro
se o ponto d estd na face esquerda da circunferéncia orientada pelo tridngulo A(a,b,c). A
face esquerda é a face interior (limitada) da circunferéncia se o tridngulo A(a, b, c) esti-
ver orientado positivamente, caso contrédrio a face esquerda é o exterior da circunferéncia.
Logo, se tomamos a, b e ¢ de tal forma que o triangulo A(a, b, ¢) esteja orientado positiva-
mente entao a primitiva InCircle decide se o ponto d estd no circulo determinado pelos
pontos a, b e c. Veja a figura 6.



< 0, se d pertence ao circulo
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FIGURA 6. A primitiva InCircle.

Notemos que uma situagao degenerada ocorre se d pertence a circunferéncia determinada
por a,b e c. Curiosamente a situagao nao é degenerada se a,b e ¢ s@o colineares e d esta
fora da reta determinada por estes pontos.

Teorema 11. O walor da primitiva InCircle(a,b,c,d) € dado pelo sinal do determinante
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4. UM ALGORITMO QUADRATICO

Este algoritmo para construir o diagrama de Delaunay de um dado conjunto S =
{p1,...,pn} de sitios imita o algoritmo Embrulho-para-presente para construir o fe-
cho convexo de um conjunto de pontos em R3. Note que dado Del(S) podemos, em tempo
linear, construir Vor(S).

4.1. A idéia do algoritmo. A idéia basica, andloga a do Algoritmo Embrulho-para-Pre-
sente, é usar as arestas do diagrama de Delaunay (arestas de Delaunay) dos tridngulos que
jé foram determinados para encontrar os outros triangulos. Cada aresta do diagrama de
Delaunay é compartilhada por um ou dois triangulos (tridngulo de Delaunay—tridngulos
da triangularizagdo de Delaunay). Uma aresta de Delaunay tem apenas um tridngulo
do diagrama incidente a ela quando estd na fronteira do fecho convexo de S. Chama-
remos uma aresta de Delaunay de livre se algum dos triangulos que compartilham esta
aresta ainda ndo foi determinado pelo algoritmo. Dada uma aresta livre p;p; de um
triangulo de Delaunay, podemos determinar o tridangulo que compartilha esta aresta da
seguinte maneira: encontre o ponto py, do lado apropriado do segmento p;p;, para o qual
o Z(pipkpj) > Z(pipsp;) para todo ponto ps que esta do mesmo lado de pi (cf. Teo-
rema 6). Este é o passo bésico do algoritmo e pode ser feito usando-se as primitivas Left
e InCircle.

4.2. O Algoritmo. Uma estrutura de adjacéncia (como winged-edge) pode ser utilizada
para armazenarmos o diagrama de Delaunay. A medida que as faces sdo introduzidas no
diagrama, suas arestas sao examinadas para verificarmos se elas j4 fazem parte da estrutura
(se sao livres ou nao). No caso da aresta examinada nao fazer parte da estrutura (i.e., a
aresta ¢ livre) ela deverd ser explorada mais tarde.

Como comegar o algoritmo ja que no inicio ndo temos nenhuma face (tridngulo) de
Del(S)? Basta procedermos de maneira andloga ao que fizemos no Algoritmo de Jarvis:
determinar uma aresta de conv(S). Esta aresta é com certeza uma aresta de Del(S) (para
a qual ainda resta construirmos o tridngulo de Del(S) incidente a ela—i.e., esta aresta ¢
livre). Com esta aresta podemos, usando o Teorema 6, encontrar uma face de Del(S).

O algoritmo empregard uma fila () para armazenar as faces que vao sendo encontradas
ao longo da execugao.

Algoritmo Delaunay(S)
Entrada: Um conjunto finito S de pontos em FE2.
Saida: O diagrama de Delaunay dos pontos em S.
1. Q « 0; [Fila com as faces encontradas.]
2. f < uma face inicial de del(S);
3. Insira f na fila e na winged-edge estrutura T’
4. while Q # 0 do
5 f < primeira face na fila Q;
6. for cada aresta livre e de f do

[Passo correspondente ao Teorema 6.]

7. f" « face do diagrama de Delaunay que compartilha e com f;

8. Insira f’ na fila Q;

9. Insira f’ na estrutura winged-edge T, conectando-a com as faces ja
geradas que lhe sdo adjacentes e determinando suas arestas livres.

10. return 7.

4.3. Anadlise do algoritmo. O algoritmo péara somente quando toda a triangularizacao
de Delaunay tiver sido obtida. Observe que se as faces geradas (inclusive a face externa)
nao cobrissem o plano, alguma aresta de uma das faces estaria livre, o que ndo ocorre ja que
o algoritmo s6 termina quando todas as arestas livres foram exploradas. O Passo 2 pode
ser feito em tempo O(n). Utilizando a primitiva InCircle podemos executar o Passo 7 em
tempo O(n). A complexidade de tempo do Passo 9 também é O(n) (precisamos varrer toda
a estrutura 7' para determinarmos se uma aresta esta presente ou nao). Como os Passos 7
e 9 serdo executados O(n) vezes (cf. Coroldrio 1) concluimos entdo que a complexidade
de tempo do Algoritmo Delaunay é O(n?).

5. UM ALGORITMO DE DIVISAO-E-CONQUISTA

Neste segao estudaremos um algoritmo de divisao-e-conquista que constréi o diagrama
de Delaunay de um dado conjunto S de n pontos no plano em tempo O(nlogn) (i.e., um
algoritmo 6timo para o problema).

Observagao. O material desta se¢ao foi extraido do Capitulo 4 de Figueiredo e Carvalho [2] e do
artigo de Guibas e Stolfi [3]. O algoritmo que veremos é devido a Lee e Schachter [4] e é dual do
algoritmo de Shamos e Hoey [6] (veja também Preparata e Shamos [5] paginas 211-220).

5.1. A descri¢ao do algoritmo. Para facilitar a nossa exposigao do algoritmo, supore-
mos que qualquer subconjunto de quatro pontos de S sdo nao-cocirculares e que qualquer
dois pontos nao tém a mesma xz-coordenada. O algoritmo estd descrito logo abaixo. No-
temos que, para que o diagrama de Delaunay de S seja construido em tempo O(nlogn),
necessitamos que a fase Combinar seja feita em tempo O(n).

Algoritmo Delaunay?2(S)

Entrada: Um conjunto S de sitios em EZ2.

Saida: O diagrama de Delaunay Del(S) de S.

1. if |S] < 3, construa Del(S) e return.

2. (Dividir) Particione S em S; com [n/2] pontos e Sy com |n/2| pontos.
3. (Conquistar) Recursivamente construa os diagramas de Del(S1) e Del(S2).
4. (Combinar ou Merge) Construa Del(S; U Sz) usando Del(S;) e Del(S2).
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Ficura 7. Tlustragado do Algoritmo Delaunay em agao.

5.2. Pré-processamento: ‘sorting step’. Para facilitar os passos Dividir e Conquis-—
tar, antes de aplicarmos o algoritmo Delaunay2, ordenaremos o conjunto de pontos dado
em relagdo as suas x-coordenadas.

5.3. Dividir. O conjunto de pontos S sera particionado em dois subconjunto em relagao
a mediana das z-coordenadas. Gragas ao pré-processamento este passo pode ser feito
rapidamente. Em outras palavras, o conjunto S serd divido com relacdo a uma reta
vertical: seja L o conjunto formado pelos sitios de S que tém z-coordenada menor ou
igual a mediana das z-coordenadas dos pontos e seja R o conjunto formado pelos demais
pontos de S (pontos & direita da reta vertical passando pela mediana das z-coordenadas).
(Escreveremos L (left) e R (right) em vez de S; e Sa, respectivamente.) Notemos que esta
escolha de conjuntos L e R, juntamente com a nossa hip6tese de que S nao tem dois pontos
com a mesma z-coordenada, garante que os diagramas Del(L) e Del(R) sao disjuntos —
se permitissemos varios pontos com a mesmo coordenada teriamos apenas que tormar um

certo cuidado para definirmos L e R, pois ndo queremos que um conjunto fique com todos
os sitios e o outro fique vazio.

5.4. Conquistar. O passo conquistar corresponde as chamadas recursivas onde cada sub-
problema serd resolvido independentemente. A base da recursao é atingida quando o con-
junto de sitios em questao tem no méximo trés sitios. Na base da recursao o diagrama de
Delaunay desses (no maximo trés) sitios pode ser facilmente construido. Por exemplo, o
diagrama de Delaunay de trés sitios corresponde a um triangulo que tem esses sitios como
vértices ou a dois segmentos ligando os sitios (no caso dos sitios serem colineares).

5.5. Combinar: ‘the merging step’. A maior parte do trabalho deste algoritmo de
divisdo-e-conquista estd neste passo (o mesmo fendmeno se verificou quando estudamos
outros algoritmos de divisdo-e-conquista). Precisamos ser cuidadosos para realizarmos este
passo em tempo linear: um algoritmo ingénuo pode atingir a complexidade de tempo O(n?)
para este passo, 0 que nao nos permitiria obter a complexidade de tempo de O(nlogn)
para todo o algoritmo.

Chamaremos as arestas de Del(L) e Del(R) de L-L-arestas e R-R-arestas, respectiva-
mente. As arestas de Del(S) que tém um extremo em um sitio de L e o outro extremo em
um sitio de R serdo ditas L-R-arestas (ou crossing edges). O passo Combinar consistird
em removermos algumas L-L e R-R-arestas e incluirmos algumas L-R-arestas.

Todas as L-R-arestas cruzam uma reta vértical [ que separa o conjunto L e o conjunto R.
Estes pontos de interse¢ao de | com as L-R-arestas de Del(S) induzem uma ordem total
no conjunto das L-R-arestas. Chamaremos esta ordem total de y-ordem. A L-R-aresta
mais ‘baixa’ (menor na y-ordem) e mais ‘alta’ (maior na y-ordem) corresponde a aresta
tangente inferior e superior a Conv(L) e Conv(R), respectivamente. (Veja a figura 8.) O
seguinte teorema nos fornece mais informagoes sobre a estrutura das L-R-arestas.

L R

L-L-arestas R-R-arestas

FIGURA 8. As L-R-arestas de Del(S).

Teorema 12. Qualquer duas L-R-arestas consecutivas na y-ordem tém um vértice em
comum. Ademais, o terceiro lado do triangulo que estas arestas determinam € uma L-L-
aresta ou uma R-R-aresta.

Suponha que tenhamos encontrado todas as L-R-arestas na y-ordem entre a tangente
inferior a conv(L) e conv(R) até uma aresta p;p,, p; € L e p, € R. (Veja a figura 9.) Pelo
Teorema 12 sabemos que a préxima L-R-aresta na y-ordem ¢ incidente a p; ou p,. Para
determinarmos esta aresta basta examinarmos os sitios de L adjacentes a p; em Del(L)
e os sitios de R adjacentes a p, em R. Por outro lado, pelo Teorema 6, sabemos que a
préxima L-R-aresta na y-ordem tem uma ponta em p; ou p, e a outra ponta em um sitio p
tal que o angulo Z(p;pp,) é maximo entre todos os sitios que estao & esquerda do segmento
(orientado) pypy.



FIGURA 9. Determinacio da préxima L-R-aresta de Del(L U R).

Abaixo encontra-se uma descri¢ao do Algoritmo MergeDelaunay que encontra as L-R-
arestas e remove as L-L e R-R-arestas que deixam de ser arestas do diagrama Del(L U R).
Em cada iteragao o algoritmo comega com uma L-R-aresta p;p, e trabalha no sentido de
encontrar a préxima L-R-aresta (préxima em relacao a y-ordem). Dentre os sitios adja-
centes a p; (pr, respectivamente) o algoritmo determina um sitio ¢; (g, respectivamente)
candidato a ponta da préxima L-R-aresta. (Veja a figura 9.) No final da iteragao, o algo-
ritmo determina, entre ¢; e g qual sitio serd a ponta da préxima L-R-aresta (a préxima
L-R-arestas serd p;g, ou p.q;).

Para encontrar ¢; o algoritmo procedera como segue. Sejam ¢, qa, ..., qx os sitios de L
adjacentes a p; em Del(L) listados no sentido anti-horério. Se o circulo determinado pelo
triangulo A(py, pr,q1) contém o ponto ga concluimos imediatamente que p;g1 nao pode
ser uma aresta de Del(L U R). Neste caso, eliminamos a L-L-aresta p;q; e repetimos o
mesmo teste com os sitios g2 e g3 no lugar de ¢ e go2, respectivamente. O sitio procu-
rado ¢ é o primeiro sitio ¢; tal que o circulo determinado pelo triangulo A(py, py, pt) néo
contém py11. (Por que isto funciona?) A determinagio de g, é andloga. A tnica diferenca
é que examinamos os sitios adjacentes a p, em Del(R) no sentido horario ao inves de
anti-horério.

Para garantirmos que a determinacao de ¢; e g, seja feita em tempo constante por aresta
incidente a p; e p,, suporemos que Del(L) e Del(R) sejam dadas através de suas estruturas
winged-edge (ou qualquer outra estrutura que represente um grafo planar de uma maneira
‘decente’ — ou seja, em que as operagdes envolvidas sejam rapidas).

Notagao. Se u e v sdo vértices adjacentes de um diagrama planar H entao denotaremos
por esq(u,v) o vértice de H adjacente a u que estd imediatamente & esquerda do segmento
(orientado) uv no sentido anti-hordrio. Analogamente, denotaremos dir(u,v) o vértice de
H adjacente a u que estd imediatamente & direita do segmento uv no sentido hordrio. (Veja
a figura 10.) Notemos que se H é representado por uma estrutura winged-edge entao as
operagoes esq e dir podem ser feitas em tempo constante (i.e., O(1)).

esa(u, v) dir(u, v)
v

M dir(u, w)

Ficura 10. Tustragao da definigao de esq(u,v) e dir(u,v).

Algoritmo MergeDelaunay(Del(L),Del(R))
Entrada: Dois diagramas de Delaunay Del(L) e Del(R) tais que os sitios
de L estao a esquerda dos sitios de R.
Saida: O diagrama de Delaunay Del(L U R) de LU R.
1. T « Del(L) UDel(R); [T é uma estrutura winged-edge.]
2. Determine o segmento p;p, tangente inferior a conv(L) e conv(R).
3. while p;p, ndo é a tangente superior a conv(L) e conv(R) do
[Determinacgédo do candidato ¢.]
@ < esq(py,pr); ¢ < esq(pr, qu);
while Left(p;, py, q1) € InCircle(ps, pr, @i, q) do
Remova a L-L-aresta p;q; de T';
@ — ¢; ¢ — esq(pr, q);
if Left(pr, pi,q1)
then nao temos candidado a ¢;.
[Determinacao do candidato g;.]
10. g < dir(p,,p1); ¢ — dir(pr,qr);
11.  while Left(p;, pr, ¢r) ¢ InCircle(p, pr, qi, q) do
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12. Remova a R-R-aresta p,q, de T

13. ¢ < q; q — dir(py, q);

14. if Left(pr, pi, ¢r)

15. then nio temos candidado a ¢,.
[Determinagdo da préxima L-R-aresta.]

16. Seja p o sitio entre os candidatos cujo angulo Z(p;pp,) ¢ mdximo.
[Se néo existirem candidatos, entdo pip, é tangente superior.]

17. ifpel

18. then insira p,p em T7;

19. else insira p;p em T);

20. return 7.

As operagoes primitivas usadas pelo algoritmo sao Lefton e InCircle. Podemos intuitivamente
ver o algoritmo como uma bolha (bidimensional) que vai subindo entre Del(L) e Del(R) e que a
cada instante ocupa a maior drea possivel. Cada vez que a bolha atinge um novo sitio a préxima
L-R-aresta é determinada (e talvez algumas L-L- ou R-R-arestas tenham que ser removidas).

Ficura 11. Tlustracdo do algoritmo MergeDelaunay através de ‘bolhas subindo.’

5.6. Correcao do Algoritmo MergeDelaunay. Para mostrarmos a corre¢ao do algoritmo preci-
samos verificar que:
(1) o algoritmo produz todas as L-R-arestas de Del(L U R);
(2) as L-L e R-R-arestas removidas pelo algoritmo nao sao arestas de Del(L U R); e
(3) ao final do Algoritmo MergeDelaunay o diagrama resultante corresponde & triangularizagao
de Delaunay de L U R.



A primeira L-R-aresta determinada pelo algoritmo na linha 2 é certamente uma aresta de
Del(L U R) (cf. Teorema 2). Os Teoremas 12 e 15 implicam que as linhas 5-9 do Algoritmo
MergeDelaunay encontra o sitio ¢; € L tal que o angulo Z(p;q;p,) é mdximo. Analogamente, as
linhas 10-15 determinam o sitio ¢, € R tal que o angulo Z(p;¢,p,) ¢ mdximo. A Linha 16 decide
qual sitio p € {g;, ¢} maximiza o angulo Z(p;pp,). Logo, pelo Teorema 6, a L-R-aresta inserida na
estrutura 7' pelas linhas 17-19 é a aresta de Del(L U R) sucessora da L-R-aresta p;p, na y-ordem.
Isto implica que o Algoritmo MergeDelaunay encontra todas as L-R-arestas de L U R.

Teorema 13. As L-L e R-R-arestas removidas pelo algoritmo nao sio arestas do diagrama de
Delaunay de (L U R).

Prova. Uma L-L-aresta p;q; é removida pelo algoritmo na Linha 6 somente se o circulo determi-
nado por ¢; estd a esquerda do segmento p;p, e o sitio ¢ imediatamente & esquerda do segmento
piq no sentido anti-horério pertence ao circulo determinado por A(py, pr,q). Como pip, é uma
aresta da triangularizagio de Delaunay de L U R temos que se p;q; ¢ uma aresta de Del(L U R)
entdo A(p, pr,qi) é um triangulo de Del(L U R). Isto contradiz o Teorema 1, ji que ¢ é um sitio
contido no interior do C'(v) onde v é o vértice de Voronoi correspondente ao triangulo A(py, pr, qi).

Analogamente mostra-se que as L-L-arestas removidas pela Linha 12 do algoritmo nao sdo
arestas do diagrama de Delaunay de L U R. 1

Teorema 14. Ao final do Algoritmo MergeDelaunay o diagrama resultante corresponde a trian-
gularizagao de Delaunay de LU R

Prova. Primeiro mostraremos que o diagrama obtido é uma triangularizacao de L U R. No inicio
do algoritmo p;p, corresponde a tangente inferior a conv(L) e conv(R) e depois de cada iteragio, o
segmento p;p, terd uma de suas extremidades mais alta (maior y-coordenada). O lago das linhas 3
19 termina quando p;p, alcanga a tangente superior a conv(L) e conv(R). As faces interiores do
diagrama serdo ou faces de Del(L) ou Del(R) ou faces formadas por duas L-R-arestas e uma outra
L-L- ou R-R-aresta. Em ambos os casos as faces do novo diagrama formam triangulos.

Precisamos verificar agora que a triangularizagio obtida de LUR é de fato uma triangularizacao
de Delaunay, ou seja, que as arestas do diagrama resultante sdao arestas de Del(L U R). Devido
aos Teoremas 15 e 13 precisamos apenas verificar que arestas do diagrama resultante que sao L-L-
ou R-R-arestas sao arestas de Del(L U R). Seja pg uma L-L-aresta que nao foi removida pelo
algoritmo. Se pg ndo é uma aresta de Del(LU R) entéo existe uma aresta rs de Del(LU R) que tem
intersec¢ao nao vazia com pq. J& que pg é uma L-L-aresta entdo um dos sitios r ou s deve ser um
sitio de R. Mas isto implica que rs é uma L-R-aresta e portanto foi corretamente encontrada pelo
algoritmo. Logo, se pg ndo é uma aresta de Del(L U R) ela deve ter sido removida pelas linhas 5-7
do algoritmo. Analogamente se verifica que toda R-R-aresta do diagrama resultante ao final do
algoritmo é uma aresta de Del(L U R).

Estes teoremas completam a prova da corre¢ao do Algoritmo MergeDelaunay—o que implica a
corre¢ao do Algoritmo Delaunay?2.

5.7. Anélise do algoritmo. Seja n o numero de sitios de S. A complexidade de tempo do
pré-processamento (ordenagao dos sitios) é O(nlogn).

No Algoritmo MergeDelaunay (passo Combinar) a Linha 2 pode ser executada em tempo O(n)
(veja o Algoritmo Tangente-Inferior). O lago entre as linhas 3-19 ¢ executado O(n) vezes. Em
cada iteragao do lago das linhas 5-7 uma L-L-aresta é removida. Logo, esse laco serd executado
O(n) vezes. Analogamente, o lago das linhas 11-13 também serd executado O(n) vezes. Como a
execugdo de cada Linha 4, (i = 3,...,19) gasta tempo O(1) concluimos que a complexidade de
tempo do Algoritmo MergeDelaunay ¢ O(n).

Se T'(n) é a fungao complexidade de tempo do Algoritmo Delaunay2, sem contar o custo do
pré-processamento, temos que

T(n) < T([n/2]) +T(|n/2]) + cn = O(nlogn),

onde ¢ é uma constante. Logo, a complexidade de tempo do Algoritmo Delaunay2 ¢ O(nlogn).
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APENDICE A. ALGUMAS PROVAS DOS TEOREMAS MENCIONADOS
Para provarmos o Teorema 4 precisaremos do seguinte lema:

Lema 1. Sejam pq e rs segmentos que se intersectam em um dnico ponto o. Existe um circulo
que contém p e g e ndo contém r e s se e somente se Z(qrp) + Z(gsp) < w (equivalentemente,
Z(rqs) + Z(rps) > w).

Prova. Suponhamos que exista um circulo C' que contém p e ¢ e nao contém r e s. Podemos
assumir que p e g estao na fronteira de C. Sejam 1’ e s as intersecgoes de rs com C' (veja a figura 12).
Entao Z(qrp) + Z(gsp) < Z(qr'p) + £(qs'p) = 7. Reciprocamente, se Z(qrp) + Z(gsp) < m entao
existem pontos 1’ e s’ sobre o segmento s tais que Z(¢r'p)+Z(¢qs'p) = 7. Estes pontos, juntamente
com p e ¢ determinam um circulo que ndo contém r e s.

q

p
Ficura 12. Circulo contendo p e ¢ e excluindo r e s.

Prova do Teorema 4. Precisamos provar que as arestas de Del(S) nao se intersectam a nao ser
nos vértices. Suponhamos que pg e rs sejam duas arestas de Del(S) que se intersectam em um
ponto 0. Como V(p) e V(¢) compartilham uma aresta de Voronoi entao existe um circulo contendo
p e q que exclui 7 e s (cf. Teorema 2). Pelo lema anterior isto implica que Z(grp) + Z(gsp) < .
Logo, Z(rgqs) + Z(rps) > m o que implica (ainda pelo lema anterior) que ndo existe um circulo
contendo 7 e s que exclua p e ¢. Portanto, pelo Teorema 2, V(r) e V(s) nao possuem uma aresta
em comum.

Prova do Teorema 5. Considere agora dois triangulos T'(v1) e T'(v2) de T(S), v1 # ve. Mostra-
remos que os interiores de T'(v1) e T'(v2) nao se intersectam. Se C(vq) e C(vz) sao disjuntos entao
T(v1) e T(v2) também sao disjuntos. (Lembremos que C(v) denota o circulo que tem py 1,py,2 €
Pu,3 na fronteira.) Assuma entdo que C(vq) e C(v2) se intersectam. Pelo Teorema 1 temos que
C(v1) ¢ C(v2) e C(vz) ¢ C(v1). Assim as fronteiras de C'(vy) e C(v2) se intersectam em dois
pontos g1 e g2. Seja | a reta determinada pelo segmento ¢1¢z; esta reta também separa vy de vg.
(Veja a figura 13.) Afirmamos que ! também separa o interior de T'(v1) do interior de T'(v2). De
fato, assuma, por contradigdo, que existe um ponto de T'(v1) no lado de [ onde estd va. (Veja a
area sombreada da figura 13.) Como T'(v1) C C(v1) temos entdo que um vértice de T'(vy) estd no
interior de C(v2) o que contradiz o Teorema 1. Logo, os interiores de T'(v1) e T(v2) sao disjuntos.

Prova do Teorema 7. Notemos primeiro que T'(v) C conv(S), o que implica que a unido dos
triangulos em 7 (S) estd contida em conv(S).

Se pip; é segmento na fronteira de conv(S) entao p;p; é uma aresta do diagrama de Delaunay
(isto segue do Teorema 2).

Toda aresta p;p; do diagrama de Delaunay Del(S) delimita uma ou duas regides. Se p;p; de-
limita uma regido do diagrama entao existe um tridngulo em 7 (S) incidente a p;p;: o triangulo
formado por p;, p; e pelo sitio pi que maximiza o angulo Z(p;prp;) (cf. Teorema 6). Se p;p; nao
fizer parte da fronteira de conv(S) entdo existem dois triangulos de 7(S) incidentes a p;p;, nova-
mente determinados pelos sitios que formam angulos maximos com p;p;; um em cada semiplano
determinado pela reta que contém p;p;.

C(vy

Ficura 13. Nao existe ponto de T'(v1) no interior da regiao sombreada.

Seja agora p um ponto arbitrdrio de conv(S). Pelo que foi exposto acima sabemos que se p
pertence a alguma aresta de Del(S) entdo p pertence a algum triangulo de 7(S). Assim podemos
supor que p nao pertence a uma aresta de Del(S). Seja l uma semi-reta que tenha a sua extremidade
em p e nao contenha nenhum outro sitio de S. Seja p;p; a ‘primeira’ aresta de Del(S) que tem
intersec¢ao nao vazia com [. (Veja a figura 14.) Afirmamos que p pertence ao triangulo 7' de
T (S) formado pela aresta p;p; e pelo sitio py tal que Z(piprp;) seja méximo. De fato, se p ndo
pertence a T’ entdo a semi-reta [ deveria intersectar alguma outra aresta de 74 e nao somente p;p;.
Este ponto de interseccdo seria necessariamente anterior ao ponto de intersec¢do com p;p;, o que
contradiz a escolha da aresta p;p;. Desta forma temos que os triangulos em 7 (.S) cobrem conv(S).

FIGURA 14. Tlustragdo da prova do Teorema 7.

Prova do Teorema 11. Considere a seguinte fun¢ao que leva pontos do plano zy no paraboléide
z =22 +y? (A figura 15 ilustra esta fungio.)

A (z,y) = (,9,2° +97).

Primeiro mostraremos que a,b,c e d sdo cocirculares se e somente se A(a), A(b), A(c) e A\(d) sao
coplanares.

Suponha primeiro que a,b, ¢ e d sejam cocirculares. Se nés temos o caso degenerado onde os
pontos sao colineares entdo o determinante é zero como podemos verificar através da expansao da
terceira coluna. Mas o valor do determinante também é igual ao volume sinalizado do tetraedro
definido por A(a), A(b), A(c) e A(d). Como o volume é zero entdo os pontos devem ser coplanares.
Caso contrério seja (p, ¢) o centro da circunferéncia de raio r que contém os pontos a,b, ¢ e d. Nos



F1Gura 15. O paraboléide usado para calcular a primitiva InCircle.

temos que

(0 = )* + (ya — 0)° =72,

ou equivalentemente
(1) —2pTq —2¢ Yo+ 1- (@2 +y)+P*+F —r?)-1=0.

Relagoes andlogas se verificam para os pontos b,c e d, e portanto nds temos uma dependéncia
linear entre as colunas da matriz acima, o que implica que D(a,b,c,d) = 0. Assim, concluimos
novamente que A(a), A(b), A(¢) e A\(d) sao coplanares.

Agora, reciprocamente, suponha que A(a), A(b), A(c) e A(d) sdo coplanares. Se os pontos a, b, c
e d sdo colineares nao hd o que provar. Logo suponha que (digamos) a,b, ¢ sdo nao-colineares.
Seja (p, q) o centro da circunferéncia de raio r determinada pelo tridngulo A(a, b, c). Entao a,b e
¢ satisfazem a Equagcdo 1 (as respectivas versoes). Como a,b e ¢ sdo ndo-colineares entdo as trés
linhas correspondentes da matriz acima sao linearmente independentes. Como o determinante é
nulo entdao a quarta linha da matriz (correspondente ao ponto d) deve ser combinagao linear das
trés primeiras linhas, e portanto d também satisfaz a Equacao 1, ou seja, d estd na circunferéncia
determinada por a,b e c.

O que acabamos de provar mostra que a projecao de secoes planares do paraboldide z = 2 + 2
no plano zy determinam circunferéncias. O paraboldide ¢ uma superficie convexa (para ‘cima’)
entdo em uma se¢do de um plano com o paraboldide a parte do paraboldide abaixo do plano
tem sua projegdo no plano zy no interior do circulo determinado por a,b e ¢ e os pontos do
paraboldide tem sua projecgao fora deste circulo. A partir disto vemos que para decidir se um ponto
estd dentro ou fora do circulo determinado pelos pontos a,b,c e d basta aplicarmos a primitiva
Teste-de-Orientag&o(A(a), A(b), A(c), A(d)), que corresponde ao volume sinalizado do tetraedro
determinado pelos pontos A(a), A(b), A(c) e A(d). O resultado da primitiva Teste-de-Orienta-
cao(A(a), (D), A(c), A(d)) ¢ dado através do sinal do determinante D(a, b, ¢, d).

Prova do Teorema 12. A primeira parte do teorema segue do fato de Del(S) ser uma triangu-
lariza¢ao dos pontos em S (cf. Teorema 8). Logo, o terceiro lado do tridngulo tem ambos os seus
vértices em L ou em R. Sejam p, g e 7 os sitios do tridngulo em questao e suponhamos, sem perda
de generalidade, que p € L, ¢, € R (ou seja, pg e pr sdo as L-R-arestas consecutivas na y-ordem).
Precisamos mostrar que ¢r ¢ uma aresta de Del(L). Como o triangulo A(p,¢,r) é um triangulo
de Del(L U R) temos entdao que gr é uma aresta de Del(L U R). Pelo Teorema 2 existe um circulo
C contendo ¢ e r tal que todos os demais sitios de S sdo exteriores a C. Logo, em particular, C
é um circulo que contém ¢ e r e ndo contém nenhum outro sitio de R. Portanto, novamente pelo
Teorema 2, temos que gr é uma aresta de Del(R).

O proéximo teorema é parte da analise do algoritmo de divisao e conquista.

Teorema 15. Seja S um conjunto de sitios em E? e considere um sitio particular p e uma reta |

passando por p. Assuma por conveniéncia que | € uma reta horizontal. Sejam py,pa,...,pi (k> 1)
0s sitios de S acima de | que sdo vizinhos de p em Del(S) listados em ordem anti-hordria. Seja
q wm ponto em 1 a direita de p e seja o := Z(ppiq) (i = 1,...,k). Entdo existe um indice j,
1 <j <k tal que

(1) a; <jg1 parai=1,....5—1;¢€

(2) & > @1 parai=j,.... k.

Prova. Primeiro mostraremos que se ¢; denota a intersec¢ao da circunferéncia determinada pelo
triangulo A(p, pi,pit1) (i = 1,...,k — 1) com a reta [ entdo a seqiiéncia ¢i,¢s,...,qr—1 Se move
monotonicamente para a esquerda. (Veja a figura 16.)

P
Pa P2

p
FIGURA 16. A seqiiéncia qi,...,qr_1 se move monotonicamente para a esquerda.
Parai = 1,...,k—3temos que o sitio p;12 néo pertence ao circulo determinado por A(p, p;, pit1)-

Logo, Z(ppi+opi+1) + £(pgipi+1) < w Portanto, ¢; ndo pertence ao circulo determinado por
A(p, pit1,Pit2), 0 que implica que ¢; 41 estd & esquerda de ¢;.

Para terminarmos a prova do teorema, basta notarmos que se g; estd a direita de ¢ entdo ¢
pertence ao circulo determinado por A(p, p;, pi+1) (0 que implica que Z(pgp;) + Z(ppi+1pi) > 7,
ou, equivalentemente, Z(pi+1pq) + Z(pi+1piq) < ). Logo, pi+1 pertence ao circulo determinado
por A(p,q,p;). Analogamente, se ¢; esta & esquerda de ¢ entdo p;+1 ndo pertence ao circulo
determinado por A(p, p;,q). Com isto completamos a prova do teorema.



