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CADEIAS DE MARKOV E PASSEIOS ALEATORIOS

O seguinte algoritmo é um algoritmo RP para o 2-SAT:

ALGORITMO-2SAT (¢, )
1w <« atribuicao arbitraria
para j < 1 até s(2n?) faga
se u satisfaz ¢
entao devolva u
seja C' uma clausula de ¢ nao satisfeita por u
seja x a variavel correspondente a um dos literais de C
u(z) — —u(x)
se u satisfaz ¢
entao devolva u
devolva “¢ nao ¢ satisfativel”

S O 0O Uk Wi

—_

Se n é o ntimero de varidveis em ¢, entdo o nimero de cldusulas em ¢ é no maximo O(n?) e
cada iteracao pode ser executada em tempo polinomial. Sé precisamos determinar o valor de s.

Se a féormula nao é satisfativel, entao o algoritmo produz a resposta correta. Se a férmula
¢é satisfativel, entao ele pode produzir a resposta errada. Vamos limitar a probabilidade disso
ocorrer.

Suponha que ¢ é satisfativel. Fixe uma atribuicao v que satisfaca ¢. Seja X; o ntmero de
variaveis na atribuicao u da iteragao j que tem o mesmo valor que na atribuigao v. Quando

X; = n, o algoritmo termina. Vamos observar como as variaveis Xy, X1, X», ... evoluem com o
tempo.
Se X; = 0 entdo X,41 = 1, ou seja, P[X;4; = 1|X; = 0] = 1. Como pelo menos um dos

literais de C' é verdadeiro em v, se 1 < X; <n — 1, entdo temos chance de pelo menos 1/2 de
alterar o valor de uma variavel de maneira a casar com o valor de v para tal variavel. Ou seja,
PX;t1 =i+1|X;, =1 > 1/2eP[X;41 =1—1|X; =4 < 1/2. Tal processo estocastico nao é
necessariamente uma cadeia de Markov, mas vamos analisar a cadeia de Markov Yy, Y7, Y5, .. .,
derivada desse processo e dada por

Yo = Xo
PV =1|X, =0 = 1
PV =i+ 10X, =i = 1/2
]

PlY;ii=i—1|X;=4 = 1/2 paratodoiej> 1.
Tal cadeia de Markov é uma versao pessimista de Xg, X1, Xs, ... no seguinte sentido. O tempo
esperado para Xy, X, Xs, ... atingir n é menor ou igual ao tempo esperado para Yy, Y7, Y5, ...
atingir n se ambas comecarem no mesmo valor. Tal cadeia de Markov modela um passeio
aleatorio em um caminho com vértices rotulados 0,1,2,...,n.
Seja h; o tempo esperado para um passeio aleatorio que comece em ¢ chegar a n. Claro que
h, =0 e hy =hy +1. Seja Z; o nimero de passos que um passeio aleatério leva para ir de ¢



até n. Com 1/2 de probabilidade, Z; = 1+ Z,_1, e com 1/2 de probabilidade, Z; = 1 + Z; ;.
Ou seja,

1 1 1 1 hi h;
hi = E[Z] = B=(14+Zi-))+=(1+Zi11)] = 14 =BE[Z;_1]+ =E[Ziy1] = 1+ 2+
2 2 2 2 2 2
Exercicio 1: Mostre por inducao em j que h; = h;jy1 + 25 + 1, para 0 < 7 < n — 1. Deduza
que hg = n?.
Como hy = n?, temos que o tempo esperado para Y, Y], Ys, ... atingir n é no méximo n?.

Depois de 2n? passos portanto, pela desigualdade de Markov, a chance do passeio aleatério
nao ter atingido n é no maximo 1/2. Podemos pensar nas s(2n?) iteragoes do algoritmo como
s passeios aleatérios de comprimento 2n?. A chance de nenhum deles atingir o vértice n é
no maximo (1/2)°, ou seja, um deles atinge o n (0 que corresponde ao algoritmo responder
corretamente) com probabilidade pelo menos 1 — (1/2)%. Isso completa a prova de que este é
um algoritmo RP para o 2-SAT.

O que acontece se adaptarmos o algoritmo acima para o 3-SAT?

Exercicio 2: Descreva a cadeia de Markov Yy, Y, Ys, ... correspondente a esta adaptacao.
Considere a variavel Z; como acima e o valor h; = E[Z;]. Calcule, como acima, o valor dos h;’s
e em particular de hy para este caso. O que voceé conclui sobre o nimero de iteracoes necessarias
para que essa adaptacao termine com uma probabilidade de acerto aceitavel?

UM OUTRO ALGORITMO PARA O 3-SAT

Infelizmente, como vocé deve ter visto no exercicio 2, a adaptagao direta do algoritmo do
2-SAT para o 3-SAT nao da um resultado especialmente interessante. Em particular, lembre-se
que h& um algoritmo ébvio para o 3-SAT que consome tempo O(m2"), onde n é o nimero de
variaveis e m é o niumero de clausulas da férmula.

Abaixo mostramos uma outra adaptacao que da um resultado mais interessante. A idéia
dessa adaptacao é que, se escolhermos uma atribuicao aleatoriamente, acertamos em média o
valor de metade das varidveis em relagao a atribuigdo v que satisfaz a formula (supondo que a
férmula é satisfativel).

ALGORITMO-3SAT (¢, )

1 paraj+« 1 até s faga

2 u «— atribuigao escolhida aleatoriamente

3 para j < 1 até 3n faca

4 se u satisfaz ¢

5 entao devolva u

6 seja C' uma clausula de ¢ nao satisfeita por u

7 seja x a variavel correspondente a um dos literais de C
8 u(z) «— —u(x)

9 se u satisfaz ¢
0 entao devolva u
1 devolva “¢ nao é satisfativel”
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A idéia desse algoritmo é que, se depois de 3n passos nao chegamos a uma atribuicao que
satisfaca ¢, entao provavelmente estamos bem mais longe de v do que inicialmente. Ou seja,



¢ melhor recomecarmos o passeio aleatério de uma nova atribuicao do que continuarmos da
corrente, que muito provavelmente esta diferente da atribuicao v em bem mais do que a metade
das variaveis.

Para analisar tal algoritmo, seja g a probabilidade de que, a partir da atribuicao u escolhida
no passo 2, o algoritmo, depois de 3n iteragoes, tenha encontrado uma atribuicao que satisfaca ¢.
Seja g; uma delimitacao para a probabilidade de que esse algoritmo modificado atinja v em 3n
iteragoes uma vez que a atribuicao da linha 2 s6 nao coincide com v em j variaveis.

Considere um passeio aleatério no caminho de 0 a n que mova um passo para a esquerda com
probabilidade 2/3 e um passo para a direita com probabilidade 1/3. (Do vértice 0, ele sempre
move para a direita, e do vértice n ele continua no vértice n.) Suponha que tal passeio comega
no vértice j, com 1 < j < n. A chance de tal caminho, depois de j + 2k passos, ter se movido
7 + k passos para a direita e k passos para a esquerda é
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Entao temos que

Exercicio 3: Use a aproximagao de Stirling para deduzir que
35 c 27,
Jy > (2=
( i ) — \/5( 4 ) )
onde ¢ é uma constante.

Conclua da delimitagao do exercicio 3 que g; > \/%2% Além disso, claro que gy = 1. Dessas
delimitagoes, podemos concluir uma delimitagao para g:

n

q > Z Pluma atribuicao aleatéria difere de v em j varidveis| - ¢;
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Assumindo que ¢ é satisfativel, o nimero de atribuicoes aleatdrias iniciais que o processo
tem que tentar antes de chegar a uma atribuicao que satisfaca ¢ é uma variavel com dis-
tribuicao geométrica de parametro ¢. O numero esperado de tentativas é portanto 1/¢, e a
cada vez o algoritmo executa 3n iteragbes. Assim o numero esperado de iteragoes no total

6 O(n®?(4/3)"). Tal algoritmo Las Vegas implica em um algoritmo Monte Carlo que efetua
O(n®?(4/3)") iteragoes.



