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Lista 1

. Considere o algoritmo de busca aleatéria visto na primeira aula.

(a) Calcule o nimero esperado de iteragoes desse algoritmo caso o elemento x nao
apareca nenhuma vez no vetor.

(b) Calcule o nimero esperado de iteragoes desse algoritmo caso o elemento x
apareca exatamente k£ vezes no vetor.

. Considere a variante do algoritmo de busca aleatéria que, a cada iteragao em que z
nao ¢é encontrado, remove a posicao visitada do vetor. Calcule o niimero esperado
de iteragoes desse algoritmo caso o elemento x aparega exatamente uma vez no
vetor. Calcule o nimero esperado de iteragoes desse algoritmo caso o elemento x
nao apareca nenhuma vez no vetor.

. Mostre que e* > 1 4 x para todo z, com igualdade se e somente se x = 0.

. Descreva uma implementagao O(n?) (de uma execucao) do algoritmo para calcular
um corte minimo visto em aula. Aqui n denota o nimero de vértices do grafo dado.
Diga exatamente quais EDs vocé usaria, como implementaria a contracao de uma
aresta e como faria o sorteio de uma aresta sobrevivente com probabilidade uniforme,
etc. Analise a complexidade de tempo de cada etapa. Conclua que, se executarmos
o algoritmo O(n?1gn) vezes, obtemos um algoritmo O(n*1gn) que devolve um corte
minimo em um dado grafo com n vértices com probabilidade pelo menos 1 — 1/n.

. Considere a variante do problema do corte minimo visto em aula que tem como
entrada um grafo G com um custo ¢, inteiro nao-negativo para cada aresta e do
grafo. Adapte o algoritmo visto em aula para essa variante do problema. Calcule
(uma delimitagao para) a probabilidade de uma execugao do seu algoritmo devolver
um corte de custo minimo em G. Calcule o nimero de vezes que vocé precisaria
executar esse algoritmo para obter um curto de custo minimo com probabilidade
maior que 1 — 1/n, onde n é o nimero de vértices de G.

. Considere a variante do algoritmo visto em aula para encontrar um corte minimo,
que prossegue contraindo arestas até que o grafo remanescente tenha t vértices,
em vez de dois. Neste ponto, a variante devolve o grafo remanescente. Calcule a
probabilidade de que um particular corte minimo C' sobreviva a estas contracoes, ou
seja, calcule a probabilidade de que C' seja ainda um corte no grafo remanescente.



7. Considere a variante do algoritmo para encontrar um corte minimo visto em aula
que consiste no seguinte. Dado um grafo GG, se G’ tem no maximo 6 vértices, encon-
tre um corte minimo em G por exemplo na forca bruta e o devolva. Senao, execute
a variante descrita no exercicio anterior para t = [1 + n/v/2] duas vezes indepen-
dentemente obtendo dois grafos, G; e G5. Aplique o algoritmo recursivamente a G,
e (G9, obtendo dois cortes C e Cy, respectivamente. Devolva o menor entre Cy e Cs.

(a) Qual é a profundidade da recursao desse algoritmo?

(b) Mostre que as operagoes do algoritmo, excluidas as chamadas recursivas, con-
somem tempo O(n?). Deduza a complexidade do algoritmo.

(c¢) Denote por P(n) a probabilidade desse algoritmo, quando executado com um
grafo de n vértices como entrada, devolver um corte minimo do grafo. Argu-
mente que P(n) satisfaz a seguinte recorréncia:

Pn) > 1 (1~ 3P(T1+n/Va])*

(d) Resolva a recorréncia acima. Vocé consegue? Deixa eu dar uma ajudinha...
Primeiro faga uma mudanca de variavel e considere P em funcao da profun-
didade da arvore de recursao em vez de em funcao do nimero de vértices do
grafo. Ou seja, denote por k a profundidade da arvore de recursao gerada
quando da chamada do algoritmo para um grafo G. Seja p a funcao resultante.
Entao a recorréncia para p em funcao de k fica:

p() > 1 (1= Jplk— 1)),

sendo p(0) = 1, j& que, na base, o algoritmo sempre devolve um corte minimo.
Observe que a formula acima pode ser reescrita resultando em

p(k—1)*

p(k) > p(k—1)— 1

Faca mais uma troca de varidveis, reescrevendo a recorréncia acima em fungao
de q(k), onde q(k) = 4/p(k) — 1, ou seja, p(k) = 4/(¢q(k) + 1). Mostre por
inducao que k < q(k) < k+ Hy_1 + 3. Deduza o comportamento assintético
de p(k) e depois de P(n).

Notas: O algoritmo simples visto em aula adaptado para o caso com custos foi proposto
por Karger [SODA 1993], enquanto que a variante mais rapida descrita acima foi proposta
por Karger e Stein [STOC 1993].



