Problema: Rearranjar um dado vetor A[p..d] e devolver um
. . indice gtalquep <¢<de
Analise de Algoritmos A1 < Al < Al 1
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Problema: Rearranjar um dado vetor A[p..d] e devolverum | b 'T 7
indice g talque p< g < de A 9933557711 22886633 44]
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Particione

Rearranja A[p..d] de modoquep <g<de
Alp..q—1] < Alg] < Alg+1..d]

PARTICIONE (A4, p, d)
x — Ald] >z € 0 “pive”
i —p—1
para j «— p até d — 1 faca
se A[j] <«
entdo i «—i+1

Ali] < A[j]
Ali+1] « A[d]
devolva i +1

O~NOOUOThWNE

Invariantes: no comeco de cada iteracdo de 3-6,

| (O Ap.il<z (1) Ali+1..j-1] >z (2 Ald ==
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Quicksort

' Rearranja Alp. . d] em ordem crescente.

QUICKSORT (4, p, d)

1 sep<d

2 entdo ¢ «— PARTICIONE (4, p,d)
3 QUICKSORT (A4, p,q — 1)
4 QUICKSORT (4, ¢+ 1,d)

P d
A 9933557711 |22]88]66]33]44]
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' Rearranja Alp. . d] em ordem crescente.

QUICKSORT (4, p, d)

1 sep<d

2 entdo ¢ « PARTICIONE (4, p,d)
3 QUICKSORT (A4, p,q — 1)
4 QUICKSORT (A, g + 1,d)

P q d
A [33]11]22]33]44]55]88]66]77]99]

No comeco da linha 3,

L

Alp..q=1] < Alq] < Alg+1..4d]

Algoritmos - p.712:

Quicksort

' Rearranja Alp..d] em ordem crescente.

QUICKSORT (4, p, d)

1 sep<d

2 entdo ¢ « PARTICIONE (4, p,d)
3 QUICKSORT (A4, p,q — 1)
4 QUICKSORT (A, g + 1,d)

P q d
A [11]22]33]33]44]55]88]66]77]99]

Algoritmos - p.812:

Quicksort

' Rearranja Alp. . d] em ordem crescente.

QUICKSORT (4, p, d)

1 sep<d

2 entdo ¢ « PARTICIONE (4, p,d)
3 QUICKSORT (A4, p,q — 1)
4 QUICKSORT (4, ¢+ 1,d)

P q d
A [11]22]33]33]44]55]66]77]88]99]

Algoritmos - p.9/2:

' Rearranja Alp..d] em ordem crescente.

QUICKSORT (4, p, d)

1 sep<d

2 entdo ¢ «— PARTICIONE (4, p,d)
3 QUICKSORT (A4, p,q — 1)
4 QUICKSORT (4, ¢+ 1,d)

No comeco da linha 3,

Alp..q=1] < Alq] < Alg+1..4d]

Consumo de tempo?

L ,

Algoritmos —

Quicksort

' Rearranja Alp. . d] em ordem crescente.

QUICKSORT (4, p, d)

1 sep<d

2 entdo ¢ « PARTICIONE (4, p,d)
3 QUICKSORT (A4, p,q — 1)
4 QUICKSORT (4, ¢+ 1,d)

No comeco da linha 3,
Alp..q=1] < Alq] < Alg+1..4d]

Consumo de tempo?
T'(n) := consumo de tempo no pior caso sendo

L n:=d—p+1

Algoritmos —

Consumo de tempo

—

Quanto tempo consome em funcdode n:=d —p + 1?

linha consumo de todas as execuc¢des da linha
1 = ?

2 = ?

3 = ?

4 = ?

total = ????

Algoritmos -



fQuanto tempo consome em funcdode n:=d —p+1? fT(n) := consumo de tempo maximo quandon =d —p+1

linha consumo de todas as execucdes da linha

1 _ o) T(n)=T(k)+T(n—k—1)+06(n)
2 = 0O(n)

3 = T(k) Recorréncia grosseira:

4 = Tl-k-1) T(n) = T(0) + T(n — 1) + O(n)
total = T(k)+T(n—Fk—1)+06(n+1) T(n) € O(n?).

Demonstracdo: ... Exercicio!
0 < ki=g—p <n-1

Algoritmos — p.12/2: Algoritmos

Recorréncia Recorréncia cuidadosa
B R

T(n) := consumo de tempo maximo quandon=d —p+1 T'(n) := consumo de tempo maximo quandon=d —p+1

Tn)=T(k)+T(n—FkF—1)406(n) T(n) = ogr/{lgf—l{T(k) +T(n—Fk—=1)}4+06(n)

Algoritmos — p.13/2: Algoritmos

Recorréncia Versao simplificada
[ S

T(n) := consumo de tempo maximo quandon=d —p+1

T(0) =1
T(n)=T(k)+T(n—k—1)+O(n) T(1) =1
T(n) = max {T(k)+T(n—k—1}+n paran=234,...

Recorréncia grosseira:
nfo 1 2 3 4 5

T(n)|1 1 2+2 5+3 9+4 14+5

T(n)=T(0)+T(n—1)+6(n)

T(n) & ©(777).

L

Algoritmos — p.13/2: Algoritmos



T0)=1
T(1) =1
T(n) = oglglgy}fq{T(k) +T(n—k—1)}+n paran=2,3,4,...

nfo 1 2 3 4 5
T(n)|1 1 2+2 5+3 9+4 14+5

Vamos mostrar que T'(n) < n? + 1 paran > 0.

Algoritmos — p.15/2

O caso médio
| O consumo de tempo do QUICKSORT no caso médio é 777,

i~y 1 9.
Particao 1; para 15:

R(n) = R(| %55t ]) + R([252]) + ©(n)

Algoritmos — p.16/2

O caso meédio

| O consumo de tempo do QUICKSORT no caso médio é 777,

i~y 1 9.
Particao 1; para 15:

R(n) = R(| %5t ]) + R([252]) + ©(n)

Solucéo: R(n) é O(nlgn)

Algoritmos — p.16/2

' O consumo de tempo do QUICKSORT no caso médio é 777.

i~y 1 9.
Particao 1; para 15:

R(n) = R(| %55t ]) + R([252]) + ©(n)

Solucéo: R(n) é O(nlgn)

Demonstracdo: ... Exercicio!

L

Algoritmos -

O caso médio
| O consumo de tempo do QUICKSORT no caso médio é 777.

i~y 1 9.
Particao 1; para 15:

R(n) = R(| %55t ]) + R([252]) + ©(n)

Solucéo: R(n) é O(nlgn)
Demonstracdo: ... Exercicio!

Isso sugere que consumo medio € O(nlgn).

Confirmagé&o?

Algoritmos -

Exemplos

' Namero médio de execugdes da linha 4 do PARTICIONE.
Suponha que Alp..d] é permutacéo de 1..n.

Alp..d] execs Alp..d] execs
12 1 12,3 2+1
21 1 21,3 2+1

média 1 182 2+0

3,1,2 2+0
23,1 2+1
3,21 2+1
média 16/6

Algoritmos -



f Alp..d] execs Alp..d] execs
1,2,3,4 3+3 1,342 3+1
2,1,3,4 3+3 3,1,4,2 3+1
1,324 3+2 1,432 3+1
3,124 3+2 4,1,3,2 3+1
2,3,1,4 343 34,12 3+1
3,214 3+3 43,12 3+1
1,243 3+1 2,341 3+3
2,143 3+1 3,24,1 3+3
1,4,2,3 3+1 2431 3+2
41,23 3+1 4,231 3+2
24,13 3+1 3,4,2,1 3+3

L 4,213 3+1 4,3,2,1 3+3

média 116/24

Quicksort aleatorizado

| PARTICIONE-ALEA(A, p, d)
1 i< RANDOM (p,d)
2 Ali] < Ald)

3 devolva PARTICIONE (4, p, d)

QUICKSORT-ALE (4, p, d)

sep<d

1
2
3
4

Analise do consumo medio?
Basta contar o nimero esperado de comparacdes na

linha 4 do PARTICIONE

L

Consumo de tempo esperado

—

X, = numero de comparacg@es entre a € b

Suponha Afp..r] permutacdo de 1..n.

na linha 4 de PARTICIONE

Queremos calcular
X = total de comparages “A[j] < z”

n—1 n
DD IR

a=

1b=a+1

entdo ¢ «— PARTICIONE-ALEA (A, p, d)
QUICKSORT-ALE (4, p,q¢ — 1)
QUICKSORT-ALE (A, ¢ + 1,d)

Algoritmos — p.18/2

Algoritmos — p.19/2

Algoritmos — p.20/2:

' Supondo a < b,

1 se primeiro pivd em {a,...,b} éaoub

Xab = Lo
0 caso contrario

Qual a probabilidade de X, valer 1?

Consumo de tempo esperado

' Supondo a < b,

1 se primeiro pivd em {a,...,b} éaoub
Xap =

0 caso contrario

Qual a probabilidade de X, valer 1?

Pr{X,=1} =

Consumo de tempo esperado

' Supondo a < b,

1 1

bfa+1+bfa+1

0 caso contrario

1 se primeiro pivd em {a,...,b} éaoub
Xap =

Qual a probabilidade de X, valer 1?

Pr{Xp=1} =

E[X] = 2?2?

1 1

bfa+1+bfa+1

n—1 n

X=2>. 2 Xa

a=1b=a+1

= E[Xab]

= E[Xab]

Algoritmos -

Algoritmos -

Algoritmos -



n—-1 n
EX] = Y > E[Xu)

a=1 b=a+1

n—1 n
= > > Pr{Xa=1}

a=1 b=a-+1

n—1 n 9
=2 2 o

a=1 b=a+1
a=1 k=1 k+1
n—1

< Z2(%+%+-~-+

a=1

< 2n(%+%+---+

1
n

)

) < 2n(l+Inn)

Exemplo

CLRS (A.7), p.106(
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1 ]3] 2]4

5

7|6 ]

[t ]2l ][5 o 7]

1 2 3 45 6 7
1 1 01 0 0 O
211 1 0 0 O
310 1 1 0 0 O
411 1 1 1 1 1
5/0 0 0 1 1 0
6/0 0 0 1 1 1
710 0 01 0 1 -
Conclusoes

O consumo de tempo esperado do algoritmo
QUICKSORT-ALE é O(nlogn).

Do exercicio 7.4-4 do CLRS temos que

O consumo de tempo esperado do algoritmo
QUICKSORT-ALE é O(nlogn).
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