Heap

Um vetor A[1...m] & um (max-)heap se

Analise de Algoritmos Allif2)] > Al

paratodoi=2,3,...,m.

Slides de Paulo Feofiloff

[com erros do coelho e agora também da cris] De uma forma mais geral, A[j...m| € um heap se

Alli/2]] = Alil

paratodoi = 25,25 +1,45,...,45+3,85,...,8 +7,....

Neste caso também diremos que a subarvore com raiz j é

um heap. 1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12

N | N | |51 [46 |17 [34 [41 | 15]14 [23 [ 30] 21 [10 [ 12]

Desce-Heap Simulacgéo Simulacgéo

cebe A[1..m] e > 1 tais que subarvores com raiz 2i e
-1 s8o heaps e rearranja A de modo que subéarvore com
7 i seja heap.

DESCE-HEAP (4, m, 1)
1 e+ 2
2 d+2i+1
3 see<me Al > Al
4 entao maior < ¢
5 Senao maior < i
6 sed<me Ald > Almaior]
7
8
9

10

entao maior < d

entéoé@sgég'gg%&m’mm” B B 113 ]46 |17 [34 [41 [ 15]14 |23 | 30] 21 [10 | 12] 146 [13 |17 [34 [41 | 15]14 [23 ] 30] 21 [10 [ 12]
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Simulacéo

Simulacéo

Simulacéo

123456 7 8 91011 12
146 [41 [17[34 [13 ] 15]14 [23 [ 30] 21 [10 ] 12]

Consumo de tempo

- altura de i = [Ig 2 |

1) := consumo de tempo no pior caso

linha todas as execug¢8es da linha

1-3 = 36(1)

45 = 20(1)

6 = 0()

7 = 0()

8 = o)

9 = 0@

10 < T(h-1)

total < T(h—1)+6(5)+0(2)

|
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|

Algoritmos - p10/53

1 23456 7 8 91011 12
146 [41 |17 [34 [21 | 15]14 |23 [ 30] 13]10 | 12]

Consumo de tempo

. he=aluradei = [Ig ol |

T'(h) := consumo de tempo no pior caso

Recorréncia associada:
T(h) <T(h—1)+6(1),

pois altura de maior é h — 1.

|
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123 456 7 8 91011 12
146 [41 |17 [34 [21 | 15]14 [23 [ 30]13]10 [ 12]

Consumo de tempo

. h=alturadei = [Ig mal |

T'(h) := consumo de tempo no pior caso

Recorréncia associada:
T(h)y <T(h—1)+6(1),

pois altura de maior € h — 1.
Solugéo assintética: T'(n) é ??72.



Consumo de tempo Construcéo de um heap Construcéo de um heap

_ - 1
= altura de i = |1g 55 | T
1) := consumo de tempo no pior caso

corréncia associada:
T(h) <T(h—1)+6(1),
s altura de maior é h — 1.

ugdo assintotica: T'(n) € O(h).

mo h < lgm, podemos dizer que:

D consumo de tempo do algoritmo DESCE-HEAP é

O(lgm) (ou melhor ainda, O(lg %4)).

1 23456 7 8 91011 12 123456 7 8 91011 12
|14 13 [34]17 15 | 10[46 |23 | 12]41 [30 | 21] 14 [13 |34 17 [15 | 10]46 [23 | 12] 41 [30 [ 21]

Construcdo de um heap Construcao de um heap Construcéo de um heap

12 3 4 5 6 7 8 91011 12 12 3 4 5 6 7 8 91011 12 12 3 4 5 6 7 8 91011 12

15 15 15

14 [13 |34]17 [15 | 21 [46 [23 | 12] 41 [30 [ 10] 14 13 |34 [17 [15 | 21]46 |23 [ 12] 41 [30 | 10] 14 [13 |34 17 [41 | 2146 [23 ] 12] 15 [30 [ 10]

] L
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Construcéo de um heap Construcao de um heap Construcéo de um heap

123456 7 8 91011 12 123456 7 8 91011 12 123 456 7 8 91011 12
|14 [13 |34]17 [41 |21 46 [23 ] 12]15[30 [ 10] |14 [13 |34 23 [41 | 21]46 17 | 12] 15 [30 | 10] |14 [13 |34 |23 [41 |21 [46 [17 ] 12]15[30 [ 10]

Construcdo de um heap Construcao de um heap Construcéo de um heap

12 3 4 5 6 7 8 91011 12 12 3 4 5 6 7 8 91011 12 12 3 4 5 6 7 8 91011 12

1413 |46 |23 [41 [ 2134 [17 ] 12]15[30 [ 10] 14 [13 |46 |23 [41 | 21[34 [17 [ 12] 15 [30 | 10] (14 41 |46 |23 [13 | 2134 [17 ] 12] 15 [30 [ 10]




Construcéo de um heap

Construcéo de um heap

Construcéo de um heap

123456 7 8 91011 12 123456 7 8 91011 12
|14 41 |46 |23 [30 |21 [34 [17 [ 12] 1513 ] 10] |14 41 |46 23 [30 | 21[34 17 [ 12] 15 13 | 10]

Construcdo de um heap Construcéo de um heap

12 3 4 5 6 7 8 910 11 12 12 3 4 5 6 7 8 91011 12

146 [41 |34]23 [30 2114 [17 ] 12] 1513 ] 10] 146 41 [34]23 [30 | 2114 [17 [ 12] 1513 | 10]

|
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123 456 7 8 91011 12
146 [41 |14 [23[30 |21 [34 [17 ] 12]15[13 [ 10]

Construcéo de um heap

' Recebe um vetor A[1..n] e rearranja A para que seja h

CONSTROI-HEAP (A4,n)
2 parai+ |n/2] decrescendo até 1 faga
3 DESCE-HEAP (A, n, )

Relacéo invariante:

(i0) no inicio de cada iteracdo, i + 1,...,n séo raizes de
heaps.

T'(n) := consumo de tempo no pior caso

L



Construcéo de um heap

cebe um vetor A[1..n] e rearranja A para que seja heapj

CONSTROI-HEAP (A4, n)
2 parai+« |n/2] decrescendo até 1 faga
3 DESCE-HEAP (A, n,1)

lac&o invariante:

no inicio de cada iteragdo, i + 1,...,n sdo raizes de
heaps.

1) 1= consumo de tempo no pior caso
alise grosseira: T'(n) € § O(Ign) = O(nlgn).

alise mais cuidadosa: T'(n) é ??2?7. J
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Heap sort

T(n) é O(n)

' Prova: O consumo de DESCE-HEAP (4, n, i) é proporcional |
ah=[lg%]. Logo,

llgn]
T(n) = Y 2leni=hp
h=1

lgn]

n
< > mh
h=1
12 3 lign|
= ”<21+2z+23+"'+2um
1/2
= I aep

B - B
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Heap sort

T(n) é O(n)

' Prova: O consumo de tempo de DESCE-HEAP (4, n, i)

O(h) = O([lg %1 )- Logo,
llgn

|
T(n) = 2llenl=hQ(p)
h=0

Heap sort

123456 78 91011 12
146 [41 |34]23 [30 |21 |14 [17 | 12]15[13 | 10] B
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123456 78 91011 12
| 110 [41 |34 ]23 [30 | 21[14 |17 | 12] 15 13 | 46] N
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123456 7 8 91011 12
|41 ]10 |34 |23 [30 2114 [17 ] 12]15[13 [ 46




Heap sort Heap sort Heap sort

123456 7 8 9101112 12 3456 7 8 91011 12 123 456 7 8 91011 12
4130 [3423]10 [21 |14 [17 [ 12] 15 [13 ] 46 N | |41 [30 |34]23 [15 | 21]14 |17 | 12] 10 [13 | 46] N | 141 [30 |34 |23 [15 | 21|14 [17 ] 12] 10[13 [ 46
Heap sort Heap sort Heap sort

12 3 4 5 6 7 8 910 11 12 12 3 4 5 6 7 8 91011 12 12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

113[30 |34]23 [15 |21 |14 [17 | 12]10]41 [ 46 B | 113 [30 |34 23 [15 | 21[14 [17 | 12] 10 |41 | 46] B | 1343013 [23[15 | 2114 [17] 12] 1041 [ 6]



Heap sort Heap sort Heap sort

12 3456 7 8 9101112 12 3456 7 8 9101112 12 3456 7 8 9101112
1343021 |23]15 [13]14 [17[12]10[41 | 46] ] | 13430 21 |23[15 | 13[14 |17 [12]10]41 | 46] N | 11030 21 [23]15 [ 13]14 |17 [ 12]34]41 | 46]
Heap sort Heap sort Heap sort

56 7 8 9 10 11 12 7 8 9 10 11 12 12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

10 [30 |21 [23 [15 | 13]14 [17 ] 12] 34 ]41 [ 46 B 13[14 |17 | 12] 3441 | 46] ] | 13023 |21 [10 15 | 1314 [17 ] 12] 34]41 [ 6]



Heap sort

Heap sort

Heap sort

12 3 4 5 6 7 8 910 11 12

1302321 |17 [15 [13]14 |10 [12]34]41 | 46] |
Heap sort
oritmo rearranja A[1..n] em ordem crescente. T

HEAPSORT (A4, n)
CONSTROI-HEAP (4,n) > pré-processamento
m<—n
para i + n decrescendo até 2 faca
A[l] « Ald]
m++<m—1
DESCE-HEAP (4, m, 1)

abhwNREFO

lagBes invariantes: Na linha 2 vale que:

A[m..n] é crescente;

All..m] < Alm +1];

A[1..m] é um heap. J
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1

2 3

4 5 6 7 8 9 10 11 12

130 |23 |21 [17 [15 | 13[14 |10 | 12] 34 41 | 46]

Consumo de tempo

linha todas as execuc¢des da linha
0 = ©(n)
1 = 6@
2 = 0O
3 = 0O
4 = O(n)
6 = nO(lgn)
total = nO(lgn)+O(4n+1) =O0(nlgn)

|
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O consumo de tempo do algoritmo HEAPSORT é

O(nlgn).

|
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12 3456 7 8 9101112
122321 [17]15 [ 13]14 [10 [ 30|34 [ 41 | 46]

Exercicios

Exercicio 9.A
A altura de i em A[1." m] é o comprimento da mais longa sequiéncia da forma

(filho(3), filho(filho(i), filho(flho(filho( 7)), . ..)
onde filho(i) vale 2 ou 2i + 1. Mostre que a altura de i € |lg = |.
E verdade que |lg 7 | = |lgm| — |lgi|?

Exercicio 9.B
Mostre que um heap A[1..m] tem no maximo [m/2"+1] nés com altura h.

Exercicio 9.C

Mostre que [m/2"*1] < m/2" quando h < |lgm].

Exercicio 9.D

Mostre que um heap A[1..m] tem no minimo |m/2k+1| nés com altura h.

Exercicio 9.E

Considere um heap A[1. 'm]; araiz do heap é o elemento de indice 1. Sejam’ o nin
de elementos do “sub-heap esquerdo”, cuja raiz é o elemento de indice 2. Sejam’ o
numero de elementos do “sub-heap direito”, cuja raiz é o elemento de indice 3. Mostre

m” <m' <2m/3.



Mais execicios

cicio 9.F
re que a solucédo da recorréncia

(1) 1
T(k) < T(2k/3)+5 parak>2

log k). Mais geral: mostre que se 7'(k) = 1'(2k/3) + O(1) entdo O(log k).

osidade: Essa é a recorréncia do DESCE-HEAP (A, m, i) se interpretarmos k
0 sendo o niimero de nés na subarvore com raiz ).

cicio 9.G

eva uma versao iterativa do algoritmo DESCE-HEAP. Faca uma andlise do
umo de tempo do algoritmo.

|
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-

Mais exercicios ainda

Exercicio 9.H

Discuta a seguinte variante do algoritmo DESCE-HEAP:

D-H (A, m, i)

1 e 2

2 d+2i+1

3 see< me Ale] > Ali]

4 entdo Afi] «» Ale]
5 D-H (A,m,e)
6 sed <me Ald > Ali]

7 entdoAfi] «» A[d]
8 D-H (A, m,d)

|
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