Analise de Algoritmos

Slides de Paulo Feofiloff

[com erros do coelho e agora tambéem da cris]
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Analise probabilistica

CLRS 5.1, C.2, C.3
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Maximo
fProbIema: Encontrar o elemento maximo de um vetor T
All..n] de numeros inteiros positivos distintos.

MAX (A, n)

1  mazr 0

2 parai: <« 1 atén faca

3 se Ali| > max

4 entao max «— Ali]
5 devolva max

Quantas vezes a linha 4 é executada?

o -
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fProbIema: Encontrar o elemento maximo de um vetor T
All..n] de numeros inteiros positivos distintos.

MAX (A, n)

1  mazr 0

2 parai: <« 1 atén faca

3 se Ali| > max

4 entao max «— Ali]
5 devolva max

Quantas vezes a linha 4 é executada?
Melhor caso, pior caso, caso medio?
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Maximo
fProbIema: Encontrar o elemento maximo de um vetor T
All..n] de numeros inteiros positivos distintos.

MAX (A, n)

1  mazr 0

2 parai: <« 1 atén faca

3 se Ali| > max

4 entao max «— Ali]
5 devolva max

Quantas vezes a linha 4 é executada?
Melhor caso, pior caso, caso medio?

Suponha que A[l1..n] €
permutacao aleatoria uniforme de 1,...,n

LCada permutacao tem probabilidade 1/n!. J
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Um pouco de probabilidade

(5, Pr) espago de probabilidade -
S = conjunto finito (eventos elementares)
Pr{} = (distribuicao de probabilidades) funcao de S em
0, 1] tal que
pl. Pr{s} > 0;
p2. Pr{S} =1;e
p3. R, T C S, RNT =0 = Pr{RUT} = Pr{R}+Pr{T}.

Pr{U} é abreviacdode ) Pr{u}.

uelU
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Um pouco de probabilidade

(5, Pr) espago de probabilidade -
S = conjunto finito (eventos elementares)

Pr{} = (distribuicao de probabilidades) funcao de S em
0, 1] tal que

n1. Pr{s} > 0;
p2. Pr{S}=1;e
03. R, T CS,RNT =0 = Pr{RUT} = Pr{R}+Pr{T}.

Pr{U} é abreviacdode ) Pr{u}.

uel
No problema do maximo:

# S é 0 conjunto das permutacdes dos numeros em
All..n];

L # na distribuicao uniforme, para cada s € S, Pr{s} = 1/n!.J
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Malis um pouco de probabilidade

o .

Um evento € um subconjunto de S.
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Mais um pouco de probabilidade

o .

Um evento € um subconjunto de S.

No problema do maximo, eventos sao subconjuntos de
permutacgoes de A[l..n]|.

Exemplo.
U .= {permutacoes de A[l..n] em que Aln] € maximo}

e um evento de S.
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Mais um pouco de probabilidade

o .

Um evento € um subconjunto de S.

No problema do maximo, eventos sao subconjuntos de
permutacgoes de A[l..n]|.

Exemplo.
U .= {permutacoes de A[l..n] em que Aln] € maximo}
é um evento de S.

Se Pr{} e distribuicdo uniforme, entao

Pr{lU/} = 777.
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Mais um pouco de probabilidade

o .

Um evento € um subconjunto de S.

No problema do maximo, eventos sao subconjuntos de
permutacgoes de A[l..n]|.

Exemplo.
U .= {permutacoes de A[l..n] em que Aln] € maximo}
é um evento de S.

Se Pr{} e distribuicdo uniforme, entao

Pr{U} =1/n.
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Malis um pouco de probabilidade

fUma variavel aleatoria € uma funcao numerica definida T
sobre o0s eventos elementares.

Algoritmos — p.6/2.



Mais um pouco de probabilidade

fUma variavel aleatoria € uma funcao numerica definida T
sobre o0s eventos elementares.

Exemplo de variavel aleatéria

X (A) := numero de execucgoes da linha 4 em MAX(A,n)

o -
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Mais um pouco de probabilidade

fUma variavel aleatoria € uma funcao numerica definida T
sobre o0s eventos elementares.

Exemplo de variavel aleatéria

X (A) := numero de execucgoes da linha 4 em MAX(A,n)

“X =k” @ uma abreviagao de {s € S : X(s) = k}
Esperanca E[X| de uma variavel aleatoria X

Z k-Pr{X =k} =) X(s) Pr{s}

ke X (S seS

o -
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Mais um pouco de probabilidade

fUma variavel aleatoria € uma funcao numerica definida T
sobre o0s eventos elementares.

Exemplo de variavel aleatéria

X (A) := numero de execucgoes da linha 4 em MAX(A,n)

“X =k” @ uma abreviagao de {s € S : X(s) = k}
Esperanca E[X| de uma variavel aleatoria X

Z k-Pr{X =k} =) X(s) Pr{s}

ke X (S seS

Linearidade da esperanca: ElaX + Y] = aE[X] 4+ E|Y]

o -
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De volta ao maximo

fProbIema: Encontrar o elemento maximo de um vetor T
All..n] de numeros inteiros distintos.

MAX (A, n)

1  mazr 0

2 parai: <« 1 atén faca

3 se Ali| > max

4 entao max «— Ali]
5 devolva max

Quantas vezes a linha 4 é executada no caso medio?

Suponha que A[l..n| é permutacao aleatdria uniforme de
I,...,n

LCada permutacao tem probabilidade 1/n!. J
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Exemplos

linha 4

2
1

3/2

All..3

linha 4

1,2,3
1,3,2
2,1,3
2,3,1
3,1,2
3,2,1

BlX]

R P N DN DN W

11/6

-
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Mais um exemplo

Al .. 4]

linha 4

Al .. 4]

1,2,3,4
1,2,4,3
1,3,2,4
1,3,4,2
1,4,2,3
1,4,3,2
2,1,3,4
2,1,4,3
2,3,1,4
2,3,4,1
2,4,1,3
2,4,3,1

NN W W N WNDNWWWPN

3,1,2,4
3,1,4,2
3,2,1,4
3,2,4,1
3,4,1,2
3,4,2,1
4,1,2,3
4,1,3,2
4,2,1,3
4,2,3,1
4,3,1,2
4,3,2,1

ElX]

linha 14 T

P PR RPRERPERPNNMNNDNNDNN

-
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Variavels aleatorias

-

X = numero total de execucoes da linha 4



Variavels aleatorias

o .

X = numero total de execucoes da linha 4

. 1 se “max «— Ali]” & executado
"] 0 caso contrario

X numero total de execucoes da linha 4

X1+ -+ X,

o -
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Variavels aleatorias

X = numero total de execucoes da linha 4

. 1 se “max «— Ali]” & executado
"] 0 caso contrario
X = numero total de execucoes da linha 4
= Xi+---+ X,
Esperancas:
E[X;] = probabilidade de que A[:] seja
maximo em A[l.. 1]
= 1/

-
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Esperanca

EX] = E[Xi+-+ X;)
= E[Xl] + - —|-E[Xn]
= 1/1+---+1/n
< 1+4+Inn
= ©O(lgn)

1 1
2.92<I+---+1—O<2.93<3.30<1+ln10

1 1
1 — 44— 1 . 1 +1n100
58<1+ +1OO<5 9<6.60<1+1In

1
9.8 < =+ -+ + < 9.79 < 10.21 < 1 4 In 10000

1
1 10000 __J
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Série harmonica
A

1/2
1/3
1/x
2 3 4 n
I 1 1 1
| = — < H,=1 —
nn / n +2+3+4+ +n
n
d
< 1+ —x—l—l—lnn

1 xr



Experimentos

~ Para cada valor de n = 252,512,1024, . .. foram geradas 10,
100 ou 200 amostras de sequencias de inteiros atraves do
trecho de codigo
for (1 =0; 1 < n; 1I++){

vii]=(int)((double)l NT_MAX*rand()/ ( RAND MAX+]
}
onde r and() € afuncao geradora de numeros
(pseudo-)aleatorios da biblioteca do C.

A

A coluna E|X| nas tabelas a seguir mostra o numero medio
de vezes que a linha 4 do algoritmo MAX foi executada
para cada valor de n e cada amostra de sequéncias.

o -
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Experimentos (10)

n  FElX] 1+Inn

256 7.20 6.55

512 6.90 7.24
1024 7.30 7.93
2048 7.10 8.62
4096 10.20 9.32
8192 9.00 10.01
16384 10.80 10.70
32768 11.00 11.40
65536 1250 12.09
131072 12.60 12.78
262144 13.20 13.48
524288 13.20 14.17
1048576 12.80 14.86
2097152 1390 15.56
4194304 1490 16.25
8388608 17.90 16.94

-
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Experimentos (100)

n  FElX] 1+Inn

256 5.92 6.55

512 6.98 7.24
1024 7.55 7.93
2048 8.39 8.62
4096 8.97 9.32
8192 9.26 10.01
16384 10.44 10.70
32768 11.32 11.40
65536 11.66 12.09
131072 12.38 12.78
262144 13.17 13.48
524288 13.56 14.17
1048576 1454 14.86
2097152 15.10 15.56
4194304 15.61 16.25
8388608 16.56 16.94

-
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Experimentos (200)

n  FElX] 1+Inn

256 6.12 6.55

512 6.86 7.24
1024 7.38 7.93
2048 7.96 8.62
4096 8.87 9.32
8192 941 10.01
16384 10.28 10.70
32768 10.92 11.40
65536 11.31 12.09
131072 12.37 12.78
262144 1292 13.48
524288 13.98 14.17
1048576 14.19 14.86
2097152 15.62 15.56
4194304 15.74 16.25
8388608 17.06 16.94

-
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