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Anadlise Amortizada do Union-Find

Considere a seguinte implementagdo da estrutura de dados para armazenar uma colecdo de con-
juntos disjuntos, conhecida como union-find:

UNION(z,y)

@) 1. z' +FINDSET(x)
MAKESET(%

] 2. y' +FINDSET(y)
1. pai[z] « = 3. LINK(2', )

2. rank[z] + 0 ’

() LINK(z,y)
FINDSET(%

1. se rank[z] > rank[y]
1. se z # pai[z]

~ 2. entdo paify] + z
2. entao pai[z] < FINDSET(pai[z]) _ '
) 3. sendo pai[z] + y
3. devolva pai[z]
4. se rank[z] = rank[y]
5 entao rank[y] « rank[y] + 1

Seja 1gM ¢ = Igz e, para i > 2, seja Ig®) = Ig(1g¥V z). A funcio lg*n é definida da seguinte
maneira;: .
lg¥n = min{i:lg®n < 1}.

Qualquer sequéncia de operagoes MAKESET, FINDSET e UNION pode ser convertida em uma sequéncia
de operagoes MAKESET, FINDSET e LINK. Considere portanto uma seqiiéncia de m operagoes MAKESET,
FINDSET e LINK das quais n si0 MAKESET. Vamos mostrar que o custo amortizado de cada operagao
nessa seqiiéncia é O(Ig* n).

Para um né z da floresta de drvores enraizadas, associamos um conjunto de nés G(z) = {y :
lg*(rank[y]) = lg*(rank[z])}, que é chamado de grupo de z. Usaremos a seguinte fungio potencial
nesta andlise amortizada:

® = |{z:G(z) = G(pai[z])}|.

Note que ® > 0 e &5 = 0.

Abaixo, vamos denotar por ®,4 a funcdo potencial depois da operagao em questdo ser executada e
por @, a funcao potencial antes da operacao ser executada.

O custo amortizado de cada operagao é:

1. MAKESET(z):
c=¢+%;—-%, =1+1 = 2.

2. LINK(z,y):
c=¢c+%;—-9%, < 1+1 = 2.

Note que de fato ®; — &, < 1 pois o campo pai é alterado para apenas um dentre os nds z e
1y, e este pode passar a contribuir com 1 para o potencial. Por outro lado, devido ao possivel
incremento sufrido por rank[y|, a funcdo potencial pode diminuir bastante numa execugio da
funcao LINK.



3. FINDSET(z):

Seja z =FINDSET(z) e k o comprimento do caminho entre z e z. O custo real de FINDSET(z) é
k. Entao temos que
E = c4®y—B, = k+dy— b,

Para determinar o valor de ®;— ®,, considere a seguinte particao das arestas da floresta corrente.
Para cada vértice u que nao é raiz de uma das arvores da floresta, dizemos que

e a aresta entre u e pai[u] é vermelha se G(pai[u]) = G(u) = G(r), onde r é a raiz da arvore
em que u se encontra.

e a aresta entre u e pai[u] é azul se G(pai[u]) # G(u).

e a aresta entre u e pai[u] é amarela se G(pai[u]) = G(u) # G(r), onde r é a raiz da drvore
em que u se encontra.

Como, ao final da execucio de FINDSET(z), todos os nés do caminho entre z e z tem z como
pai, temos que o valor de ® decresce exatamente do nimero de arestas amarelas no caminho de
z a z. Mas entdao ¢ = v + a, onde v é o ntimero de arestas vermelhas e a é o nimero de arestas
azuis no caminho de x a z.

A fungdo rank cresce estritamente a medida que subimos nas drvores. Uma aresta azul indica
que passamos de um grupo para outro. Portanto, o nimero de arestas azuis no caminho de
qualquer né até uma raiz é no maximo o nimero de grupos, que é ndo mais que 1+ Ig*n. De
fato, a funcao rank assume valores entre 0 e lgn, o que implica que os grupos vao de 0 até
lg*(lgn) <lg*n. Ouseja, a <1+ 1g*n e o custo amortizado do FINDSET fica

¢ =v+a < v+1+4+1g"n.

Vamos usar essas delimitacoes superiores nos custos amortizados para demonstrar que
m
~ *
> & = O(mlg™n), (1)
i=1

onde ¢ é o custo amortizado da i-ésima operacdo da sequéncia. Como > i, & < Y7, ¢, onde ¢
é o custo real da i-ésima operacdo, isso implica que o custo amortizado por operacao da seqiiéncia é
O(lg"* n), como queriamos.

Das deducoes anteriores, temos que

m

Zéi < 2(m—f)—|—f(1+lg*n)—|—2vi,

=1 =1

onde f é o nimero de operagoes FINDSET na seqiiéncia, v; = 0 se a ¢-ésima, operagao nao é um FINDSET
e é o niimero de arestas vermelhas no caminho de z a z se a i-ésima operagdo é um FINDSET(z) que
devolve z como resposta.

Para calcular ;" v;, observe que, se um né deixa de ser ponta inferior de uma aresta vermelha,
nunca mais ele volta a ser ponta inferior de uma aresta vermelha.

Todos os nés visitados num FINDSET, exceto os dois ultimos, tém o seu campo pai alterado no
FINDSET. Toda vez que o campo pai de um né é alterado, o valor do rank do seu pai aumenta. Isso
porque a funcdo rank cresce estritamente a medida que subimos nas arvores da floresta.

Quantas vezes um né y que é ponta inferior de uma aresta vermelha pode sofrer alteracao do seu
campo pai num FINDSET? Se g = lg*(rank|y]), entdo isso pode ocorrer no méximo t(g + 1) — t(g) <
t(g + 1) vezes, onde t(s) = min{k : 1g*k > s}. (A funcdo t(s) é uma espécie de inversa da funcio
lg* n.)



Assim sendo,
Ig*n

Yovi < 2f+ ) Hy:lg* (rankly)) = g}[t(g + 1)
=1 g=0

Lembre-se agora que o nimero de nés y tais que rank[y] = r é no méximo n/2". Disso, tiramos
que

H{y : Ig* (rank[y]) = g} H{y : Ig* (rank[y]) > g}

{y : rank[y] > t(g)}|

o0

> Hy: rank[y] = r}|
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Portanto concluimos que

m Ig*n e
D ovi < 2f+) |{y:lg (rankly]) = g}lt(g +1) < 2f +2n ) t(gt?;)l)

i=1 g=0 9=0

Mas, note que t(g+ 1) < 21911 Ou seja,
m
Zvi < 2f +2n(1 +1g"n).
i=1

Portanto podemos concluir que ;" ¢; < > ¢ < 2m+2n(1+1g*n) = O(mlg*n), ja que
m > n. Assim sendo, o custo amortizado por operagao é O(lg* n).



