MAC5711 — Analise de Algoritmos

Departamento de Ciéncia da Computagdo - IME/USP
Sequndo Semestre de 2005

1. RECORRENCIAS

Uma recorréncia é uma equacao ou desigualdade que descreve uma fungdo por meio
de seus valores para entradas menores.

Em andlise de algoritmos, é comum deduzirmos recorréncias envolvendo notagao
assintética a partir de algoritmos recursivos. Por exemplo, a recorréncia do tempo de
pior caso do algoritmo MERGESORT é a seguinte:

(1) T(n) =T(In/2]) + T([n/2]) + O(n).

Nestes casos, o que queremos determinar é apenas a ordem de grandeza da fungio T'(n).

H4 varios métodos para se deduzir a ordem de grandeza de uma funcao que satis-
faz uma recorréncia deste tipo. O primeiro passo nessa deduc¢do é nos concentrarmos
numa recorréncia tradicional (ou seja, sem a notagao assintética e definida completa-
mente) derivada da recorréncia original. No caso do nosso exemplo, derivamos de (1)
a recorréncia:

7( )_{ 1 sen=1
"= T(|n/2]) +T([n/2]) +n sen=2,3,4,....

Observe a relagdo entre esta recorréncia e (1). Primeiramente estabelecemos o caso
base como sendo 1 (o mais simples possivel) e decidimos arbitrariamente que o valor
de T(1) = 1. Além disso, substituimos ©(n) por n, um representante significativo da
classe ©(n) o mais simples possivel. Na verdade, em vez de T'(n) nessa recorréncia
completa, deveriamos ter escrito o nome de uma, outra funcao, pois esta nao é de fato
a nossa T'(n) inicial. Ela é apenas uma funcao auxiliar cujo comportamento assint6tico
determinamos para deduzir o comportamento assintético da nossa T'(n) original. No
entanto, abusamos da notacgao e escrevemos a recorréncia com a prépria T'(n).

Usando o exemplo acima, indicaremos a maneira de se resolver uma recorréncia como
esta.

Determinar a solucio exata de uma recorréncia deste tipo pode ser uma tarefa dificil.
Devemos lembrar entdo que na verdade nao estamos interessados na solucdo exata da
recorréncia, mas na ordem de grandeza da sua solugao. Determinar a ordem de grandeza
da solucdo desta recorréncia é uma tarefa mais simples do que resolvé-la exatamente.
Ela consiste em duas etapas, das quais a primeira essencialmente resolve o problema.

A primeira etapa consiste em nos restringirmos a valores de n que sao poténcias de 2.
Para tais valores, a recorréncia se reduz a

T(n) = 1 sen =1
| 2T(n/2)+n sen=2,4,8,16,....

Vamos mostrar como resolver uma recorréncia deste tipo usando o método da subs-
tituicdo. Para isso, precisamos primeiramente encontrar um “chute” de solucao da
recorréncia. Um jeito de determinar tal chute é fazendo a expansao da recorréncia ou

de sua arvore de recursdo. Aqui mostraremos como fazer a expansdo. Suponha que n
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é uma poténcia de 2 grande. Neste caso, temos que
T(n) = 2T(n/2)+n

= 2(2T7(n/2*) +n/2) +n = 22T (n/2*) +n+n

= 22(2T7(n/2*) +n/2*) +n+n = 22T(n/2%)+n+n+n

= oo = 26T (n/2F) + kn,
para um k qualquer nao maior que lgn.

Tomando-se k = lgn, concluimos que T'(n) = nT(1) + nlgn =n +nlgn. Esse é o

nosso chute de solugdo para a recorréncia para n poténcia de 2. Para verificar que este

chute estd correto, basta fazer uma prova por inducio em k, onde n = 2k, E esta prova,
por inducao que é chamada de método da substituicdo.

Prova por inducio em k que T'(2%) = 2% 4 k2,
Base: £ = 0.

Neste caso, T(2¥) = T(1) = 1 e 2° + 0.2° = 1, ou seja, a férmula vale.
Passo: £ > 0.

Neste caso,
T(2F) = 212k 1) +2F
= 202"+ (k—1)28 1) 4 2 por inducao
= 2P (k—1)2F +2F
= 2F 4 K2k,

ou seja, a férmula vale, completando a prova por inducao.

Dessa primeira etapa, deduzimos uma férmula fechada para a solugao da recorréncia
para valores de n que sdo poténcias de 2. Na segunda etapa, vamos mostrar que a
ordem de grandeza de T'(n) para poténcias de 2 se aplica a T'(n) em geral, desde que
T'(n) satisfaga uma restri¢do muito natural, que em particular vale para as fungoes que
usualmente estudamos em andlise de algoritmos.

Vamos mostrar que, se T'(n) é uma fungdo nao-decrescente e T'(n) = n+nlgn paran
poténcia de 2, entdo T'(n) = ©(nlgn). Comecaremos mostrando que T'(n) = O(nlgn).
Para, isso, seja 7 um inteiro positivo arbitrario e seja m o inteiro tal que 2™~ < n < 2.
Temos que, pelas hipdteses,

T(n) < TE™)

= 2™+ m2™

< 2n+(lgn+1)2n

= 4n+2nlgn

< 4nlgn, para todo n > 4.

Disso concluimos que T'(n) = O(nlgn). De maneira andloga, podemos demonstrar que
T(n) = Q(nlgn). Ou seja, de fato T'(n) tem a ordem de grandeza determinada pela
solucao da recorréncia restrita a valores de n que sdao poténcias de 2.

Geralmente, quando resolvemos uma recorréncia deste tipo em andlise de algoritmos,
omitimos a segunda etapa da prova. Ou seja, provamos a solu¢do da recorréncia para
poténcias de 2 e deduzimos, diretamente dali, a ordem de grandeza da solucdo da
recorréncia original.



