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Gabarito parcial da lista 2

1. Resolva as recorréncias abaixo:

(e) T(n) =T(|n/3]) +T([2n/3]) + O(n)
Resolugao: A recorréncia simplificada correspondente a esta é
1 sen=0oun=1
T(n)
T(|n/3]) +T(|2n/3])+n sen>2.

Expandindo a 4rvore de recursdo desta recorréncia, percebemos que ela é ©(nlgn).
Na verdade, obtemos da expansdo até um “chute” de solugao da recorréncia. Algo
do tipo T'(n) < nlogs, n. Porém, é ficil ver que isso ndo vale paran =0oun =1,
ou mesmo para n = 2. Para ndo termos que lidar com termos de ordem menor,
vamos abrir mao de incluir na prova por inducao os casos em que n = 0 oun = 1.
Vamos tentar fazer a prova por inducdo a partir de n = 2. Porém, como paran = 2, a
férmula acima ainda nao vale, temos que ajustd-la um pouco. Depois de experimentar
algumas coisas, chegamos por exemplo que é possivel mostrar que

T(n) < %nlog3/2 n para todo n > 2.
Prova: Por inducdo em n.
Base: 2 <n <5.
Exercicio: Calcule T'(n) para n = 2,3,4,5 e, com o auxilio de uma calculadora,
verifique que T'(n) < 3nlogs /2 o nestes casos.
Passo: n > 6.
Neste caso, T'(n) = T(|n/3]) + T(|2n/3]) + n, com [n/3] e |2n/3]| ambos maiores
ou iguais a 2 e menores que n. Podemos entao aplicar indugao e obtemos que

T(n) = T(|n/3])+T(|2n/3]) +n
< g[n/3j logs /o |n/3] + %L?n/BJ logs/[2n/3] +n por indugio

n] n 1 2n
S 5 logsa 3 +nlogyn o=+
n
= §(log3/2 n —logs/y 3) + n(loggjs n — logg s 3/2) +n
3 n
= §n10g3/2n—§10g3/23—n—l—n
3 n
= Enlog3/2 n-g logs /5 3
S §n10g3/2 n.

Isso mostra que T'(n) = O(nlgn). Para concluir que T(n) = O(nlgn), é preciso
mostrar também que T'(n) = Q(nlgn).



3. Escreva um algoritmo eficiente que busca um valor z em uma matriz A, «, cujas linhas e
colunas estao ordenadas em ordem nao-decrescente. Seu algoritmo deve consumir tempo

O(n).
Comentdrio: Seu algoritmo consumia tempo O(n)? Se consumia mais, procure bolar um
que consuma tempo O(n).

7. Considere a recorréncia

T(n) = 1 sen=0oun=1
no= minogkgn_l{T(k)—l—T(n—1—k)}—|—n sen > 2.

Mostre que T'(n) < (n+ 1)lg(n + 1) + 1 para todo n > 0.

Resolugao: Prova por indugao em n.

Base: n=0en =1.

De fato, T(0) =1 < (0+1)Ig(0+ 1) +1eT(1) =1< (1 +1)lg(1 +1) + 1.
Passo: n > 2.

Neste caso, temos que

T() = _min (T()+T(n—1-K)}+n
< 0<§€n<in 1{(k +1)1g(k+1)+ 1+ (n—k)lg(n — k) + 1} + n por indugao
—_ _n_
< min {(k+1)Ig(k+1)+(n—k)lg(n —k)} +n+2.
0<k<n—1

Considere a fungao f(z) = (x + 1)In(x + 1) + (n — z) In(n — z). (Note que trocamos o 1g
por In aqui, por conveniéncia.) Vamos determinar um ponto em que a fungio f(z) atinge
seu minimo no intervalo [0..n — 1]. Para tanto, vamos calcular a derivada primeira e a
derivada segunda de f(z). Primeiro,

z+1 n—x

J'@) = w+1+ln($+1)_n—x

—In(n —z) = In(z+1) —In(n — z),

que vale zero quando z + 1 = n — z, ou seja, quando z = (n — 1)/2. A derivada segunda é

1 1
+ )
z+1 n—=x

=) =

que é maior que zero para todo z em [0..n — 1]. Assim sendo, z = (n — 1)/2 é o unico
ponto de minimo da func¢io f(z) no intervalo [0..n — 1].

Observe que a funcdo f(k) difere da fungdo que estd dentro do min apenas por uma
constante (o In2), portanto o minimo é atingido no mesmo lugar. Teriamos entdo que

T(n) < min {(k+1)1g(k+1)+(n—k)lg(n—k)} +n+2

0<k<n—1
1 1
- zn; @n; 42

= (n+D(gn+1)—1)+n+2
= (n+1lgn+1)—(n+1)+n+2

= (n+1)lg(n+1)+1 como queriamos demonstrar.

No entanto, hd um pequeno problema neste argumento. Ao substituirmos o minimo pelo
seu valor no ponto de minimo da fungao f(z), ignoramos o fato de que tal minimo foi pego



apenas entre os inteiros. De fato, a primeira igualdade acima vale apenas quando (n—1)/2
é um inteiro, ou seja, quando n é impar. Quando n é par, temos que fazer algum ajuste,
pois o minimo poderia ser substituido apenas por

Por outro lado, o minimo na expressdo de T'(n) é tomado apenas nos inteiros do intervalo
[0..n — 1], assim, se n é impar, de fato o minimo ocorre quando k = (n — 1)/2. Mas se n
é par, o minimo ocorre quando k = n/2 ou k = (n — 2)/2. Assim sendo, 2F21g 22 4+ 2 ¢,

2
infelizmente, usando esta expressao, nao conseguimos chegar a mesma conclusao.

Fico por enquanto devendo um ajuste que resolva este problema. Se alguém conseguir
ajustar a prova, pode mandar a sugestao para o férum.



