ANALISE DO QUICK-UNION COM A HEURISTICA DOS TAMANHOS

Considere o algoritmo quick-union com a heuristica dos tamanhos (implementagao 3,
aula 2):

1. #include <stdio.h>

2. #define N 1000

3. main() {

4. int i, j, p, q, t, id[N], tam[N];

5.

6. for (i=0; i < N; i++) { id[i] = i; tam[i] = 1; }
7. while (scanf("%d %d", &p, &) == 2) {

8. for (i=p; id[i]!'=i; i=id[i]);

9. for (j=q; id[j1'=j; j=id[j1);

10. if (1A'= 3) {

11. if (tam[i] > tam[jl) { id[j] = i; tam[i] += tam[j]; }
12. else { id[i] = j; tam[j] += tam[i]; }

13. printf (" %d %d\n", p, q);

14. b

15.  }

16. }

Vamos mostrar que, no inicio de qualquer iteracao do while da linha 7,
qualquer que seja s, se r é o representante de s (ou seja, r = i apds a
execucao da linha 8 com p = s), a linha 8 executa no maximo log tam[r]
vezes a atualizacdo i = id[i].

Podemos provar este fato por indugao no nimero de iteragoes do while da linha 7. Na
primeira iteracao de while, a atualizacao i = id[i] nao é executada nenhuma vez ja que
id[i] = i para todo i. Portanto a afirmacao vale pois tam[i] = 1 para todo i elogl = 0.
Suponha agora que a afirmacao acima vale no inicio de uma iteracao arbitrdria do while
da linha 7. Vamos mostrar que ela vale também no fim dessa iteragao. Se i = j, nao ha
nada a provar. Se i !'= j, considere que tam[i]>tam[j] (o outro caso é andlogo). Neste
caso, fizemos id[j] = i, ou seja, i passou a ser o representante de todos os que antes
eram representados por i ou por j. Fora isso, aumentamos o valor de tam[i]. Para todo
s que tem representante diferente de j na linha 10, é facil ver que a afirmacao continua
véalida na linha 14 (a linha 8 requer exatamente o mesmo nimero de atualizagdes i =
id[i]). Se, por outro lado, s tem j como seu representante na linha 10, entao a linha 8
passa a requerer no maximo 1+ logtam[j] atualizagbes 1 = id[i]. Como 1+ logtam[j]
= log(2tam[j]) < log(tam[i]+tam[j]), a afirmacao vale.

Da afirmacéao, podemos concluir que cada execucao da linha 8 requer no méximo log N
operagoes. Idem para a linha 9, e o algoritmo no total executa O(M log N) operagoes,
onde M é o nimero de pares e N o tamanho do universo.

Notagao assintética: entenda O(f(n)) como “no méximo cf(n), para alguma constante
positiva arbitraria c¢”.



