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3a. lista de exercicios

1. Sejam (X, d) um espago métrico e F© C X. Mostre que é fechado em X se, e somente
se, vale a seguinte propriedade:

Para toda sequéncia (x,) em F, se x,, — x em X entao x € F.

2. Dada uma sequéncia (z,,) limitada em um espago métrico X defina E,, = {x,, : n > m}.
Mostre que (z,) é uma sequéncia de Cauchy se, e somente se,

lim §(E,,) =0.
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3. Sejam (x,) e (y,) sequéncias de Cauchy em um espago métrico munido da distancia d.
Mostre que a sequéncia {d(z,,y,)} converge em R.

4. Seja {F,}, n € N, uma sequéncia de subconjuntos nao-vazios, fechados e limitados em

um espago métrico completo X, com F,, D F,4; para todo n. Mostre que se 0(F,) — 0,

entao M, F, é um conjunto com um tunico elemento.

5. Seja X um espago munido da métrica discreta. Caracterize as sequéncias de Cauchy e
as sequéncias convergentes em X. Conclua que X é um espaco métrico completo.

6. Seja (z,) uma sequéncia de nimeros reais, z,, — x. Defina

1 n
n = — Zj, n=12....
y n; :

Mostre que y, — .

7. Sejam F, K C RY, F fechado e K compacto. Mostre que
F+K={x+y, zelF yec K}

é fechado em R™. Mostre, também, que F + K é compacto se ambos F e K o forem.

8. Sejam (X, d) um espago métrico e A,B subconjuntos limitados de X. Mostre que
d(AUB) <d(A,B)+6(A) +o(B).

Conclua que se Ay, ..., A, sao subconjuntos limitados de X entao U A; também é subcon-
junto limitado de X.

9. Um espaco métrico (X, d) é separdvel se existir Y C X enumeravel com Y = X. Mostre
que as propriedades a seguir sao equivalentes:

1. X é separavel;

2. X admite uma base enumeravel de abertos.



10. Sejam (X, d) um espago métrico e Y um subconjunto de X. Mostre que se (Y, dy) é
um espago métrico completo entao Y é fechado em X.

11. Sejam (X, d) um espac¢o métrico e (z,) uma sequéncia em X. Suponha que

oo

Z d(xp, Tpi1) < 00.

n=1

Mostre que (z,) é uma sequéncia de Cauchy em X.

12. Uma métrica d sobre um conjunto X ¢é chamada ultramétrica se, para quaisquer
x,y,z € X, vale:

() d(z,y) < max{d(z, 2),d(z,y)} .

Note qua a propriedade (T) implica a desigualdade triangular. Mostre que se a métrica d
¢ uma ultramétrica entdo uma sequéncia (z,) em X é uma sequéncia de Cauchy se, se s6
se, d(zp, Tpi1) — 0.



