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5a. lista de exerćıcios

1. Sejam (X, dX), (Y, dY ), (Z, dZ) espaços métricos e f : X → Y , g : Y → Z. Tome
x0 ∈ X e suponha que f seja cont́ınua em x0 e que g seja cont́ınua em f(x0). Mostre que
g ◦ f : X → Z é cont́ınua em x0.

2. Sejam (X, dX), (Y, dY ) espaços métricos e suponha que x0 ∈ X seja um ponto isolado.
Mostre que qualquer função f : X → Y é cont́ınua em x0.

3. Considere as projeções Pj : RN → R sobre cada um dos eixos coordenados, isto é, se
j ∈ {1, . . . , N} então

Pj(x1, . . . , xN) = xj.

Mostre que cada Pj é uniformemente cont́ınua. Conclua que qualquer função polinomial

(†) Q(x1, . . . , xN) =
∑

i1,...,iN

ci1,...,iNx
i1
1 · · ·xiN

N

é uma função cont́ınua em RN (em (†) os coeficientes ci1,...,iN são números reais e a soma
é finita).

4. Em cada um dos exemplos abaixo, Y é um subconjunto do espaço métrico X. Determine
se Y é aberto, fechado, limitado, compacto e conexo. Determine Y ′, Y e também os pontos
isolados de Y .

(a) X = R2, Y = {(x1, x2) : x
2
1 − x2

2 ̸= 1};

(b) X = R3, Y = {(x1, x2, x3) : x3 = x2
1 + x2

2};

(c) X = R3, Y = {(x1, x2, x3) : x
2
1 + x2

2 + x4
3 ≤ 2};

(d) X = R2, Y = {(cos t, sen t) : 0 ≤ t < 2π};

(e) X = R2, Y = Z× Z;

(f) X = R2, Y = Z× R;

(g) X = R, Y = [0, 1] ∪ {2}.

5. Mostre que RN é conexo se, e somente se, N ≥ 2.

6. Sejam (an) uma sequência limitada de números reais e p um inteiro não negativo. Mostre
que a série

∞∑
n=1

ann
pe−nx (⋆)

1



define uma função cont́ınua em ]0,∞[.

7. Sejam fn : [0, 1] → R definidas por

fn(x) = nx(1− x2)n, n = 1, 2, . . . .

Mostre que fn → 0 pontualmente em [0, 1] e que∫ 1

0

fn(x)dx −→ 1

2
.

8. Sejam fn : [a, b] → R cont́ınuas, n = 1, 2 . . . , e suponha que fn → f uniformemente em
[a, b]. Mostre que ∫ b

a

fn(x)dx −→
∫ b

a

f(x)dx.

9. Seja S um conjunto não-vazio e (X, d) um espaço métrico. Uma função f : S → X
é limitada se {f(x) : x ∈ S} é limitado em X. Uma sequência de funções fn : S → X,
n ∈ N, é uniformemente limitada se existir C > 0 tal que δ({fn(x) : x ∈ S}) ≤ C para
todo n ∈ N.

a) Mostre que uma sequência de funções limitadas que converge uniformemente é unifor-
mente limitada.

b) Sejam (fn), (gn), fn, gn : X → R, n ∈ N, sequências de funções que convergem unifor-
memente. Mostre que (fn+ gn) converge uniformemente. Mostre, ainda, que se fn e gn são
limitadas para todo n ∈ N então (fngn) converge uniformemente.

10. Sejam X um espaço métrico, fn : X → R uma sequência de funções cont́ınuas

convergindo uniformemente para f : X → R e (xn) uma sequência em X, xn
X−→ x.

Mostre que fn(xn)
R−→ f(x).
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