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5a. lista de exercicios

1. Sejam (X,dyx), (Y,dy), (Z,dz) espagos métricos e f : X = Y, g:Y — Z. Tome
xo € X e suponha que f seja continua em xy e que g seja continua em f(z). Mostre que
go f: X — Z é continua em x.

2. Sejam (X, dx), (Y,dy) espacos métricos e suponha que xy € X seja um ponto isolado.
Mostre que qualquer funcao f : X — Y é continua em x.

3. Considere as projegoes P; : RN — R sobre cada um dos eixos coordenados, isto é, se
j€{l,..., N} entao
Pi(z1,...,2Nn) = xj.

Mostre que cada P; é uniformemente continua. Conclua que qualquer fungao polinomial

0 Q(ry,....xn) = D> Ciyiyti oy

U1y fN

é uma funcao continua em RY (em (f) os coeficientes ¢;, . ;, s80 numeros reais e a soma
¢ finita).

4. Em cada um dos exemplos abaixo, Y é um subconjunto do espago métrico X. Determine
se Y é aberto, fechado, limitado, compacto e conexo. Determine Y, Y e também os pontos
isolados de Y.

a) X =R Y = {(x1, 1) : 2% — a3 # 1};
b) X =R Y = {(x1, 79, 73) : x3 = 23 + 13};
(

¢) X =R3 Y ={(v1,29,3) : 2} + 2% + 23 < 2};

(
(
(
(d) X =R% Y = {(cost,sent): 0 < t < 2}
() X =R Y =ZxZ

(f) X =R%, Y =ZxR;

(

g) X =R, Y =[0,1]U{2).

5. Mostre que RY é conexo se, e somente se, N > 2.

6. Sejam (a,) uma sequéncia limitada de nimeros reais e p um inteiro ndo negativo. Mostre

que a série
o
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define uma funcao continua em |0, ool.
7. Sejam f,, : [0,1] — R definidas por
fulz) =nx(l —2%)", n=1,2....

Mostre que f, — 0 pontualmente em [0, 1] e que

! 1
/0 Fule)de — o

8. Sejam f,, : [a,b] — R continuas, n = 1,2..., e suponha que f, — f uniformemente em
[a,b]. Mostre que

/ab fo(x)dr — /ab f(z)dx.

9. Seja S um conjunto nao-vazio e (X, d) um espaco métrico. Uma funcao f : S — X
¢ limitada se {f(z) : x € S} ¢é limitado em X. Uma sequéncia de fungoes f, : S — X,
n € N, é uniformemente limitada se existir C' > 0 tal que §({f.(z) : x € S}) < C para
todo n € N.

a) Mostre que uma sequéncia de fungoes limitadas que converge uniformemente é unifor-
mente limitada.

b) Sejam (f.), (gn), fn,gn : X — R, n € N, sequéncias de fung¢oes que convergem unifor-
memente. Mostre que (f, + ¢g,) converge uniformemente. Mostre, ainda, que se f,, e g, sdo
limitadas para todo n € N entéao (f,g,) converge uniformemente.

10. Sejam X um espago métrico, f, : X — R uma sequéncia de funcgoes continuas

. . A X
convergindo uniformemente para f : X — R e (z,) uma sequéncia em X, z, — =x.
Mostre que f,(x,) N f(z).
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