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4a. lista de exerćıcios

1. Dada uma sequência {xn} limitada em um espaço métricoX defina Em = {xn : n ≥ m}.
Mostre que {xn} é uma sequência de Cauchy se, e somente se,

lim
m→∞

δ(Em) = 0 .

2. Sejam {xn} e {yn} sequências de Cauchy em um espaço métrico munido da distância d.
Mostre que a sequência {d(xn, yn)} converge em R.
3. Seja {Fn}, n ∈ N, uma sequência de subconjuntos não-vazios, fechados e limitados em
um espaço métrico completo X, com Fn ⊃ Fn+1 para todo n. Mostre que se δ(Fn) → 0,
então ∩∞

n=1Fn é um conjunto com um único elemento.

4. Seja X um espaço munido da métrica discreta. Caracterize as sequências de Cauchy e
as sequências convergentes em X. Conclua que X é um espaço métrico completo.

5. Sejam (X, d) um espaço métrico e A,B subconjuntos limitados de X. Mostre que

δ(A ∪B) ≤ d(A,B) + δ(A) + δ(B).

Conclua que se A1, . . . , An são subconjuntos limitados de X então ∪n
i Ai também é subcon-

junto limitado de X.

6. Sejam (X, d) um espaço métrico e Y um subconjunto de X. Mostre que se (Y, dY ) é um
espaço métrico completo então Y é fechado em X.

7. Sejam (X, d) um espaço métrico e (xn), (yn) sequências em X. Mostre que se xn
X−→ x

e yn
X−→ y então d(xn, yn)

R−→ d(x, y).

8. Sejam (X, d) um espaço métrico, f, g : X → R e x0 ∈ X. Mostre que

(a) Se f e g são cont́ınuas em x0 o mesmo é verdade para f + g e fg;

(b) Se f(x0) ̸= 0 então existe r > 0 tal que f(x) ̸= 0 se x ∈ Br(x0). Conclua que
1/f : Br(x0) → R é cont́ınua em x0.

9 Seja (X, d) um espaço métrico. Uma função f : X → RN fica definida por funções
fj : X → R, j = 1, . . . , N , denominadas componentes de f , de tal forma que

f(x) = (f1(x), . . . , fN(x)), x ∈ X.

Seja x0 ∈ X. Mostre que f é cont́ınua em x0 se, e somente se, cada fj é cont́ınua em x0.

8. Defina f : R → R do seguinte modo: f(x) = 1 se x ∈ Q, f(x) = 0 se x ̸∈ Q. Existem
pontos em [0, 1] nos quais f é cont́ınua?

10. Sejam (X, dX) e (Y, dY ) espaços métricos e E um subconjunto de X. Mostre que
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se f : X → Y é cont́ınua então f(E) ⊆ f(E). Mostre também, por um exemplo, que a
inclusão pode ser própria.

11. Sejam (X, d), (Y, ρ) espaços métricos e f, g : X → Y cont́ınuas. Suponha que f(x) =
g(x) para todo x ∈ E, com Ē = X. Mostre que f = g.
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