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4a. lista de exercicios

1. Dada uma sequéncia {z, } limitada em um espago métrico X defina E,, = {z, : n > m}.
Mostre que {z,} é uma sequéncia de Cauchy se, e somente se,

lim 0(E,,) =0.
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2. Sejam {x,} e {y,} sequéncias de Cauchy em um espago métrico munido da distancia d.
Mostre que a sequéncia {d(z,,y,)} converge em R.

3. Seja {F,}, n € N, uma sequéncia de subconjuntos nao-vazios, fechados e limitados em
um espago métrico completo X, com F,, D F,,; para todo n. Mostre que se 6(F,) — 0,
entao N2, F, ¢ um conjunto com um tnico elemento.

4. Seja X um espaco munido da métrica discreta. Caracterize as sequéncias de Cauchy e
as sequencias convergentes em X. Conclua que X é um espago métrico completo.

5. Sejam (X, d) um espago métrico e A,B subconjuntos limitados de X. Mostre que
J(AUB) <d(A,B)+6(A) +o(B).

Conclua que se Ay, ..., A, sao subconjuntos limitados de X entao U A4; também é subcon-
junto limitado de X.

6. Sejam (X, d) um espago métrico e Y um subconjunto de X. Mostre que se (Y, dy) é um
espa¢o métrico completo entao Y é fechado em X.

7. Sejam (X, d) um espago métrico e (x,), (y,) sequéncias em X. Mostre que se z,, TN
e Un N y entao d(x,, yy,) N d(x,y).
8. Sejam (X, d) um espago métrico, f,g: X — R e xg € X. Mostre que

(a) Se f e g sao continuas em xy 0 mesmo é verdade para f + g e fg;

(b) Se f(zog) # 0 entdo existe r > 0 tal que f(x) # 0 se z € B.(zg). Conclua que
1/f: B.(zg) = R é continua em x.

9 Seja (X,d) um espaco métrico. Uma funcdo f : X — RY fica definida por funcoes
fi: X =R, j=1,...,N, denominadas componentes de f, de tal forma que

fl@) = (fi@),.... fn(2)), z€X.

Seja xg € X. Mostre que f ¢é continua em zy se, e somente se, cada f; é continua em .

8. Defina f : R — R do seguinte modo: f(z) =1sex € Q, f(z) =0 se z ¢ Q. Existem
pontos em [0, 1] nos quais f é continua?

10. Sejam (X,dx) e (Y,dy) espagos métricos e £ um subconjunto de X. Mostre que



se f: X — Y é continua entdo f(E) C f(E). Mostre também, por um exemplo, que a
inclusao pode ser propria.

11. Sejam (X, d), (Y, p) espagos métricos e f,g: X — Y continuas. Suponha que f(r) =
g(x) para todo x € E, com E = X. Mostre que f = g.



