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2a. lista de exerćıcios

1. Sejam (X, d) um espaço métrico e A ⊂ X. Mostre que A′ é fechado em X. Mostre
também que A′ = (A)′. É verdade que A′ = (A′)′?

2. Seja (X, d) um espaço métrico. Mostre que

• Se A,B ⊂ X então A ∪B = A ∪B.

• Se {An} é uma sequência de subconjuntos deX e seB =
⋃∞

n=1 An então
⋃∞

n=1An ⊂ B.
Mostre também, através de um exemplo, que a inclusão pode ser própria.

3. Seja A ̸= ∅ um subconjunto de R, limitado superiormente. Mostre que supA ∈ A.

4. Sejam (X, d) um espaço métrico e S ⊂ X. Dizemos que S é limitado se o conjunto

B
.
= {d(x, y) : x, y ∈ S} ⊂ R

é limitado superiormente. Definimos o diâmetro de S como sendo o número δ(S) = supB.
Mostre que δ(S) = δ(S).

5. Seja (X, d) um espaço métrico. Dados x ∈ X e A ⊂ X não vazio defina a distância de
x ao subconjunto A como sendo o número real

d(x,A)
.
= inf{d(x, a) : a ∈ A}.

Mostre que d(x,A) = 0 se, e somente se, x ∈ Ā.

6. Sejam (X, d) um espaço métrico e A ⊂ X. Mostre que

|d(x,A)− d(y, A)| ≤ d(x, y), x, y ∈ X.

7. Um espaço métrico (X, d) é separável se X contém um subconjunto enumerável A tal
que Ā = X. Mostre que R é separável.

8. Sejam X um espaço métrico e A ⊂ X. Defina o interior de A como sendo

Ao = {x ∈ A : existe r > 0 tal queBr(x) ⊂ A} .

Mostre que Ao é aberto em X e que A é aberto em X se, e só se, A = Ao. Mostre também
que se B ⊂ A é aberto em X então B ⊂ Ao. Conclua que

Ao =
⋃
B∈A

B ,

onde A é a famı́lia de todos os subconjuntos de A que são abertos em X.

9. Uma coleção {Ui}i∈I de abertos de um espaço métrico (X, d) é chamada de base para
(X, d) se vale o seguinte: dados G ⊂ X aberto e x ∈ G existe i ∈ I tal que x ∈ Ui ⊂ G.
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1. Mostre que {Ui}i∈I é uma base para X se, e somente se, dado G ⊂ X aberto existe
J ⊂ I tal que

G =
⋃
i∈J

Ui.

2. Mostre que se X é separável então X admite uma base enumerável. Sugestão: se E é
enumerável e denso em X considere as bolas abertas de centro em E e raio racional.

– – – ooo – – –
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