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1 Introdução

No contexto de equações diferenciais parciais (EDPs), muitos problemas podem ser resumidos em
resolver uma equação da forma Lu = f , onde L é um operador em algum espaço de funções, fre-
quentemente um operador de derivação, e f é uma função dada. Uma das estratégias para investigar
esse tipo de problema é estudar a integrabilidade formal, ou seja, procuremos condições algébricas e
locais que devem ser satisfeitas para garantir que o sistema de equações não seja contraditório. No
presente trabalho, discutiremos como o famoso teorema de Frobenius exerce seu grande poder nesse
contexto. De fato, definiremos que uma estrutura formalmente integrável é um subfibrado vetorial
complexificado de um fibrado tangente complexificado que satisfaz a condição de involutividade (ou
a condição de Frobenius) e o teorema de Frobenius relaciona essa condição com a integrabilidade
formal. O teorema de Frobenius que iremos apresentar é da versão holomorfa e é baseado nos livros
[1] e [2].

2 Campos vetoriais complexos

Definição 2.1. Dizemos que um espaço topológico Ω é uma variedade topológica de dimensão N se

(i) Ω é um espaço de Hausdorff: para quaisquer pares de pontos distintos p, q ∈ Ω, existem sub-
conjuntos abertos disjuntos U, V ⊆ Ω tais que p ∈ U e q ∈ V ;

(ii) Ω satisfaz o segundo axioma de enumerabilidade (ou é segundo contável): existe uma base de
abertos para Ω que é enumerável;

(iii) Ω é localmente euclidiano de dimensão N : cada ponto de Ω possui uma vizinhança que é
homeomorfa a um subconjunto aberto de RN .

Definição 2.2. Seja Ω uma variedade topológica de dimensão N . Uma carta local ou uma coorde-
nada local em Ω é um par (U,x), onde U ⊆ Ω é um conjunto aberto não vazio e x : U → RN é
um homeomorfismo sobre a imagem x(U). Dizemos que duas cartas locais (U1,x1) e (U2,x2) são
compatíveis se, ou U1 ∩ U2 = ∅, ou o mapa de transição de x1 para x2,

x2 ◦ x−1
1 : x1(U1 ∩ U2) → x2(U1 ∩ U2)

é uma função de classe C∞.

Definição 2.3. Seja Ω uma variedade topológica de dimensão N . Um atlas em Ω é uma coleção
F = {(Ui,xi) : i ∈ I} de cartas locais compatíveis tal que

⋃
i∈I Ui = Ω.

Definição 2.4. Seja Ω uma variedade topológica de dimensão N . Uma estrutura diferenciável em Ω
é um atlas F em Ω que é maximal no seguinte sentido: se (V,y) é uma carta local em Ω e é compatível
com todas as cartas em F , então (V,y) ∈ F . Uma variedade topológica de dimensão N munida de
uma estrutura diferenciável é chamada de variedade diferenciável (ou variedade suave) de dimensão
N .

Um fato conhecido é que, dado um atlas F em Ω, sempre existe um único atlas maximal que
contém F . Portanto, cada atlas determina uma única estrutura diferenciável.

Exemplo 2.5. (i) Um exemplo trivial de variedade diferenciável é Ω = RN com atlas F =
{(

RN , id
)}

.
(ii) Seja Ω uma variedade diferenciável de dimensão N com a estrutura diferenciável F . Então,

cada subconjunto aberto W ⊆ Ω é uma variedade diferenciável de dimensão N com a estrutura
diferenciável natural definida por

FW :=
{(
W ∩ U,x

∣∣
W∩U

)
: (U,x) ∈ F ,W ∩ U ̸= ∅

}
.
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A estrutura diferenciável na variedade Ω nos permite discutir a diferenciabilidade de uma função
f : Ω → C puxando f de Ω para RN usando as cartas locais.

Definição 2.6. Dada uma variedade diferenciável Ω de dimensão N com a estrutura diferenciável F ,
dizemos que uma função f : Ω → C é suave se para todo (U,x) ∈ F a composição f ◦x−1 : x(U) → C
é de classe C∞. O conjunto de todas as funções suaves em Ω é denotado por C∞(Ω).

Observe que C∞(Ω) é uma álgebra sobre C, onde as operações de soma, multiplicação por escalar
e produto são as usuais de funções.

Definição 2.7. Dada uma variedade diferenciável Ω de dimensão N , um campo vetorial complexo
(suave) sobre Ω é uma transformação C-linear L : C∞(Ω) → C∞(Ω) que satisfaz a regra de Leibniz :

L(fg) = fL(g) + gL(f), ∀f, g ∈ C∞(Ω).

O conjunto de todos os campos vetoriais complexos em Ω é denotado por X(Ω).

Note que X(Ω) é um espaço vetorial complexo e também um módulo.

Exemplo 2.8. Considere a variedade diferenciável Ω = RN com o atlas F =
{(

RN , id
)}

. Para cada
1 ≤ j ≤ N , a transformação de derivação ∂

∂xj
: C∞(Ω) → C∞(Ω) é um campo vetorial complexo

sobre Ω. De fato, a C-linearidade está clara e a regra de Leibniz também é conhecida:

∂(fg)

∂xj
= f

∂g

∂xj
+ g

∂f

∂xj
.

Proposição 2.9. Seja Ω uma variedade diferenciável de dimensão N .

(i) Se f : Ω → C é uma função constante, então L(f) = 0 para todo L ∈ X(Ω).

(ii) Para todo L ∈ X(Ω) e f ∈ C∞(Ω), vale suppL(f) ⊆ supp f .

Demonstração. (i) Como

L(1) = L(1 · 1) = 1 · L(1) + 1 · L(1) = 2L(1),

temos que L(1) = 0. Então, para qualquer função constante f(x) = c, x ∈ Ω, vale L(f) = cL(1) = 0.
(ii) Fixe L ∈ X(Ω) e f ∈ C∞(Ω). Precisamos provar que se f = 0 em um aberto V ⊆ Ω, então

L(f) = 0 em V . Seja p ∈ V um ponto arbitrário. Considere uma carta local (U,x) com p ∈ U ⊆ V .
Tome uma função φ ∈ C∞

c (x(U)) = {ψ ∈ C∞(x(U)) : suppψ ⋐ x(U)} tal que φ(x(p)) = 1. Defina
g : Ω → R por

g(q) =

{
φ(x(q)), se q ∈ U,

0 se q /∈ U.

Note que g(p) = 1 e g ∈ C∞(Ω). Além disso, se q ∈ V , temos que f(q) = 0; se q /∈ V , então q /∈ U e,
consequentemente, g(q) = 0. Isso mostra que fg = 0. Logo,

f = (1− g)f.

Assim, pela regra de Leibniz, temos

L(f)(p) = (1− g(p))L(f)(p) + f(p)L(1− g)(p) = 0,

pois g(p) = 1 e f(p) = 0.
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Uma consequência direta da proposição precedente é que podemos definir a restrição de um campo
vetorial L, originalmente definido globalmente para Ω, que atua apenas em um subconjunto aberto
W ⊆ Ω e torna o diagrama

C∞(Ω)
L //

r

��

C∞(Ω)

r

��
C∞(W )

LW // C∞(W )

(1)

comutativo, onde r denota a aplicação de restrição. Mais precisamente, dados um campo L ∈ X(Ω) e
um aberto W ⊆ Ω, definimos LW : C∞(W ) → C∞(W ) como sendo a aplicação tal que LW (f), com
f ∈ C∞(W ), seja dada por

LW (f)(p) = L
(
f̃
)
(p), p ∈W,

onde f̃ é qualquer elemento em C∞(Ω) que coincide com f numa vizinhança de p.

Corolário 2.10. A restrição LW está bem definida e deixa o diagrama (1) comutar.

Demonstração. Sejam f̃1, f̃2 ∈ C∞(Ω) que coincidem com f na vizinhança aberta V de p. Então,
f̃1− f̃2 = 0 em V e, consequentemente, supp

(
f̃1 − f̃2

)
⊆ V c. Pela propriedade (ii) na Proposição 2.9,

temos que suppL
(
f̃1 − f̃2

)
⊆ supp

(
f̃1 − f̃2

)
⊆ V c. Em particular, como p ∈ V , L

(
f̃1 − f̃2

)
(p) =

0. Logo,

0 = L
(
f̃1 − f̃2

)
(p) = L

(
f̃1

)
(p)− L

(
f̃2

)
(p) =⇒ L

(
f̃1

)
(p) = L

(
f̃2

)
(p).

Isso mostra que LW é uma transformação bem definida. A C-linearidade e a regra de Leibniz seguem
das mesmas propriedades de L:

• Sejam f, g ∈ C∞(W ) e α, β ∈ C. Dado p ∈ W , se f̃ , g̃ ∈ C∞(Ω) coincidem com f e g,
respectivamente, numa vizinhança de p, então αf̃ + βg̃ coincide com αf + βg numa vizinhança
de p. Logo,

LW (αf + βg)(p) = L
(
αf̃ + βg̃

)
(p)

=
(
αL
(
f̃
)
+ βL (g̃)

)
(p)

= αL
(
f̃
)
(p) + βL (g̃) (p)

= αLW (f)(p) + βLW (g)(p)

(αLW (f) + βLW (g)) (p).

Como p ∈W é arbitrário, concluímos que LW (αf + βg) = αLW (f) + βLW (g).

• Sejam f, g ∈ C∞(W ). Dado p ∈ W , se f̃ , g̃ ∈ C∞(Ω) coincidem com f e g, respectivamente,
numa vizinhança de p, então f̃ g̃ coincide com fg numa vizinhança de p. Assim

LW (fg)(p) = L
(
f̃ g̃
)
(p)

= f̃(p)L (g̃) (p) + g̃(p)L
(
f̃
)
(p)

= f(p)LW (g)(p) + g(p)LW (f)(p)

= (fLW (g) + gLW (f)) (p).

Por arbitrariedade de p ∈W , provamos que LW (fg) = fLW (g) + gLW (f).
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Para provar que o diagrama comute, precisamos verificar r ◦ L = LW ◦ r. Dada f ∈ C∞(Ω), temos

(r ◦ L)(f) = L(f)
∣∣
W

∈ C∞(W ),

(LW ◦ r)(f) = LW

(
f
∣∣
W

)
∈ C∞(W ).

Para qualquer p ∈W , vale

L(f)
∣∣
W
(p) = L(f)(p) = LW

(
f
∣∣
W

)
(p).

Portanto, (r◦L)(f) = (LW ◦r)(f). Como f ∈ C∞(Ω) é arbitrário, concluímos que r◦L = LW ◦r.

3 Estrutura algébrica dos campos vetoriais complexos

3.1 Fórmula local para campos vetoriais complexos

Seja Ω uma variedade diferenciável de dimensão N . Fixe (U,x) uma carta local em Ω e L ∈ X(U)
um campo vetorial complexo. O objetivo desta subseção é demonstrar a seguinte representação do
campo L na carta (U,x):

L =
N∑
j=1

(Lxj)
∂

∂xj
.

As notações que aparecem na fórmula acima serão esclarecidas em breve.
Seja p ∈ U um ponto arbitrário e tome V ⊆ U um aberto tal que x(V ) ⊆ RN é uma bola aberta

centrada em x(p) =: a = (a1, · · · , aN ). Dada f ∈ C∞(U), escrevemos f∗ := f ◦ x−1 e

x(q) = (x1(q), · · · , xN (q)) = (x1, · · · , xN ) = x

para q ∈ V . Note que

d

dt
f∗(a+ t(x− a)) =

N∑
j=1

(xj − aj)
∂f∗

∂xj
(a+ t(x− a)).

Integrando a expressão acima de 0 a 1, o Teorema fundamental do cálculo nos dá

f∗(x)− f∗(a) =
N∑
j=1

(xj − aj)

∫ 1

0

∂f∗

∂xj
(a+ t(x− a)) dt.

Seja hj(x) =
∫ 1
0

∂f∗

∂xj
(a+ t(x− a)) dt para 1 ≤ j ≤ N . Então obtemos

f∗(x) = f∗(a) +
N∑
j=1

hj(x)(xj − aj)

com hj ∈ C∞(x(V )) e hj(a) = ∂f∗

∂xj
(a) para todo j. Em outras palavras,

f ◦ x−1(x(q)) = f ◦ x−1(x(p)) +

N∑
j=1

hj(x(q))(xj(q)− xj(p)).

Se definimos gj := hj ◦ x ∈ C∞(V ), temos

f(q) = f(p) +

N∑
j=1

gj(q)(xj(q)− xj(p)).
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Assim,

L(f)(q) = 0 +

N∑
j=1

(xj(q)− xj(p))(Lgj)(q) + gj(q)(Lxj)(q).

Em particular, para q = p, temos

L(f)(p) =
N∑
j=1

gj(p)(Lxj)(p).

Agora, introduzimos a notação ∂
∂xj

como sendo a transformação em C∞(U) dada por

f 7→ ∂f∗

∂xj
◦ x,

que é um elemento de X(U). Então,

gj(p) = hj(x(p)) = hj(a) =
∂f∗

∂xj
(a) =

∂f∗

∂xj
(x(p)) =

(
∂

∂xj

)
(f)(p).

Portanto,

L(f)(p) =

N∑
j=1

(Lxj)(p)

(
∂

∂xj

)
(f)(p).

Como p ∈ U é um ponto arbitrário, concluímos que a representação de L na carta local (U,x) é dada
por

L =
N∑
j=1

(Lxj)
∂

∂xj
. (2)

Proposição 3.1. O conjunto B =
{

∂
∂x1

, · · · , ∂
∂xN

}
é uma C∞(U)-base de X(U).

Demonstração. Já provamos que B gera X(U), resta mostrar que B é C∞(U)-linearmente indepen-
dente. Assuma que

N∑
j=1

aj
∂

∂xj
= 0,

onde a1, · · · , aN ∈ C∞(U). Aplique este campo vetorial nulo para cada função coordenada xk,
k = 1, · · · , N , temos

0 =

 N∑
j=1

aj
∂

∂xj

 (xk) =

N∑
j=1

aj
∂xk
∂xj

= ak.

Portanto, a1 = · · · = aN = 0.

3.2 Cholchete de Lie ou comutator de campos vetoriais complexos

Uma noção importante que irá aparecer neste trabalho é o colchete de Lie ou comutator de dois
campos vetoriais complexos. Apresentamos aqui a definição de cholchete de Lie e sua representação
em cartas locais.

Definição 3.2. Seja Ω uma variedade diferenciável. O cholchete de Lie ou comutator de dois campos
vetoriais complexos L,M ∈ X(Ω) é o campo [L,M ] : C∞(Ω) → C∞(Ω) dado por

[L,M ](f) = L(M(f))−M(L(f)), ∀f ∈ C∞(Ω).
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Proposição 3.3. O cholchete de Lie [L,M ] de dois campos L,M ∈ X(Ω) é realmente um campo
vetorial complexo.

Demonstração. A C-linearidade de [L,M ] segue diretamente da C-linearidade de L e de M . Vamos
verificar a regra de Leibniz. Sejam f, g ∈ C∞(Ω). Então,

[L,M ](fg) = L(M(fg))−M(L(fg))

= L(fM(g) + gM(f))−M(fL(g)− gL(f))

= L(fM(g)) + L(gM(f))−M(fL(g))−M(gL(f))

= fL(M(g)) +M(g)L(f) + gL(M(f)) +M(f)L(g)

− fM(L(g))− L(g)M(f)− gM(L(f))− L(f)M(g)

= f {L(M(g))−M(L(g))}+ g {L(M(f))−M(L(f))}
= f [L,M ](g) + g[L,M ](f).

Portanto, [L,M ] satisfaz a regra de Leibniz.

Proposição 3.4. Sejam Ω uma variedade diferenciável de dimensão N e (U,x) uma carta local em
Ω. Então o cholchete de Lie de dois campos L,M ∈ X(U) é dado pela seguinte fórmula na carta local:

[L,M ] =
N∑
j=1

{L(M(xj))−M(L(xj))}
∂

∂xj
.

Demonstração. Dado f ∈ C∞(Ω), sabemos que

L(f) =

N∑
i=1

(Lxi)
∂f

∂xi
e M(f) =

N∑
i=1

(Mxi)
∂f

∂xi
.

Então,

[L,M ](f) = L(M(f))−M(L(f))

=
N∑
i=1

(Lxi)
∂

∂xi
(Mf)− (Mxi)

∂

∂xi
(Lf)

=
N∑
i=1

(Lxi)
∂

∂xi

N∑
i=j

(Mxj)
∂f

∂xj
− (Mxi)

∂

∂xi

N∑
j=1

(Lxj)
∂f

∂xj

=
N∑
i=1

N∑
j=1

(Lxi)
∂(Mxj)

∂xi

∂f

∂xj
+ (Lxi)(Mxj)

∂2f

∂xi∂xj
− (Mxi)

∂(Lxj)

∂xi

∂f

∂xj
− (Mxi)(Lxj)

∂2f

∂xi∂xj

=

N∑
j=1

N∑
i=1

{
(Lxi)

∂(Mxj)

∂xi
− (Mxi)

∂(Lxj)

∂xi

}
∂f

∂xj

=
N∑
j=1

{L(M(xj))−M(L(xj))}
∂f

∂xj
,

onde a passagem da quarta igualdade para a quinta é devida à relação

N∑
i=1

N∑
j=1

(Lxi)(Mxj)
∂2f

∂xi∂xj
− (Mxi)(Lxj)

∂2f

∂xi∂xj
= 0,

pois ∂2f
∂xi∂xj

= ∂2f
∂xj∂xi

para 1 ≤ i, j ≤ N .
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4 Campos vetoriais holomorfos

Nesta seção, introduzimos o conceito de campos vetoriais holomorfos em CN e discutimos rapidamente
sobre suas representações na base de derivações.

Definição 4.1. Seja Ω ⊆ CN um aberto e denote por O(Ω) o conjunto de todas as funções holomorfas
em Ω. Dizemos que um elemento L ∈ X(Ω) é um campo vetorial holomorfo se para todo f ∈ O(Ω)
vale L(f) ∈ O(Ω) e L

(
f̄
)
= 0.

Note que f̄ na definição acima é a conjugada de f . Em geral, se uma função é conjugada de uma
função holomorfa, ela é dita antiholomorfa.

Expressamos os elementos z ∈ CN na forma (z1, · · · , zN ), onde zj = xj + iyj com xj , yj ∈ R.
Assim, identificamos CN como R2N através de

z = (z1, · · · , zN ) 7→ (x1, y1, · · · , xN , yN ).

Introduzimos as notações

∂

∂zj
:=

1

2

{
∂

∂xj
− i

∂

∂yj

}
,

∂

∂z̄j
:=

1

2

{
∂

∂xj
+ i

∂

∂yj

}
.

Assim, cada campo vetorial complexo L ∈ X(Ω) pode ser escrito na forma

L =

N∑
j=1

{
aj

∂

∂zj
+ bj

∂

∂z̄j

}
, (3)

onde aj , bj ∈ C∞(Ω) para j = 1, · · · , N .
Lembre-se que, para uma função holomorfa f ∈ O(Ω), vale ∂f

∂z̄j
= 0 e ∂f̄

∂zj
= 0 para j = 1, · · · , N .

Essas propriedades nos permitem caracterizar campos vetoriais holomorfos a partir da fórmula (3).

Proposição 4.2. O campo vetorial complexo (3) é holomorfo se, e somente se, aj ∈ O(Ω) e bj = 0
para j = 1, · · · , N .

Demonstração. (⇒) Suponha que L expresso em (3) é holomorfo. Para cada k = 1, · · · , N , seja
πk ∈ O(Ω) a projeção πk(z) = zk. Então, ∂π̄k

∂zj
= 0 para todo k, j = 1, · · · , N . Assim, para cada k

fixado, temos

0 = L (π̄k) =

N∑
j=1

{
aj
∂π̄k
∂zj

+ bj
∂π̄k
∂z̄j

}
=

N∑
j=1

bj
∂π̄k
∂z̄j

= bk.

Portanto, bk = 0 para k = 1, · · · , N . Assim, L é da forma

L =
N∑
j=1

aj
∂

∂zj
.

Queremos mostrar que cada aj é uma função holomofa ou, equivalentemente,
∑N

k=1
∂aj
∂z̄k

= 0 para
cada j. Dado f ∈ O(Ω), como L é um campo vetorial holomorfo, segue que L(f) ∈ O(Ω). Logo,

0 =

N∑
k=1

∂

∂z̄k
(L(f)) =

N∑
k=1

∂

∂z̄k

 N∑
j=1

aj
∂f

∂zj

 =

N∑
k=1

N∑
j=1

[
∂aj
∂z̄k

∂f

∂zj
+ aj

∂2f

∂z̄k∂zj

]
.
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Como f ∈ O(Ω), segue que ∂2f
∂z̄k∂zj

= 0. Assim,

N∑
j=1

(
N∑
k=1

∂aj
∂z̄k

)
∂f

∂zj
= 0.

Como f ∈ O(Ω) é arbitrário, isso é verdade se
∑N

k=1
∂aj
∂z̄k

= 0, ou seja, aj é holomorfa.
(⇐) Suponha que

L =

N∑
j=1

aj
∂

∂zj

com aj ∈ O(Ω) para j = 1, · · · , N . Então, para cada f ∈ O(Ω), temos que ∂f
∂zj

∈ O(Ω), j = 1, · · · , N ,
e, portanto,

L(f) =
N∑
j=1

aj
∂f

∂zj
∈ O(Ω),

pois cada aj é holomorfa. Por outro lado, temos que ∂f̄
∂zj

= 0 para todo j = 1, · · · , N e, assim,
L
(
f̄
)
= 0.

5 Estruturas formalmente integráveis

O objetivo principal desta seção é introduzir o conceito central deste trabalho: estruturas formalmente
integráveis.

Seja Ω uma variedade diferenciável e fixe um ponto p ∈ Ω. Denotamos por Bp a coleção de todos
os pares (V, f), onde V é uma vizinhança aberta de p e f ∈ C∞(V ). Introduzimos a seguinte relação
de equivalência em Bp: (V1, f1) ∼ (V2, f2) se existe V ⊆ V1 ∩ V2 uma vizinhança aberta de p tal que
f1 = f2 em V .

Definição 5.1. Um germe de uma função C∞ em p é um elemento no espaço quociente C∞(p) :=
Bp/ ∼. O germe em p definido por uma função f é denotado por f .

Observe que C∞(p) é uma C-álgebra e existe um homomorfismo natural de C-álgebra de C∞(p)
em C dado por f 7→ f(p).

Definição 5.2. Seja Ω uma variedade diferenciável e fixe um ponto p ∈ Ω. Um vetor tangente
complexo para Ω em p é uma transformação C-linear v : C∞(p) → C que satisfaz

v
(
f g
)
= f(p)v

(
g
)
+ g(p)v

(
f
)
, ∀f, g ∈ C∞(p).

O conjunto de todos os vetores tangentes complexos em p é chamado de espaço tangente complexo
para Ω em p e é denotado por CTpΩ.

Note que CTpΩ é um espaço vetorial sobre C. A próxima proposição revela uma relação entre
CTpΩ e X(Ω).

Proposição 5.3. Seja Ω uma variedade diferenciável e fixe um ponto p ∈ Ω.

(i) Dado L ∈ X(Ω), a transformação Lp : C
∞(p) → C definida por

Lp(f) = L(f)(p), ∀f ∈ C∞(p)

é um vetor tangente complexo para Ω em p.
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(ii) Suponha que para cada p ∈ Ω existe vp ∈ CTpΩ tal que a transformação

p 7→ vp(f)

está em C∞(Ω) para toda f ∈ C∞(Ω). Então existe L ∈ X(Ω) tal que Lp = vp para todo p ∈ Ω.

Demonstração. (i) Tome (U,x) uma carta local de p. Sabemos pela fórmula (2) que

L(f)(p) =
N∑
j=1

(Lxj)(p)

(
∂

∂xj

)
(f)(p).

Para representantes diferentes f, g ∈ f , como f e g coincide numa vizinhança V de p, podemos supor

que p ∈ U ⊆ V e segue que
(

∂
∂xj

)
(f)(p) =

(
∂

∂xj

)
(g)(p) e, portanto, L(f)(p) = L(g)(p). Isso mostra

que Lp(f) está bem definido. Agora, falta mostrar que Lp é C-linear e satisfaz a regra de Leibniz.

• C-linearidade: dados f, g ∈ C∞(p) e α, β ∈ C, temos

Lp(αf + βg) = L(αf + βg)(p)

= (αL(f) + βL(g))(p)

= αL(f)(p) + βL(g)(p)

= αLp(f) + βLp(g),

onde a segunda igualdade segue da C-linearidade de L.

• Regra de Leibniz: dados f, g ∈ C∞(p), temos

Lp(f g) = L(fg)(p)

= f(p)L(g)(p) + g(p)L(f)(p)

= f(p)Lp(g) + g(p)Lp(f),

onde a segunda igualdade é devida à regra de Leibniz de v0.

Portanto, Lp é vetor tangente complexo para Ω em p.
(ii) Para cada f ∈ C∞(Ω), definimos a função L(f) ∈ C∞(Ω) pela fórmula

L(f)(p) = vp(f), ∀p ∈ Ω.

A hipótese de p 7→ vp(f) ser uma função em C∞(Ω) garante que L(f) seja uma função suave, ou seja,
L(f) ∈ C∞(Ω). Assim, definimos uma transformação L : C∞(Ω) → C∞(Ω). Vamos verificar que L é
um campo vetorial complexo.

• C-linearidade: dados f, g ∈ C∞(Ω) e α, β ∈ C, para todo p ∈ Ω, temos

L(αf + βg)(p) = vp(αf + βg)

= αvp(f) + βvp(g)

= αL(f)(p) + βL(g)(p)

= (αL(f) + βL(g))(p),

onde a segunda igualdade segue da C-linearidade de vp. Como p ∈ Ω é arbitrário, provamos que
L(αf + βg) = αL(f) + βL(g).
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• Regra de Leibniz: dados f, g ∈ C∞ e p ∈ Ω, temos

L(fg)(p) = vp(f g)

= f(p)vp(g) + g(p)vp(f)

= f(p)L(g)(p) + g(p)L(f)(p)

= (fL(g) + gL(f))(p),

onde a segunda igualdade é devida à regra de Leibniz de v0. Como p ∈ Ω é arbitrário, provamos
que L(fg) = fL(g) + gL(f).

Portanto, L ∈ X(Ω) e, por construção, Lp = vp para todo p ∈ Ω.

Essencialmente, a proposição anterior diz que um vetor tangente complexo pode ser visto como
um campo vetorial complexo calculado num ponto. Os vetores tangentes complexos que irão aparecer
neste trabalho são sempre da forma Lp para algum campo L e ponto p. Usando a regra de Leibniz,
podemos deduzir, atrávez dos argumentos análogos da seção 3, que um vetor tangente complexo
possui a seguinte fórmula:

v(f) =

N∑
j=1

v
(
xj

)( ∂

∂xj

)
p

(f), ∀f ∈ C∞(p).

Em particular,
{(

∂
∂x1

)
p
, · · · ,

(
∂

∂xN

)
p

}
é uma base de CTpΩ.

Definição 5.4. Seja Ω uma variedade diferenciável de dimensão N . O fibrado tangente complexificado
de Ω é a união disjunta

CTΩ :=
⋃
p∈Ω

CTpΩ.

Um subfibrado vetorial complexificado de CTΩ de posto n e coposto N − n é uma união disjunta

V =
⋃
p∈Ω

Vp ⊆ CTΩ

que satisfaz as seguintes condições:

(i) para cada p ∈ Ω, Vp é um subespaço vetorial de CTpΩ de dimensão n e é chamado de fibra de
V em p;

(ii) dado p0 ∈ Ω, existem um aberto U0 com p0 ∈ U0 e campos vetoriais L1, · · · , Ln ∈ X(U0) tais
que, para todo p ∈ U0, (L1)p, · · · , (Ln)p é uma base de Vp. Nesse caso, dizemos que os campos
L1, · · · , Ln geram o subfibrado V em U0.

Definição 5.5. Dados um subfibrado vetorial complexificado V de CTΩ e um subconjunto aberto
W ⊆ Ω, uma seção de V sobre W é um elemento L ∈ X(W ) tal que Lp ∈ Vp para todo p ∈W .

Definição 5.6. Seja Ω uma variedade diferenciável. Uma estrutura formalmente integrável sobre Ω
é um subfibrado vetorial complexificado V de CTΩ que satisfaz a condição de involutividade (ou de
Frobenius): se W ⊆ Ω é um aberto e L,M ∈ X(W ) são seções de V sobre W , então [L,M ] também
é uma seção de V sobre W .

Em seguida, vamos provar um lema que será utilizado na demonstração do toerema de Frobenius.
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Lema 5.7. Seja V uma estrutura formalmente integrável sobre uma variedade diferenciável Ω e fixe
um ponto p ∈ Ω. Considere uma carta local (U,x) com p ∈ U e suponha que L1, · · · , Ln ∈ X(U)
sejam campos vetoriais complexos tais que {(L1)q, · · · , (Ln)q} forma uma base de Vq para todo q ∈ U .
Se escrevemos x = (x1, · · · , xN ) e

Lj =

N∑
k=1

ajk(x)
∂

∂xk
, j = 1, · · · , n,

então a matriz (ajk(x))j,k tem posto igual a n para todo x = x(q), q ∈ U ; além disso, existem
cνjk ∈ C∞(U), j, k, ν = 1, · · · , n, tais que

[Lj , Lk] =
n∑

ν=1

cνjkLν , j, k = 1, · · · , n.

Em particular, se os campos L1, · · · , Ln são holomorfos, então as funções cνjk também são holomorfas.

Demonstração. A coordenada de cada (Lj)q na base
{(

∂
∂x1

)
q
, · · · ,

(
∂

∂xN

)
q

}
é (aj1(x(q)), · · · , ajN (x(q))).

Como {(L1)q, · · · , (Ln)q} é linearmente independente, segue que os vetores das linhas da matriz
(ajk(x(q))) são linearmente independentes para todo q ∈ U . Portanto, o posto dessa matriz é neces-
sariamente igual a n.

Fixe j, k ∈ {1, · · · , n}. Como (Lj)q, (Lk)q ∈ Vq para todo q ∈ U , segue que Lj e Lk são seções de
V sobre U . Aplicando a condição de Frobenius, concluímos que [Lj , Lk] é uma seção de V sobre U ,
isto é, ([Lj , Lk])q ∈ Vq para todo q ∈ U . Agora, como {(L1)q, · · · , (Ln)q} é uma base de Vq, existem
c1jk(q), · · · , cnj,k(q) ∈ C tais que

([Lj , Lk])q =

n∑
ν=1

cνjk(q)(Lν)q.

Então isso define funções de U a C dadas por q 7→ cνjk(q) e podemos escrever

[Lj , Lk] =
n∑

ν=1

cνjkLν .

Falta mostrar que cada cνjk é uma função C∞. Expressando Lν na carta local (U,x), temos

Lν =
N∑
η=1

aνη(x)
∂

∂xη
.

Logo,

[Lj , Lk] =
n∑

ν=1

cνjk

N∑
η=1

aνη(x)
∂

∂xη
=

N∑
η=1

(
n∑

ν=1

cνjkaνη(x)

)
∂

∂xη
.

Por outro lado, se escrevemos [Lj , Lk] na carta local (U,x), temos

[Lj , Lk] =
N∑
η=1

βηjk(x)
∂

∂xη
, onde βηjk =

N∑
l=1

(
ajl
∂akη
∂xl

− akl
∂ajη
∂xl

)
.

Observe que βηjk ∈ C∞(U) para todo η = 1, · · · , n. Então obtemos um sistema linear:

βηjk =

n∑
ν=1

aνηc
ν
jk, η = 1, · · · , N.
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Como a matriz (aνη) tem posto igual a n, ou seja, posto completo por linha, podemos resolver esse
sistema linear e expressar cada cνjk em termos de βηjk e aνη, que são funções C∞. Portanto, concluímos
que cνjk ∈ C∞(U) para ν = 1, · · · , n.

Quando os campos vetoriais L1, · · · , Ln são holomorfos, os coeficientes aνη e βηjk também são
funções holomorfas. Resolvendo o mesmo sistema, concluímos que as funções cηjk são holomorfas.

6 Teorema de Frobenius

6.1 Retificação de campos vetoriais

Antes de enunciar e provar a versão completa do teorema de Frobenius, vamos estudar um caso
simples que serve como motivação e também faz parte da demonstração do teorema. Considere um
campo vetorial holomorfo L definido em uma vizinhança da origem em CN , expresso por

L =
N∑
j=1

aj(z)
∂

∂zj
.

O problema que queremos resolver é encontrar uma coordenada local w1, · · · , wN definida numa
vizinhança da origem tal que

L =
∂

∂w1
.

Para solucionar esse problema, precisamos de dois teoremas clássicos de equações diferenciais ordiná-
rias e de análise complexa.

Teorema 6.1 (Picard-Lindelöf ou Cauchy-Lipschitz). Seja Ω um subconjunto aberto de C×CN

contendo o ponto (z0, w0). Seja F : Ω → CN uma função holomorfa. Considere o seguinte Problema
de Valor Inicial (PVI): 

dw

dz
= F (z, w),

w(z0) = w0.

Então existe uma vizinhança aberta V ⊂ C contendo z0 e uma única função holomorfa w : V → CN

que satisfaz a equação diferencial e a condição inicial. Além disso, a solução w depende holomorfi-
camente das condições iniciais (z0, w0) e de quaisquer parâmetros holomorfos dos quais a função F
dependa.

Esse teorema é a versão holomorfa do teorema de existência e unicidade para o problema de valor
inicial de equações diferenciais ordinárias. A demonstração é praticamente a mesma da versão clássica.
O campo holomorfo F é claramente localmente Lipschitz com respeito à segunda variável, então
podemos encontrar uma única solução local no espaço de funções contínuas e esta é obrigatoriamente
holomorfa, uma vez que o campo F é.

Teorema 6.2 (Teorema da função inversa). Seja Ω ⊂ CN um aberto, z0 ∈ Ω e F : Ω → CN uma
aplicação holomorfa. Então as seguintes afirmações são equivalentes:

1. O determinante da matriz jacobiana complexa no ponto z0 não é nulo.

2. Existem vizinhanças abertas U ⊂ Ω contendo o ponto z0, e V ⊂ CN contendo F (z0) tais que
F (U) = V e a restrição

F |U : U −→ V

é um biolomorfismo.
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Esse teorema é a versão holomorfa do Teorema da função inversa clássica, cuja demonstração pode
ser encontrada em [3].

Lema 6.3. Seja L um campo vetorial holomorfo definido em uma vizinhança da origem em CN ,
expresso por

L =

N∑
j=1

aj(z)
∂

∂zj
.

Sob a hipótese de que L não se anula (L ̸= 0), garante-se a existência de um sistema de coordenadas
locais w1, . . . , wN nas proximidades da origem, no qual o campo assume a forma

L =
∂

∂w1
.

Demonstração. Por hipótese, L ̸= 0 na origem, ou seja, pelo menos um dos coeficientes aj(0) ̸= 0.
Sem perda de generalidade, podemos renumerar as coordenadas e assumir que a1(0) ̸= 0. Para
construir a mudança de coordenadas, vamos resolver o seguinte problema de valor inicial:

∂zj
∂w1

= aj(z1, . . . , zN ), j = 1, · · · , N,
z1(0, w2, . . . , wN ) = 0,

zj(0, w2, . . . , wN ) = wj , j = 2, · · · , N.

De fato, como as funções aj , j = 1, · · · , N , são holomorfas, pelo teorema 6.1, existe uma única
solução holomorfa zj = zj(w1, · · · , wN ), j = 1, · · · , N , definida numa vizinhança da origem. Note
que a variável independente da função zj é w1, mas o teorema 6.1 também garante que zj dependa
holomorficamente aos parâmetros w2, · · · , wN . Agora, observe que a solução desse problema de valor
inicial possui a seguinte propriedade:

∂

∂w1
=

N∑
j=1

∂zj
∂w1

∂

∂zj
=

N∑
j=1

aj(z)
∂

∂zj
= L.

Para finalizar a demonstração do lema, precisamos verificar se a mudança de coordenada w 7−→ z é
um biholomorfismo próximo da origem. Para isso, vamos calcular o determinante da matriz jacobiana
em w = 0. Note que, no ponto w = 0, temos, pelas condições iniciais, que z = 0. Logo,

J(0) =


a1(0) 0 0 · · · 0
a2(0) 1 0 · · · 0
a3(0) 0 1 · · · 0

...
...

...
. . .

...
aN (0) 0 0 · · · 1

 .

Como det(J(0)) = a1(0) ̸= 0. Pelo Teorema da função inversa 6.2, a função é um biholomorfismo
local e realmente temos uma mudança de coordenadas.

6.2 Enunciado e demonstração do teorema de Frobenius

Teorema 6.4 (Frobenius). Sejam L1, · · · , Ln campos vetoriais holomorfos linearmente independentes
definidos numa vizinhança V da origem de CN . Seja V o subfibrado de CTV gerado por L1, · · · , Ln e
suponha que V seja uma estrutura formalmente integrável. Então, existem cartas locais w1, · · · , wN

definidas numa vizinhança da origem de CN tal que V é gerado por ∂
∂w1

, · · · , ∂
∂wn

.
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Demonstração. A prova é por indução em N . Quando N = 1, não há o que provar. Suponha que o
resultado seja válido para todos os valores menores que N e vamos mostrar que também é verdade
para N . Aplicando o lema 6.3, se necessário, podemos supor que nosso campo seja da forma

L1 =
∂

∂z1
, Lj =

N∑
k=1

ajk
∂

∂zk
, j = 2, · · · , n,

onde cada ajk, j = 1, · · · , n, k = 1, · · · , N , é holomorfa. Agora, introduzimos um novo conjunto de
geradores de V:

L#
1 := L1 =

∂

∂z1
,

L#
j := Lj − aj1L1 =

N∑
k=2

ajk
∂

∂zk
, j = 2, · · · , n.

Note que, para j ≥ 2, o campo vetorial L#
j não envolve ∂

∂z1
. Agora, se consideramos, numa vizinhança

W da origem em CN−1, os campos

Mj =

N∑
k=2

ajk(0, z2, · · · , zN )
∂

∂zk
, j = 2, · · · , n,

e também o subfibrado V ′ gerado por eles, a hipótese de indução garante a existência de um sistema
de coordenadas w2, · · · , wN definido numa vizinhança da origem em CN−1 tal que V ′ é gerado por
∂

∂w2
, · · · , ∂

∂wn
. Nessa nova coordenada, cada Mj é da forma

Mj =

N∑
k=2

bjk(w2, · · · , wN )
∂

∂wk
, j = 2, · · · , n,

e o resultado acima afirma que

Mj =
n∑

k=2

bjk(w2, · · · , wN )
∂

∂wk
, j = 2, · · · , n,

ou seja, bjk(w2, · · · , wN ) = 0 para k > n. Assim, fazendo uma mudança de coordenadas, se necessário,
podemos assumir que na coordenada original vale

ajk(0, z2, · · · , zN ) = 0, j = 2, · · · , n, k > n. (4)

Isso será condição inicial de um problema de valor inicial. Agora, vamos encontrar as equações
diferenciais associadas. Para cada j = 2, · · · , n e k = 2, · · · , N , note que[

∂

∂z1
, ajk

∂

∂zk

]
(f) =

∂

∂z1

(
ajk

∂f

∂zk

)
−
(
ajk

∂

∂zk

)
∂f

∂z1

=
∂ajk
∂z1

∂f

∂zk
+ ajk

∂2f

∂z1∂zk
− ajk

∂2f

∂zk∂z1

=
∂ajk
∂z1

∂f

∂zk
.

Então, [
∂

∂z1
, ajk

∂

∂zk

]
=
∂ajk
∂z1

∂

∂zk
, j = 2, · · · , n; k = 2, · · · , N.
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Logo, [
L#
1 , L

#
j

]
=

[
∂

∂z1
,

N∑
k=2

ajk
∂

∂zk

]
=

N∑
k=2

[
∂

∂z1
, ajk

∂

∂zk

]
=

N∑
k=2

∂ajk
∂z1

∂

∂zk
.

Por outro lado, pelo Lema 5.7, existem Cν
jk ∈ O(V ) tais que

[
L#
1 , L

#
j

]
=

n∑
ν=1

Cν
jkL

#
ν , j, k = 2, · · · , n.

Assim, [
L#
1 , L

#
j

]
= C1

1j

∂

∂z1
+

n∑
ν=2

Cν
1j

N∑
k=2

aνk
∂

∂zk
= C1

1j

∂

∂z1
+

N∑
k=2

(
n∑

ν=2

Cν
1jaνk

)
∂

∂zk
.

Combinando os dois resultados, obtemos os seguintes sistemas de equações diferenciais ordinárias

∂ajk
∂z1

=
n∑

ν=2

Cν
1jaνk, j = 2, · · · , n; k = 2, · · · , N.

Portanto, para cada k > n fixado, a função u = (a2k, · · · , ank) é solução do seguinte problema de
valor inicial: {

∂uj

∂z1
=
∑n

ν=2C
ν
1juν ,

uj(0) = 0,

onde a condição inicial é devida ao resultado (4). Por outro lado, a função nula também é uma solução
desse problema de valor inicial. Pelo Teorema 6.1, a unicidade da solução implica que ajk = 0 para
j = 2, · · · , n, k > n. Assim,

L#
j =

N∑
k=2

ajk
∂

∂zk
=

n∑
k=2

ajk
∂

∂zk
, j = 2, · · · , n.

Portanto, o subfibrado V gerado por L#
1 , · · · , L

#
n é também gerado por ∂

∂z1
, · · · , ∂

∂zn
. Isso conclui a

demonstração.

6.3 Aplicação do teorema

Para finalizar este trabalho, voltamos a estudar a equação da forma Lu = f , que foi mencionada
na Introdução 1. Mais precisamente, iremos estudar o problema de compatibilidade numa situação
especial e o teorema de Frobenius 6.4 desempenha um papel fundamental nesse contexto.

Corolário 6.5. Sejam L1, . . . , Ln campos vetoriais holomorfos em uma vizinhança da origem de CN

tais que [Lj , Lk] = 0 para j, k = 1, · · · , n e sejam f1, . . . , fn ∈ O(Ω). O sistema de equações

Lju = fj , j = 1, · · · , n,

possui solução holomorfa em uma vizinhança da origem se, e somente se, vale a seguinte condição de
compatibilidade:

Ljfk = Lkfj , ∀ j, k = 1, · · · , n.

Demonstração. (⇒) Assuma que exista uma solução u ∈ O(Ω) para as equações Lju = fj com
j = 1, · · · , n. Então, aplicando Lk nos dois lados da equaçãk Lju = fj , obtemos

LkLju = Lkfj .
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Agora, como os campos vetoriais comutam, isto é, LjLk − LkLj = [Lj , Lk] = 0, a igualdade acima
implica

LjLku = Lkfj .

Por fim, como u é solução de Lku = fk, chegamos em Ljfk = Lkfj como desejado.
(⇐) Suponha que valha a condição de compatibilidade. Como [Lj , Lk] = 0 para j, k = 1, · · · , n,

o subfibrado gerado pelos campos L1, · · · , Ln é uma estrutura formalmente integrável. Além disso,
por hipótese, os campos são linearmente independentes numa vizinhança da origem. Então podemos
aplicar o Teorema de Frobenius 6.4 e encontrando coordenadas locais (w1, . . . , wN ) em uma vizinhança
da origem tais que

Lj =
∂

∂wj
, j = 1, · · · , n.

Nessas novas coordenadas, o sistema de equações Lju = fj do enunciado transforma-se em

∂u

∂wj
(w) = fj(w), j = 1, · · · , n,

e a condição de compatibilidade Ljfk = Lkfj é

∂fk
∂wj

=
∂fj
∂wk

.

Da primeira equação ∂u
∂w1

= f1(w), podemos integrar em relação a w1, obtendo

u(w) =

∫ w1

0
f1(t1, w2, . . . , wN )dt1 + C(w2, . . . , wN ). (5)

Agora vamos determinar essa função C(w2, . . . , wN ) que deve deixar a segunda equação ∂u
∂w2

= f2(w)
satisfeita. Derivando (5) em relação a w2 chegamos em

f2 =
∂u

∂w2
=

∂

∂w2

(∫ w1

0
f1dt1

)
+
∂C

∂w2
.

Como a integral e a derivada são em variáveis diferentes e a função função f1 é holomorfa, pela regra
de Leibniz, podemos trocar a ordem das operações e obtendo

f2 =

∫ w1

0

∂f1
∂w2

dt1 +
∂C

∂w2
.

Logo,
∂C

∂w2
= f2 −

∫ w1

0

∂f1
∂w2

dt1. (6)

Como C(w2, . . . , wN ) não depende de w1, temos que verificar que a diferença f2−
∫ w1

0
∂f1
∂w2

dt também
não depende de w1. Para isto, vamos derivar em relação a w1:

∂

∂w1

(
f2 −

∫ w1

0

∂f1
∂w2

dt1

)
=
∂f2
∂w1

− ∂f1
∂w2

= 0,

onde a última igualdade é devida à condição de compatibilidade ∂f2
∂w1

= ∂f1
∂w2

. Isso prova que a diferença
realmente não depende de w1. Em particular, a igualdade (6) é válida para w1 = 0 e então

∂C

∂w2
= f2 −

∫ 0

0

∂f1
∂w2

dt1 = f2.
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Agora, integrando a igualdade acima em relação a w2, encontramos

C(w2, . . . , wN ) =

∫ w2

0
f2(0, t2, w3, . . . , wN )dt2 +D(w3, . . . , wN ).

Substituindo a função C(w2, . . . , wN ) na equação (5), obtemos

u(w) =

∫ w1

0
f1(t, w2, . . . , wN )dt1 +

∫ w2

0
f2(0, t2, w3, . . . , wN )dt2 +D(w3, . . . , wN ).

Repetindo esse processo para a terceira equação e assim por diante, até a n-ésima variável, chegamos
à conclusão:

u(w) =

∫ w1

0
f1(t, w2, . . . , wN )dt1 +

∫ w2

0
f2(0, t2, w3, . . . , wN )dt2

+ · · ·+
∫ wn

0
fn(0, . . . , tn, wn+1, . . . , wN )dtn +K(wn+1, . . . , wN ).

Esta função u é uma solução das equações dadas e K(wn+1, . . . , wN ) é uma constante que depende
apenas das coordenadas fixas wn+1, . . . , wN .
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