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1 Introducao

No contexto de equagoes diferenciais parciais (EDPs), muitos problemas podem ser resumidos em
resolver uma equagao da forma Lu = f, onde L é um operador em algum espago de fungoes, fre-
quentemente um operador de derivagao, e f é uma fungao dada. Uma das estratégias para investigar
esse tipo de problema é estudar a integrabilidade formal, ou seja, procuremos condigoes algébricas e
locais que devem ser satisfeitas para garantir que o sistema de equagbes néo seja contraditério. No
presente trabalho, discutiremos como o famoso teorema de Frobenius exerce seu grande poder nesse
contexto. De fato, definiremos que uma estrutura formalmente integrdvel é um subfibrado vetorial
complexificado de um fibrado tangente complexificado que satisfaz a condicdo de involutividade (ou
a condigao de Frobenius) e o teorema de Frobenius relaciona essa condigao com a integrabilidade
formal. O teorema de Frobenius que iremos apresentar é da versao holomorfa e é baseado nos livros
1 e [2].

2 Campos vetoriais complexos

Definicao 2.1. Dizemos que um espago topologico 2 é uma variedade topoldgica de dimensao N se

(i) © é um espago de Hausdorff: para quaisquer pares de pontos distintos p,q € 2, existem sub-
conjuntos abertos disjuntos U,V C Q taisque p e U e q € V;

(ii) Q satisfaz o segundo axioma de enumerabilidade (ou é segundo contavel): existe uma base de
abertos para ) que é enumeravel;

(i) Q & localmente euclidiano de dimensao N: cada ponto de €2 possui uma vizinhanga que é
homeomorfa a um subconjunto aberto de RV,

Definigao 2.2. Seja 2 uma variedade topoldgica de dimensao N. Uma carta local ou uma coorde-
nada local em Q é um par (U,x), onde U C © é um conjunto aberto nio vazio e x : U — RY &
um homeomorfismo sobre a imagem x(U). Dizemos que duas cartas locais (U1, x1) e (Uz,X2) s@o
compativeis se, ou Uy N Us = (), ou o mapa de transicao de x1 para Xa,

X9 O Xfl :x1 (U NU2) — x2(Up NU3)
é uma fungao de classe C'*°.

Definigao 2.3. Seja 2 uma variedade topologica de dimensdo N. Um atlas em  é uma colegao
F ={(Us,x;) : i € I} de cartas locais compativeis tal que | J;c; Us = Q.

Definigao 2.4. Seja () uma variedade topologica de dimensao N. Uma estrutura diferencidvel em €2
é um atlas F em 2 que é maximal no seguinte sentido: se (V,y) é uma carta local em € e é compativel
com todas as cartas em F, entdao (V,y) € F. Uma variedade topolégica de dimensdo N munida de

uma estrutura diferenciavel é chamada de variedade diferencidvel (ou variedade suave) de dimensao
N.

Um fato conhecido é que, dado um atlas F em §2, sempre existe um tnico atlas maximal que
contém F. Portanto, cada atlas determina uma tnica estrutura diferenciavel.

Exemplo 2.5. (i) Um exemplo trivial de variedade diferenciavel ¢ = RY com atlas F = { (RN , id) }

(ii) Seja © uma variedade diferenciavel de dimensao N com a estrutura diferenciavel F. Entao,
cada subconjunto aberto W C € é uma variedade diferenciavel de dimensao N com a estrutura
diferenciavel natural definida por

Fw = {(WnUx|,~): Ux)e FWNU #0}.



A estrutura diferenciavel na variedade €2 nos permite discutir a diferenciabilidade de uma func¢ao
f:Q — C puxando f de Q para R usando as cartas locais.

Definigao 2.6. Dada uma variedade diferenciavel 2 de dimensao N com a estrutura diferenciavel F,
dizemos que uma funcio f :  — C é suave se para todo (U, x) € F a composicao fox ! :x(U) — C
¢ de classe C*. O conjunto de todas as fungoes suaves em 2 é denotado por C*°(2).

Observe que C*°(2) é uma algebra sobre C, onde as operagoes de soma, multiplicagao por escalar
e produto sao as usuais de fungoes.

Definigao 2.7. Dada uma variedade diferenciavel 2 de dimensao N, um campo vetorial complexo
(suave) sobre §2 ¢ uma transformagao C-linear L : C*°(Q) — C*°(Q2) que satisfaz a regra de Leibniz:

L(fg) = fL(g) + gL(f), Vf,g € C*(Q).
O conjunto de todos os campos vetoriais complexos em 2 é denotado por X(€2).
Note que X(€2) é um espago vetorial complexo e também um modulo.

Exemplo 2.8. Considere a variedade diferenciavel Q2 = RY com o atlas F = {(RN , id) } Para cada
1 < j < N, a transformagao de derivagao % : C®(Q) — C*°(Q) é um campo vetorial complexo
J

sobre 2. De fato, a C-linearidade esta clara e a regra de Leibniz também é conhecida:

(fg)
8xj

g of

=/

Proposigao 2.9. Seja (2 uma variedade diferenciavel de dimensao N.
(i) Se f: — C é uma funcdo constante, entao L(f) = 0 para todo L € X(Q2).
(ii) Para todo L € X(Q2) e f € C*°(Q2), vale supp L(f) C supp f.
Demonstragao. (i) Como
L(1)=L(1-1)=1-L(1)+1-L(1) =2L(1),

temos que L(1) = 0. Entdo, para qualquer funcao constante f(x) = ¢, z € €, vale L(f) = cL(1) = 0.

(ii) Fixe L € X(2) e f € C*°(f2). Precisamos provar que se f = 0 em um aberto V' C 2, entao
L(f) =0em V. Seja p € V um ponto arbitrario. Considere uma carta local (U,x) com pe U C V.
Tome uma fungao ¢ € CP(x(U)) = {¢ € C®(x(U)) : suppy € x(U)} tal que p(x(p)) = 1. Defina
g:Q — R por

) e(x(q), seqel,
9(0) = {() seq¢ U.

Note que g(p) =1 e g € C*°(). Além disso, se ¢ € V', temos que f(q) =0;se ¢ ¢ V, entdao q ¢ U e,
consequentemente, g(q) = 0. Isso mostra que fg = 0. Logo,

f=0=g)f.
Assim, pela regra de Leibniz, temos
L(f)(p) = (1 = g@)L(f)(p) + f(p)L(1 = g)(p) = O,

pois g(p) =1 e f(p) = 0. O



Uma consequéncia direta da proposi¢ao precedente é que podemos definir a restricdo de um campo
vetorial L, originalmente definido globalmente para €2, que atua apenas em um subconjunto aberto
W C Q e torna o diagrama

C=(Q) —L~ 0>(Q) (1)
C(W) Y Co (W)

comutativo, onde r denota a aplicagao de restrigdo. Mais precisamente, dados um campo L € X(Q2) e
um aberto W C €, definimos Ly : C*°(W) — C°°(W) como sendo a aplicacao tal que Ly (f), com
f e C>(W), seja dada por

Lw(Nw) = L(f) ), pew,

onde f é qualquer elemento em C'® (©) que coincide com f numa vizinhanca de p.
Corolario 2.10. A restrigao Lyy estd bem definida e deixa o diagrama comutar.

Demonstracdo. Sejam fi, fo € C>(Q) que coincidem com f na vizinhanca aberta V de p. Entao,

JE 1 —f 2 = 0 em V e, consequentemente, supp ( fl - fg) C V¢. Pela propriedade (ii) na Proposigéo
temos que supp L (fl — fg) C supp (fl — fg) C V¢ Em particular, como p € V, L (]E1 - fz) (p) =
0. Logo,

—L(A-f)o)=L(A)w) -L(2) 0 = L(f) ) =L(f) 0.

Isso mostra que Ly é uma transformagao bem definida. A C-linearidade e a regra de Leibniz seguem
das mesmas propriedades de L:

e Sejam f,g € C*(W) e a, € C. Dadop € W, se f,5 € C®(Q) coincidem com f e g,
respectivamente, numa vizinhanca de p, entao af + 5§ coincide com af + fg numa vizinhanca
de p. Logo,

Ly (af +89)(p) = L (af +53) (p)
(ot (7) =1 @) 0
=aL(f) () +BL (@) ()

)
= aLw (f)(p) + BLw(9)(p)
(aLw (f) + BLw(g)) (p).

Como p € W & arbitrario, concluimos que Ly (af + 8g9) = aLw (f) + BLw (g).

e Sejam f,g € C°(W). Dado peW,se f,ge C*(92) coincidem com f e g, respectivamente,
numa vizinhanga de p, entdo f§ coincide com fg numa vizinhanca de p. Assim

Lw(f9)®) = L (f3) )

®)L (@) () +3w)L () ()

f
f()Lw(9)(p) + g9(p)Lw (f)(p)
= (fLw(g) + 9Lw(f)) (p)-

Por arbitrariedade de p € W, provamos que Ly (fg) = fLw(g) + gLw (f).



Para provar que o diagrama comute, precisamos verificar 7o L = Ly or. Dada f

(ro L)(f) = L(f)]y, € C®(W),
(Lw o7)(f) = Lw (f]},) € CF(W).

Para qualquer p € W, vale

L()|y (@) = L)) = Lw (f],,) ()

€ C*(9), temos

Portanto, (roL)(f) = (Lwor)(f). Como f € C*°(Q) é arbitréario, concluimos que roL = Ly or. [

3 Estrutura algébrica dos campos vetoriais complexos

3.1 Férmula local para campos vetoriais complexos

Seja €2 uma variedade diferenciavel de dimensdo N. Fixe (U,x) uma carta local

em Qe L e X(U)

um campo vetorial complexo. O objetivo desta subsecao é demonstrar a seguinte representagao do

campo L na carta (U, x):
N
L=>( Laj) 5~
j=1

As notagoes que aparecem na féormula acima serao esclarecidas em breve.

Seja p € U um ponto arbitrario e tome V' C U um aberto tal que x(V) C R
centrada em x(p) =: a = (a1, --- ,an). Dada f € C*°(U), escrevemos f* := fo
X(q) = (‘Tl(Q)7 T 7=TN(Q)) = (.Tl, T 7'TN) =T
para ¢ € V. Note que
N
8 *
7]0 (a+t(x —a)) Z i —aj ai (a+t(x — a)).

J=1
Integrando a expressao acima de 0 a 1, o Teorema fundamental do calculo nos dé&

laf*

0o 0z,

Fi@) = fa) =) (z; — a)

j=1

(a+t(x —a))dt.

Seja hj(z) = 01 gi (a +t(x —a))dt para 1 < j < N. Entao obtemos

com h; € C®(x(V)) e hj(a) = %(a) para todo j. Em outras palavras,

N

foxH(x(q) = fox"(x(p)) + D hi(x(a)(xj(a) — 2;(p)).

Jj=1

Se definimos g; := h;j ox € C*°(V), temos

N
p)+ Y 95(@)(xi(q) — 2;(p)).
j=1

e uma bola aberta



Assim,
N
L(f)(g) =0+ (w(a) —;(»)(Lg;)(a) + g;(a) (Lz;)(a).

Em particular, para ¢ = p, temos

Z gi(p)(Lx;)(p

Agora, introduzimos a notacao % como sendo a transformagao em C°°(U) dada por
J
*
Fo 2 ox,
Ox;

que é um elemento de X(U). Entao,

Portanto,

por

al )
L= Z(ij)y- (2)
— &€
j=1
Proposigao 3.1. O conjunto B = {8%1, e ,%} é uma C*°(U)-base de X(U).

Demonstragao. Ja provamos que B gera X(U), resta mostrar que B é C°°(U)-linearmente indepen-

dente. Assuma que
N
>t =0
i =Y
= Ox;

onde aj, - ,any € C®(U). Aplique este campo vetorial nulo para cada fungdo coordenada xj,
k=1,---,N, temos

N
0 81‘k
> aigy | ( Z G =
= Ox;j
Portanto, a1 = --- =any = 0. O]

3.2 Cholchete de Lie ou comutator de campos vetoriais complexos

Uma nogao importante que ird aparecer neste trabalho é o colchete de Lie ou comutator de dois
campos vetoriais complexos. Apresentamos aqui a definicdo de cholchete de Lie e sua representacao
em cartas locais.

Definigao 3.2. Seja (2 uma variedade diferenciével. O cholchete de Lie ou comutator de dois campos
vetoriais complexos L, M € X(2) é o campo [L, M| : C*®(2) — C*°(£2) dado por

[L, M](f) = L(M(f)) = M(L(f)), VfeC=(Q).



Proposicao 3.3. O cholchete de Lie [L, M] de dois campos L, M € X(Q2) é realmente um campo
vetorial complexo.

Demonstragao. A C-linearidade de [L, M] segue diretamente da C-linearidade de L e de M. Vamos
verificar a regra de Leibniz. Sejam f,g € C*(£2). Entao,

[L, M](fg) = L(M(fg)) — M(L(fg))
= L(fM(g) +gM(f)) —M(fL(g) — gL(f))
= L(fM(g)) + L(gM(f)) — M(fL(g)) — M(gL(f))
= fL(M(g)) + M(g)L(f) + gL(M(f)) + M(f)L(g)
— fM(L(g)) — L(g)M(f) — gM(L(f)) — L(f)M(g)
= f{L(M(g)) — M(L(9))} + g {L(M(f)) — M(L(f))}
= fIL, M](g) + g[L, M](f).

Portanto, [L, M| satisfaz a regra de Leibniz. O

Proposicao 3.4. Sejam (2 uma variedade diferenciavel de dimensao N e (U,x) uma carta local em
Q. Entao o cholchete de Lie de dois campos L, M € X(U) é dado pela seguinte formula na carta local:

N 0
= 3" (B () — ML)} 5o
=1 ’

Demonstragao. Dado f € C*(2), sabemos que

al ) al 0
Lip =Y (e o e M) =Y (M) ST
i=1 ¢ i=1 !
Entao,
[L, M](f) = L(M(f)) — M(L(f))
N
0
= (Lai) 5 —(Mf) = (Ma3)5—(Lf)
i—1 i )
al 0 of ) of
Y XD Oy SO (a1 X O (1) 2L
N =1 j=1 ! 8951 a$j ! J 8$lal‘] ! a:CZ 81‘] ! J 8:&8.%]
Al (M) d(Lx;)\ Of
"L b g - uay P 2
N of
=Y {L(M(x))) — M(L(x;))} EPoe
j=1 J
onde a passagem da quarta igualdade para a quinta é devida & relacao
0% f 0% f B
;]Zl sz Mx] amzaxj (sz)(ij)é?xZ@:cj =0,
pois 83?26{; 8:? gx para 1 <4,j < N. ]



4 Campos vetoriais holomorfos

Nesta secdo, introduzimos o conceito de campos vetoriais holomorfos em CV e discutimos rapidamente
sobre suas representagoes na base de derivagoes.

Definigao 4.1. Seja Q € CY um aberto e denote por O(£2) o conjunto de todas as fungdes holomorfas
em . Dizemos que um elemento L € X(£2) ¢ um campo vetorial holomorfo se para todo f € O(Q)

vale L(f) € O(Q) e L(f) =0.

Note que f na definicdo acima é a conjugada de f. Em geral, se uma funcio é conjugada de uma
func¢ao holomorfa, ela é dita antiholomorfa.

Expressamos os elementos z € CY na forma (21,--- , zy), onde zj = xj +1y; com z;,y; € R.
Assim, identificamos CV como RV através de

z = (Z17"' 7ZN) — ($173/1>"' ,-’L'N,yN)-

Introduzimos as notagoes

o _1fo oy o _1fo 0}
0z; 2\ 0x; oy ) 0z, 2\ 0x; Oy

Assim, cada campo vetorial complexo L € X(€2) pode ser escrito na forma

N
0 0
L= i— +b;— 3
> {orzs +vg ) ®
7j=1
onde aj,bj € C*(Q) paraj=1,--- ,N. i
Lembre-se que, para uma fungao holomorfa f € O(2), vale (%fj =0e % =0paraj=1,---,N.
Essas propriedades nos permitem caracterizar campos vetoriais holomorfos a partir da formula .

Proposigao 4.2. O campo vetorial complexo ¢ holomorfo se, e somente se, a; € O() e b; =0
para j=1,---,N.

Demonstra¢ao. (=) Suponha que L expresso em é holomorfo. Para cada k = 1,---, N, seja
7 € O(Q) a projegao mi(z) = z;. Entao, % = 0 para todo k,j = 1,---, N. Assim, para cada k
J

fixado, temos
N
on on on
0= =Y {a G +n 5} - zbj o
j=1

Portanto, b, =0 para k =1,--- ,N. Assim, L é da forma

L= Za] 8,2]

Queremos mostrar que cada a; ¢ uma funcao holomofa ou, equivalentemente, Zi\;l g%_i = 0 para
cada j. Dado f € O(Q), como L é um campo vetorial holomorfo, segue que L(f) € O(Q). Logo,

AN, AR, of N X [0a; of 82 f
0= g =2 g5 Sagl | =525 [ S a gt



Como f € O(Q), segue que 828:ng = 0. Assim,

> (35u) 5 -

Como f € O(Q) é arbitrario, isso é verdade se Zi\f 1 g‘f = 0, ou seja, a; ¢ holomorfa.

(<) Suponha que

L= Za] 0z

coma; € O(Q2) para j =1,---,N. Entao, para cada f € O(Q2), temos que 8 c0),j=1,---,N,

e, portanto,
a;
Z j@z] (€,

pois cada a; ¢ holomorfa. Por outro lado, temos que % = 0 para todo j = 1,--- N e, assim,
J

L(f)=0. O

5 Estruturas formalmente integraveis

O objetivo principal desta segao é introduzir o conceito central deste trabalho: estruturas formalmente
ntegrdvess.

Seja 2 uma variedade diferenciavel e fixe um ponto p € §2. Denotamos por B, a colegao de todos
os pares (V, f), onde V' é uma vizinhanca aberta de p e f € C°°(V). Introduzimos a seguinte rela¢ao
de equivaléncia em By: (V1, f1) ~ (Va, f2) se existe V. C V4 NV, uma vizinhanga aberta de p tal que
Ji=foem V.

Definigao 5.1. Um germe de uma fungao C*° em p é um elemento no espago quociente C*(p) :=
B,/ ~. O germe em p definido por uma funcao f ¢ denotado por f.

Observe que C*°(p) é uma C-algebra e existe um homomorfismo natural de C-algebra de C*°(p)

em C dado por f — f(p).

Definicao 5.2. Seja ) uma variedade diferenciavel e fixe um ponto p € Q. Um wetor tangente
complezo para  em p é uma transformagao C-linear v : C*°(p) — C que satisfaz

v(fg)=rf)v(g) +9v(f), VYf.geC>(p).

O conjunto de todos os vetores tangentes complexos em p é chamado de espaco tangente complexo
para ) em p e é denotado por CT)(.

Note que CT,Q) é um espago vetorial sobre C. A proxima proposi¢ao revela uma relacao entre

CT,Q2 e X(Q).
Proposigao 5.3. Seja (2 uma variedade diferenciavel e fixe um ponto p € €.

(i) Dado L € X(Q), a transformacao L, : C*°(p) — C definida por

Ly(f) = L(f)(p), Vfe€C¥(p)

é um vetor tangente complexo para 2 em p.



(ii) Suponha que para cada p € 2 existe v, € CT),(2 tal que a transformacao

p = vp(f)

estd em C*°(Q2) para toda f € C*°(2). Entao existe L € X() tal que L, = v, para todo p € (.

Demonstragao. (i) Tome (U, x) uma carta local de p. Sabemos pela formula que

N
LN = X)) (51 (D)

Jj=1

Para representantes diferentes f, g € f, como f e g coincide numa vizinhanga V' de p, podemos supor

que p € U CV e segue que (%) (f)p) = (%) (9)(p) e, portanto, L(f)(p) = L(g)(p). Isso mostra

que L,(f) estd bem definido. Agora, falta mostrar que L, é C-linear e satisfaz a regra de Leibniz.

o C-linearidade: dados f, g € C*(p) e a, B € C, temos

Ly(af + Bg) = L(af + Bg)(p)
= (aL(f) + BL(g))(p)
= aL(f)(p) + BL(g)(p)
= aLy(f) + BLp(g),

onde a segunda igualdade segue da C-linearidade de L.
e Regra de Leibniz: dados f, g € C*°(p), temos
Ly(fg9) = L(f9)(p)

f(p)L(9)(p) + 9(p)L(f)(p)
= f(p)Lp(g) + 9(p)Lp(f),

onde a segunda igualdade é devida & regra de Leibniz de vyg.

Portanto, L, é vetor tangente complexo para {2 em p.
(ii) Para cada f € C*°(9), definimos a fungao L(f) € C°°(R2) pela formula

L(f)(p) =vp(f), VYpeQ.

A hipotese de p — v, (f) ser uma funcéo em C*°(Q2) garante que L(f) seja uma fungao suave, ou seja,

L(f) € C*(Q2). Assim, definimos uma transformacao L : C*°(§2) — C*°(£2). Vamos verificar que L é
um campo vetorial complexo.

e C-linearidade: dados f,g € C*°(f2) e o, f € C, para todo p € Q, temos
L(af + Bg)(p) = vp(af + By)
= avp(f) + Bup(g)

= oL(f)(p) + BL(g)(p)
= (aL(f) + BL(9))(p),

onde a segunda igualdade segue da C-linearidade de v,. Como p € 2 ¢ arbitrario, provamos que

L(af + Bg) = aL(f) + BL(g)-

10



e Regra de Leibniz: dados f,g € C*° e p € Q, temos

L(fg)(p) = vp(f g)
= f(p)vp(g) + 9(p)vp(f)
= f(p)L(9)(p) + 9(p)L(f)(p)
= (fL(g9) + gL(f))(p),

onde a segunda igualdade é devida & regra de Leibniz de vg. Como p € 2 é arbitrario, provamos
que L(fg) = fL(g) + gL(f)

Portanto, L € X(2) e, por construcdo, L, = v, para todo p € €. O

Essencialmente, a proposicao anterior diz que um vetor tangente complexo pode ser visto como
um campo vetorial complexo calculado num ponto. Os vetores tangentes complexos que irao aparecer
neste trabalho sao sempre da forma L, para algum campo L e ponto p. Usando a regra de Leibniz,
podemos deduzir, atrdvez dos argumentos analogos da secao [3| que um vetor tangente complexo
possui a seguinte férmula:

(5= 0 (s) (55) 0. viec~.

j=1

8CEN

Em particular, {((921) IR ( 0 > } ¢ uma base de CT,().
P p

Definigao 5.4. Seja €2 uma variedade diferenciével de dimensao N. O fibrado tangente complexificado
de Q é a uniado disjunta
cra:= | cr0.
peEQ

Um subfibrado vetorial complexificado de CTS) de posto n e coposto N —n é uma unido disjunta

v=_Jv, ccra
peEQ

que satisfaz as seguintes condigoes:

(i) para cada p € Q, V, é um subespago vetorial de CT,Q2 de dimensao n e é chamado de fibra de

V em p;
(ii) dado pg € Q, existem um aberto Uy com py € Uy e campos vetoriais Ly, --- , L, € X(Up) tais
que, para todo p € Uy, (L1)p,- - ,(Ln)p € uma base de V,. Nesse caso, dizemos que os campos

Ly, , L, geram o subfibrado V em Uj.

Definicao 5.5. Dados um subfibrado vetorial complexificado V de CTC) e um subconjunto aberto
W C Q, uma se¢ao de V sobre W é um elemento L € X(W) tal que L, € V, para todo p € W.

Definigao 5.6. Seja 2 uma variedade diferenciavel. Uma estrutura formalmente integrdvel sobre )
¢ um subfibrado vetorial complexificado V de CT2 que satisfaz a condi¢ao de involutividade (ou de
Frobenius): se W C Q é um aberto e L, M € X(WW) sao se¢oes de V sobre W, entao [L, M| também
é uma secao de V sobre W.

Em seguida, vamos provar um lema que seré utilizado na demonstracao do toerema de Frobenius.
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Lema 5.7. Seja V uma estrutura formalmente integrével sobre uma variedade diferenciavel €2 e fixe

um ponto p € Q. Considere uma carta local (U,x) com p € U e suponha que Ly, -+, L, € X(U)
sejam campos vetoriais complexos tais que {(L1)g, - , (Ln)q} forma uma base de V, para todo g € U.
Se escrevemos X = (1, ,TN) €

M =
I
\.I—‘
E

8:5
=1 k

entdo a matriz (a;i(x ))]k: tem posto igual a n para todo z = x(q), ¢ € U; além disso, existem
iy € c>=(U), Jyk, =1,---,n, tais que

LjaLk chkLlM jvk_l
Em particular, se os campos L1, - , L, sdo holomorfos, entao as fungoes iy também sao holomorfas.

Demonstracao. A coordenada de cada (L;), na base {(8(9“)(1 e (afN)q} ¢ (aji(z(q), -, ajn(z(q))).

Como {(L1)g, - ,(Ln)q} € linearmente independente, segue que os vetores das linhas da matriz
(a;x(x(q))) sao linearmente independentes para todo ¢ € U. Portanto, o posto dessa matriz é neces-
sariamente igual a n.

Fixe j,k € {1,--- ,n}. Como (L;)q, (Li)q € V, para todo q € U, segue que L; e Ly, sao secoes de
V sobre U. Aplicando a condi¢do de Frobenius, concluimos que [L;, Li] é uma secao de V sobre U,
isto &, ([Lj, Lk]), € Vq para todo ¢ € U. Agora, como {(L1)q, -+, (Ln)q} ¢ uma base de Vg, existem

cjl'k(Q)7 T aCZk(q) € C tais que

n

(L3 Lil), = 3 @) (L)

v=1

Entao isso define fungoes de U a C dadas por g — c]"-k (¢) e podemos escrever

[L;, Ly] = Z L.

Falta mostrar que cada C]V'k é uma fungdo C*°. Expressando L, na carta local (U, x), temos

al )
L, = Z ayp () =—
n=1
Logo,
N n 9
LjaLk chkZaml Z <ZC kaW, ) 777
1

n=
Por outro lado, se escrevemos [L;, Lk] na carta local (U, x), temos

il 0 N Oay, oa;
, _ _ Okn in
[Lj, L] = E (2 )833,7’ onde fj = E (ajz o, oz, ) :

n=1 =1

Observe que B;?k € C>*(U) para todon =1,--- ,n. Entdo obtemos um sistema linear:
n
?k = Zaunc?k, n=1,---,N.
v=1

12



Como a matriz (a,,) tem posto igual a n, ou seja, posto completo por linha, podemos resolver esse
sistema linear e expressar cada ¢y, em termos de B;k, e ayy, que sao fungoes C°. Portanto, concluimos
que ¢, € C>®{U) parav=1,--- ,n.

Quando os campos vetoriais Li,---, L, sao holomorfos, os coeficientes a,, e B;Ik também sao
fungoes holomorfas. Resolvendo o mesmo sistema, concluimos que as fungoes c?k sao holomorfas. [

6 Teorema de Frobenius

6.1 Retificagao de campos vetoriais

Antes de enunciar e provar a versao completa do teorema de Frobenius, vamos estudar um caso
simples que serve como motivacao e também faz parte da demonstracao do teorema. Considere um
campo vetorial holomorfo L definido em uma vizinhanca da origem em C, expresso por

ZN )
L = : a‘j(z)aizj
Jj=1

O problema que queremos resolver é encontrar uma coordenada local wq,- - ,wy definida numa
vizinhanga da origem tal que

0
L=—.
6w1
Para solucionar esse problema, precisamos de dois teoremas classicos de equagoes diferenciais ordiné-

rias e de anélise complexa.

Teorema 6.1 (Picard-Lindelf ou Cauchy-Lipschitz). Seja  um subconjunto aberto de C x C
contendo o ponto (zg,wp). Seja F : Q — C uma funcio holomorfa. Considere o seguinte Problema

de Valor Inicial (PVI):
dw

dz
w(zp) = wo.

= F(z,w),

Entdo existe uma vizinhanca aberta V' C C contendo zy e uma tnica funcdo holomorfa w : V- — CV
que satisfaz a equagao diferencial e a condigao inicial. Além disso, a solucdo w depende holomorfi-
camente das condigdes iniciais (zp,wp) e de quaisquer parametros holomorfos dos quais a fun¢ao F
dependa.

Esse teorema é a versao holomorfa do teorema de existéncia e unicidade para o problema de valor
inicial de equacoes diferenciais ordinarias. A demonstracao é praticamente a mesma da versao classica.
O campo holomorfo F' é claramente localmente Lipschitz com respeito & segunda varidvel, entao
podemos encontrar uma tnica solugao local no espago de fungdes continuas e esta é obrigatoriamente
holomorfa, uma vez que o campo F' é.

Teorema 6.2 (Teorema da fungao inversa). Seja Q@ C CV um aberto, zo € Qe F : Q — CV uma
aplicagao holomorfa. Entao as seguintes afirmacgoes sao equivalentes:

1. O determinante da matriz jacobiana complexa no ponto zg nao é nulo.

2. Existem vizinhancas abertas U C € contendo o ponto 2z, e V' C CV contendo F(zg) tais que
F(U) =V e arestrigao
F‘U U —V

¢ um biolomorfismo.
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Esse teorema é a versao holomorfa do Teorema da fungao inversa classica, cuja demonstragdao pode
ser encontrada em [3].

Lema 6.3. Seja L um campo vetorial holomorfo definido em uma vizinhanca da origem em CV,
€Xpresso por

il )
— Zj
7=1
Sob a hipotese de que L nao se anula (L # 0), garante-se a existéncia de um sistema de coordenadas
locais w1, ..., wy nas proximidades da origem, no qual o campo assume a forma
0
L=—.
811}1

Demonstracao. Por hipotese, L # 0 na origem, ou seja, pelo menos um dos coeficientes a;(0) # 0.
Sem perda de generalidade, podemos renumerar as coordenadas e assumir que a;(0) # 0. Para
construir a mudanga de coordenadas, vamos resolver o seguinte problema de valor inicial:

0z; .
Tz:aj(zlv"'azl\f)v ]:17"'7N7
21(0,wa, ..., wy) =0,

zj(O,wQ,...,wN):wj, j:2,~-' ,N.

De fato, como as fungoes a;, j = 1,---, N, sao holomorfas, pelo teorema existe uma unica
solucdo holomorfa z; = z;(wi,--- ,wn), j = 1,--- , N, definida numa vizinhanga da origem. Note
que a variavel independente da fungao z; é wy, mas o teorema também garante que z; dependa
holomorficamente aos parametros ws, - -+ ,wy. Agora, observe que a solugao desse problema de valor

inicial possui a seguinte propriedade:
N N
0 0zj 0 0
8w1 Z 8101 82’]' Z CL] (Z) 8Zj
J=1 J=1

Para finalizar a demonstracao do lema, precisamos verificar se a mudanca de coordenada w — z é
um biholomorfismo préximo da origem. Para isso, vamos calcular o determinante da matriz jacobiana
em w = 0. Note que, no ponto w = 0, temos, pelas condigoes iniciais, que z = 0. Logo,

ai(0) 0 0 -+ 0
a2(0) 1 0 - 0
J(0) = az(0) 0 1 --- 0
an(©) 0 0 - 1

Como det(J(0)) = a1(0) # 0. Pelo Teorema da fungao inversa a fun¢ao é um biholomorfismo
local e realmente temos uma mudanga de coordenadas. O

6.2 Enunciado e demonstracao do teorema de Frobenius

Teorema 6.4 (Frobenius). Sejam Lq,-- - , L, campos vetoriais holomorfos linearmente independentes
definidos numa vizinhanca V' da origem de CV. Seja V o subfibrado de CT'V gerado por Ly,--- , L, e
suponha que V seja uma estrutura formalmente integravel. Entao, existem cartas locais wy, -, wn
definidas numa vizinhanca da origem de CV tal que V é gerado por 8%;17 ceey %.
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Demonstracao. A prova é por inducao em N. Quando N = 1, ndo ha o que provar. Suponha que o
resultado seja valido para todos os valores menores que N e vamos mostrar que também é verdade
para N. Aplicando o lema se necessario, podemos supor que nosso campo seja da forma

N
0 0
LZ*L'ZE Y 9 ...
1 82’1’ j k_la]kazk’ J ) T,

onde cada aji, j = 1,---,n, k=1,--- , N, & holomorfa. Agora, introduzimos um novo conjunto de
geradores de V:

0
L =L = —
1 1 8217
N P
#o_7. . _E . =9 ...
Lj =L alel—k_ZaJkazk, 7 =2, , M.

Note que, para j > 2, o campo vetorial L;-éﬁ nao envolve 8%1' Agora, se consideramos, numa vizinhanca
W da origem em CN~1, os campos

N

Mj=> a0,z ,2n)
k=2

0
a_ ':27"'7”‘7
8zk J

e também o subfibrado V' gerado por eles, a hipotese de indugao garante a existéncia de um sistema
de coordenadas ws, - - - ,wy definido numa vizinhanca da origem em CN~! tal que V' é gerado por

%, cee %. Nessa nova coordenada, cada M; é da forma
al )
MJ:ijk(wQ’,wN)ai’u)kj .7:27"'777‘7
k=2
e o resultado acima afirma que
- 0
MJ:ijk(wQ’,wN)ai’u)kj .7:27”'777‘7
k=2
ouseja, bji(wa, -+ ,wyn) = 0 para k > n. Assim, fazendo uma mudanga de coordenadas, se necessario,
podemos assumir que na coordenada original vale
ajr(0,22,--- ,2n) =0, j=2,---,n, k>n. (4)
Isso sera condicdo inicial de um problema de valor inicial. Agora, vamos encontrar as equacoes
diferenciais associadas. Para cada j =2,--- ,;ne k=2,---, N, note que
0 0 () 0 of a \ of
Qi — = = g2 ) - (g — ) 2L
821 ik 8Zk 821 Jké?zk jk&zk 621
_dawof O
82’1 8Zk J 82’182k J 82k82’1
_ 8ajkﬁ
(921 8Zk '
Entao,

9 9| _ 0w 9
921 oz | T 02 0z
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Logo,

0 ZN 0 ZN 0 0 ZN Oa; 0O
[Ll 7Lj } - 62’1’ ajk@zk |:82:1 Ak 8zk] 821 (9Zk '
k=2 k=2

Por outro lado, pelo Lema , existem C7) € O(V) tais que

n
[L#,Lﬂ =Y onr¥, jk=2--.n
v=1

Assim,

S—, AR RN L 0 0
] = g+ S0 gy = Clig + 2o X e ) g

Combinando os dois resultados, obtemos os seguintes sistemas de equagoes diferenciais ordinarias

n
%CZC = Z:ijal,/r€7 j=2,---,nk=2---,N.
v=2
Portanto, para cada k > n fixado, a fungdo u = (agg, - ,ank) € solugdo do seguinte problema de
valor inicial: .
Tzi = 22:2 ijuVﬂ
u;(0) =0,

onde a condi¢ao inicial é devida ao resultado (4)). Por outro lado, a fun¢ao nula também é uma solucao
desse problema de valor inicial. Pelo Teorema a unicidade da solugao implica que aj; = 0 para
j=2,---,n, k>mn. Assim,

N P n 9
L# = S, — = e ——— ] = 2 R .
j 3_2 Ak azk k§_2 Ak 8Zk sy J ) y T

Portanto, o subfibrado V gerado por L#, e ,L# é também gerado por 8%1, ‘e ,%. Isso conclui a

demonstragao. O
6.3 Aplicacao do teorema

Para finalizar este trabalho, voltamos a estudar a equacao da forma Lu = f, que fol mencionada
na Introducao [I] Mais precisamente, iremos estudar o problema de compatibilidade numa situacao
especial e o teorema de Frobenius desempenha um papel fundamental nesse contexto.

Corolario 6.5. Sejam L1, ..., L, campos vetoriais holomorfos em uma vizinhanca da origem de C
tais que [Lj, Ly] = 0 para j,k =1,--- ,n e sejam f1,..., fr, € O(). O sistema de equagoes

Lju:fJJ j:]-a"'7n7

possui solu¢ao holomorfa em uma vizinhancga da origem se, e somente se, vale a seguinte condi¢ao de
compatibilidade:

Demonstra¢ao. (=) Assuma que exista uma solucdo u € O(Q) para as equacdes Lju = f; com
j=1,---,n. Entao, aplicando Lj nos dois lados da equagak L;u = f;, obtemos

Liju = ka]
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Agora, como os campos vetoriais comutam, isto é, LjLy — LpL; = [L;j, Li] = 0, a igualdade acima
implica
Liju = kaj

Por fim, como u ¢ solugao de Liu = fi, chegamos em Lj; fi, = Ly f; como desejado.

(<) Suponha que valha a condigao de compatibilidade. Como [L;, Li] = 0 para j,k =1,--- ,n,
o subfibrado gerado pelos campos Li,--- , L, é uma estrutura formalmente integravel. Além disso,
por hipétese, os campos sao linearmente independentes numa vizinhanca da origem. Entao podemos
aplicar o Teorema de Frobenius|6.4]e encontrando coordenadas locais (wy, ..., wy) em uma vizinhanga
da origem tais que

0

L= —
J 8’11}]"

j=1,,n.

Nessas novas coordenadas, o sistema de equagoes L;ju = f; do enunciado transforma-se em

ou

dw;

(w) = fi(w), j=1,--,n,

e a condicao de compatibilidade L; fi, = Ly f; €

o _ 9fs
810]‘ 8wk '
Da primeira equacao % = fi(w), podemos integrar em relagdo a wy, obtendo
wy
u(w) = fi(ti,wa, ..., wy)dt; + C(wa, ..., wN). (5)
0
Agora vamos determinar essa fungdo C(ws, ..., wy) que deve deixar a segunda equagao 8w2 = fa(w)

satisfeita. Derivando em relagdo a wa chegamos em

ou 0 w1 oC
=—=— dty | + —.
f2 8w2 ng </0 fl 1) 6w2
Como a integral e a derivada sdo em variaveis diferentes e a fungdo funcao fi é holomorfa, pela regra
de Leibniz, podemos trocar a ordem das operacoes e obtendo

w1 af1 oC
= d _—
fo . Ows t1 + owy’
Logo,
oC w19 f
=y — ——dt 6
Do fo o, (6)
Como C(wa,...,wy) ndo depende de wi, temos que verificar que a diferenca fo — f0w1 g—q{édt também

nao depende de wi. Para isto, vamos derivar em relagao a w;:

8(&— maﬁ%>_aﬁ_aﬁ_a
0

811]1 ng 871)1 8w2
onde a tltima igualdade ¢ devida a condigao de compatibilidade f2 — gj} L Isso prova que a diferenca
realmente nao depende de w;. Em particular, a igualdade (@ é Vahda para w; = 0 e entao

oC 09

= fy—
2 \ Ows

——dt1 =
Dig 1= fa.
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Agora, integrando a igualdade acima em relagdo a ws, encontramos

w2

C(U)Q,...,UJN) = f2(0,t2,w3,...,’w1\/)dt2+D(UJ3,...,’LUN)-
0

Substituindo a fun¢do C(ws, ..., wn) na equagao ([5), obtemos

w1 w2

u(w) = fl(t,wg,...,wN)dtl + fQ(O,tQ,wg,...,wN)dtQ+D(w3,...,wN).
0 0

Repetindo esse processo para a terceira equacao e assim por diante, até a n-ésima variavel, chegamos
& conclusao:

w1 w2
u(w) = fl(t,’LUQ,...,U}N)dtl + fQ(O,tQ,U}g,...,wN)dtQ
0 0
Wn,
+ -+ fn(Oy .Sty Wty - wN)dEy + K (Wpg1, -, WN).
0
Esta fungdo u é uma solucao das equagoes dadas e K(wp41,...,wn) é uma constante que depende
apenas das coordenadas fixas wni1,...,WN. O
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