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Resumo

Neste semindrio apresentamos a no¢ao de subconjunto compacto polinomialmente con-
vexo de C™ e destacamos duas de suas propriedades fundamentais: a solvabilidade do ope-
rador O (propriedade de Cousin) e a aproximacdo de fun¢des holomorfas por polindmios,
garantida pelo Teorema de Oka—Weil.

Trabalho de conclusao da disciplina Andlise Complexa em Vdrias Varidveis ministrada pelo
professor Paulo Domingos Cordaro no segundo semestre de 2025. Agradecemos aqui ao pro-
fessor pelo excelente curso.
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1 Motivacao

Um compacto polinomialmente convexo, isto € um compacto que coincide com seu envoltd-
rio holomorfo em C", possui duas propriedades especialmente relevantes em analise complexa:
aproximacao e a propriedade de Cousin para o operador 0.

No estudo de formas diferenciais, o problema de determinar quando uma forma fechada é
necessariamente exata ¢ um tema cldssico e bastante atraente, pois revela a relacdo profunda
entre a topologia do espaco e a existéncia de solu¢des da equacao diferencial

du = f.

Em certos espagos bem comportados, como subconjuntos convexos de R", toda forma fechada
¢ de fato exata. Em outras palavras, nesses casos a cohomologia de de Rham € trivial nos graus
positivos.

Surpreendentemente, existe um fendmeno andlogo no contexto complexo envolvendo o ope-
rador 0: em compactos polinomialmente convexos de C", formas O-fechadas admitem potenci-
ais globais sob condi¢des adequadas, refletindo um tipo de “convexidade analitica” semelhante
ao papel desempenhado pela convexidade real na teoria de de Rham.

Por outro lado, a teoria de aproximagdo também fornece uma motivacado natural para estudar
convexidade polinomial. Dado um espaco compacto e Hausdorff X, o famoso Teorema de
Stone—Weierstrass afirma que uma subélgebra real A C C'(X,R) é densa se, e somente se, A
separa pontos e contém as func¢des constantes. Em particular, como o anel dos polindmios reais
contém a identidade e separa pontos, toda funcdo continua em um compacto de R™ pode ser
aproximada uniformemente por polindmios reais.

Passando ao caso complexo, temos uma versao andloga: uma x-subdlgebra com unidade
A C C(X,C) é densa se, e somente se, separa pontos e é fechada sob conjugacio complexa.
Entretanto, no contexto de C", os polindmios holomorfos ndo formam uma *-subdlgebra de
C(X,C), pois a fungdo z — Z ndo é holomorfa. Assim, uma fun¢fo continua arbitraria em um
compacto de C" ndo sempre pode ser aproximada uniformemente por polindmios holomorfos.

E aqui que os compactos polinomialmente convexos se tornam particularmente interessan-
tes: para esse tipo de conjunto, vale o Teorema de Oka—Weil, que garante que toda fungdo
holomorfa definida numa vizinhanca do compacto pode ser aproximada uniformemente por
polindmios holomorfos. Dessa forma, a convexidade polinomial fornece exatamente o cenario
geométrico no qual a aproximagao holomorfa por polindmios funciona tdo bem quanto no caso
real.

Neste semindrio, introduziremos o conceito de compacto polinomialmente convexo e mos-
traremos que tais conjuntos satisfazem a propriedade de Cousin para o operador 0, além de
verificarem o Teorema de Oka—Weil. A partir desse ponto, sempre que mencionarmos ““polino-
mios”, estaremos nos referindo a polindmios holomorfos.



2 Propriedades basicas

2.1 Formas diferenciais complexas e os operadores O e 0

Nesta secdo, definiremos formas diferenciais arbitrarias em abertos de C" e estenderemos
as defini¢des dos operadores O e O para tais formas.

No decorrer deste texto, I = (iy,...,4,) C Ne J = (j1,...,7,) C N denotardo multi-
indices ordenados (isto €, i1 < ig < --- < ip e j; < jo < --- < j, de tamanho p e g, respec-
tivamente. Lancando mao da associatividade do produto A na dlgebra exterior, utilizaremos a
notagdo padrdo dzy Adzy = dz;y N -+ Ndzy, Ndzj N--- Ndzj,.

Definicao 2.1. Uma forma diferencial f é dita de tipo (p, q) se ela puder ser escrita na forma

f= Z Z frgdzp Ndzy,

l=p|J|=¢

onde [;; sdo fungdes indexadas pelos multi-indices. Se cada fr; € C*(Q), escreveremos

fe Cﬁ,,q)(Q). A derivada exterior de f é dada por

df: Z Z deJ/\dZ]/\dEJ.

l=p|J]=q

Definindo

of = Z Z@f],(]/\dZ[/\dzje

[l=p |J]=q

of = Z Z Ofr.g Ndzp Adzy,

|=p |J|=q
temos a decomposicdo df = 0f + 0f.

Note que se f é de tipo (p, ¢), entdo O f é de tipo (p + 1, q) e Of é de tipo (p,q + 1). Como
0=d*f = O*f + (00 + 90) f + Gl f e cada termo é de um tipo, temos as seguintes relacdes
parade 0:

P2 =0 00+90=0,0 =0.
Dessa forma, a equagao
ou = f,

onde f é de tipo (p, g + 1) s6 pode ter solugio u se df = 0.

Definicao 2.2 (Pullback de uma forma diferencial complexa). Sejam €2 C C" aberto, u : Q) —
C™ um mapa holomorfo (isto é, cada componente de u = (Ui, ..., Un) € umafuncdo holomorfa
de 2 em C ou, equivalentemente, Ou; = 0,j =1,....m)e f =32, > -, frsdzr Ndz,



uma forma de tipo (p,q) definida num aberto da imagem de u. Definimos o pullback por u
como sendo a forma u* f em ) dada por

U*f = Z Z fLJ(u(Z)) duI AN dﬂ],

l=p|J|=q

onde duy e duy, k = 1, ..., m sdo formas diferenciais em ) de tipo (1,0) e (0, 1), respectiva-
mente, dado que u é holomorfa.

Note que se f é de tipo (p, q), entdo u* [ € de tipo (p, q) e

u*f = Z Z fLJ(U(Z)) dU[ A dﬂJ

T1=p |J|=q
= dw'f)=>_ Y dfrs(u(z)) Adus Adiy
l|=p |J]=q
= u"(df)
= O(u'f) = u*(0f) e O(u* f) = u*(f),

isto é, a decomposicdo d = 0 + 0 e a nogdo de funcdo holomorfa sdo invariantes por mapas
holomorfos.

Recordamos uma notacdo utilizada em aula.

Notacao 2.3. Seja K C C" um subconjunto compacto. Denotamos por C(O;iq)(K ) conjunto
de todas formas diferenciais suaves de tipo (p,q) em alguma vizinhanga de K; por C*(K)
conjunto de todas fungoes infinitamente diferencidveis em alguma vizinhanca de K; e por
O(K) conjunto de todas fun¢oes holomorfas em uma vizinhanga de K.

2.2 Compactos polinomialmente convexos e a propriedade de Cousin

Notacao 2.4. Seja K C C" um subconjunto compacto. Definimos a envoltoria polinomial de
K por

K= Ken = {z € C": |P(2)| < sup|P| para todos polinomios P}
K

Observacao 2.5. A segunda igualdade decorre do fato de que qualquer funcdo holomorfa
inteira pode ser uniformemente aproximada por polindmios em conjuntos compactos. Como
a envoltoria holomorfa é um subconjunto fechado e limitado, a envoltoria polinomial é um
subconjunto compacto pelo Teorema de Heine—Borel.

Defini¢iio 2.6. Seja K C C" um conjunto compacto. Diremos que K é polinomialmente
convexo se K = K.

Exemplo 2.7. Um conjunto L da forma
L:={2e€C":|Pj(2)| <1, j=1,....,m},

onde Py, ..., P, sdo polinomios em C", é chamado de poliedro polinomial. Se ele é um sub-
conjunto limitado, entdo ele é polinomialmente convexo.
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De fato, L é fechado, pois

L =P (A(0,1)), onde A(0,1) = {z € C: |2| < 1}.

J

Portanto, pelo Teorema de Heine-Borel, L é compacto.

Mostremos que L = L. A inclusdo L C L é imediata. Seja agora z € L. Em particular,
tomando as fungoes P, . .., P,,, obtemos

|1Pi(z)] < SuIEIPj(wN <1,
we

pois, por definigcdo de L, temos |Pj(w)| < 1 para todo w € L e para cada j = 1,...,m.
Assim, z € L, e portanto L C L. Concluimos que L = L, isto é, L é polinomialmente convexo.

Exemplo 2.8. O segmento I = |0, 1]i C C ¢é polinomialmente convexo, pois

I={zeC:|exp(z) =™ <1} N {z€C:|exp(—2) <1}
N{zeC:lexp(iz)| <1} N {z € C:|exp(—iz—1)| <1},
e 0o mesmo argumento utilizado no exemplo anterior aplica-se aqui (note que exp(z) é inteira).

Mostremos agora que esse segmento ndo é um poliedro polinomial. Suponha, por contradi-
cdo, que exista uma familia de polinomios holomorfos Py, . .., P, tal que

I= ﬂ{z e C:|Pi(z)| <1}.

Como I é um intervalo que tem interior vazio, é claro que o aberto

m

NizeC:1p) <1}

J=1

é vazio. Assim, para cada z € I, existe algum j tal que |P;(z)| = 1. Pela infinitude de I, existe
ao menos um polinomio P; para o qual o conjunto

C={z€l:|R(z)|=1} ={s=0+1iy € I : P(y) := Fi(iy) Pi(iy) = 1}

é infinito. Mas, P(y) — 1 é um polinémio real que possui apenas um niimero finito de raizes, o
que leva a um absurdo.

Definicao 2.9. Seja K C C" um conjunto compacto. Diremos que K tem a propriedade de

Cousin se para toda forma diferencial f € C’E’;qﬂ)(K) com Of = 0, a equagdo Ou = f tem
uma solugdo u € C% \ (K).

O primeiro lema deste texto permite a aproximacao de conjuntos polinomialmente convexos
por poliedros polinomiais.



Lema 2.10. Seja K um conjunto compacto e polinomialmente convexo, e seja () uma vizi-
nhanga de K. Entdo, existem polinomios P, ..., P,, tais que

KCL:={zecC":|P(2)| <1, j=1,...,m} CQ,

e L é compacto.

Demonstragdo. Seja Pj(z) = a;z;, j = 1,...,n, onde a; > 0 & escolhido suficientemente
pequeno de forma que |P;| < 1 em K. Observe que o conjunto

Ly = {Z e C": |f)](2)| <1, j: 17"'7”}

€ um compacto que contém K, pelo teorema de Heine-Borel. Agora, vamos acrescentar poli-
ndmios apropriados para garantir que esse conjunto esteja contido em ().

Para cada z € L \ €2, pela defini¢cdo de polinomialmente convexo, existe um polindmio P
tal que | P(z)| > supy |P| > 0. Definimos o polindmio

_[2P/IPG) s supg [Pl =0,
° | P/supg |P|, se supg |P| > 0.

Assim, P, é um polindmio satisfazendo |P,(z)| > 1 e supy |P.| < 1. Note que o conjunto
U, ={we C":|P,(w)| > 1}

¢ um subconjunto aberto e a cole¢do {U. }.cr,\o € uma cobertura de Lo \ §2. Assim, como
Lo \ © é compacto (por ser um subconjunto fechado contido em um compacto), L \ {2 admite
uma subcobertura finita, ou seja, existem polindmios P, 1, ..., P, tais que

Lo\QC{zeC":|P(2)| >1}U..U{ze€C":|P,(2)] > 1},
equivalentemente,
Kc{zeLy:|P(2)|<1, j=n+1,..,m} CQ.
Para concluir a demonstragao, basta tomar
L:={ze€C":|P(2)| <1, j=1,...,m}.
O

O lema a seguir foi provado por Oka e € o principal ingrediente para a prova do teorema de
aproximagao que encerra este texto.

Lema 2.11 (Oka). Sejam K um subconjunto compacto de C", D o disco unitdrio fechado
centrado em O em C e P um polinémio em C". Denotamos por 1. o mapa de Oka

C" 3> z+— (2, P(z)) € C"*

e definimos Kp := {z € K : |P(z)| < 1}. Se o conjunto K x D C C"! tem a propriedade
de Cousin, entdo



1. FParatodap,q > 0e f € Cf \(Kp) com Of = 0, existe um F € Cipp I x D) com
OF = 0 tal que f = *F em uma vizinhanca de Kp.

2. Kp tem a propriedade de Cousin.
Note que Kp = u= (K x D).
Demonstra¢do. Vamos provar 1) primeiro. Seja 7 a projegdo candnica
C"' 3 (z,w) — z € C".

Entdo, m o u = id,, é a identidade. Se 2 é um aberto contendo Kp tal que f € C(O‘Ij,q)(Q) e

Of = 0em Q, entdo 7 f € C=2 (7 1(Q)) e dn*f = 7*df = 0 em 7 (L), 0 qual é uma
vizinhanca de

pKp={(z,P(2)) € K xC:|P(2)| <1} ={(z,w) € K x D :w = P(2)}.

Como 7 oy = id,, nés temos p*7*f = (mo p)*f = f. Sejap € C;°(C™*!) uma fungdo de
teste/bump constante igual a 1 em pKp e igual zero fora de 7~1(Q), seja @ : C"™!' — C a
fungdo holomorfa dada por (2, w) = w — P(z) e seja G € C;5 (K x D) uma forma de tipo

(p,q) em uma vizinhanga ) de K x D a ser determinada. Como ¢ se anula fora de 7~ 1(Q),
podemos definir uma (p, ¢)-forma

F=opr'f—QG,
em €2, onde, por abuso de notacio, pr* f = 0 em C"t1 \ 771(Q).
Agora, aplicando o pullback y* na forma F' restrito a regido Qn 7~1(£2), obtemos

pF=p (pr'f — QG) = p*(pr* f) — p*(QG) = (pop)f — (Q o p)(1*G)
= (pop)f —(P(z) = P(2))(WG) = (pon)f,

Logo, pela defini¢do da fungdo ¢, *F = f em uma vizinhanga de Kp. Para finalizar o item
1), basta encontrar a forma G satisfazendo

0=0F = 9(pr* f) — 9(QG)
— Do A (7 f) + pd(7" ) — (0Q) A G — Q(IG)
=0 A (T f) — Q(IG)

em QN7 (Q) e G = 0 fora dessa regido.

Note que dp = 0 em uKp U (C"1\ 771(Q)), pois ¢ é constante nessa regido. Como o
polindmio () se anula apenas em ;K p, por abuso de nota¢do, podemos considerar

) 0, se (z,w) € uKp U (C*\ 771(Q)),
o N (T f)(z,w) = 1
Q(z,w)

1
Q

dp A (m*f)(z,w), caso contrdrio.

Assim, a forma
dp A (7" f)



estd bem definida em C"*!. Além disso, 0H = 0 em puKpUC" '\ 771(Q), e fora dessa regido

9H =3 (l&p) AT f) = ~Fp A D)

Q Q
- 5% ADp A (T°f) + <%52¢) A (7 f)
= 0.

Portanto, H é uma (p, g+1)-forma 0O-fechada. Assim, 0 nosso objetivo é equivalente a encontrar
uma forma G que satisfaga a equacdo B
0G = H.

Como K x D tem a propriedade de Cousin por hipétese, existe uma solu¢ao &G € C'77 ) (KxD)
da equacido G = H em uma vizinhanca de K x D, Isso conclui a prova do item 1).

Para provar o item 2), seja [ € C&qu)(Kp) com Jf = 0. De acordo com o item 1), existe

F e C’(OO )(K x D) com OF = 0 tal que f = p*F. Como K x D possui a propriedade de

p,q+1 -
Cousin, a equagdo OU = I admite uma solugdo em C7 (K x D). Se definirmos u = p*U,
segue que B B
ou=poU =u'F=f

em uma vizinhanga de K'p. Assim, completamos a demonstragdo do lema. U

3 Teoremas principais

Nesta secdo, provaremos que todo compacto polinomialmente convexo de C" possui a pro-
priedade de Cousin. Como coroldrio, obtemos um teorema de aproximag¢ao de fungdes holo-
morfas por polindbmios em uma vizinhanga de compacto polinomialmente convexo.

Em aula, provamos que se A € um polidisco fechado, entdo A tem a propriedade de Cou-
sin. De fato, Grothendieck provou uma formulacdo ligeiramente mais forte desse resultado,
conhecido como Lema de Dolbeaut-Grothendieck:

Lema 3.1 (Dolbeaut-Grothendieck). Sejam D C C™ é um polidisco aberto e | € CE); ‘ +1)(D)
tal que Of = 0. Entdo, se D' CC D, existe u € C(‘"Ij’q)(D’) comOu= femD.

Mostremos que essa formulacdo implica a provada em aula. De fato, se D € um polidisco
fechado, U € uma vizinhancade De f € CE’; a +1)(U ), entdo existem polidiscos abertos Dy, Do
com D C Dy CC Dy C U. Aplicando o Lema de Dolbeaut em D; CC D5, temos que existe
u € CE’; q)(D1) tal que Ou = f em D;. Como D C D, segue que D possui a propriedade de
Cousin. Para os objetivos deste texto, usaremos a formulagao para polidiscos fechados (provada

em aula).

Teorema 3.2. Seja, A um polidisco fechado em C", D o disco unitdrio fechado centrado em (
em Ce Py, ..., P, polinomios. Denotamos por |1 0o mapa de Oka

C" > z+— (2, Pi(2),..., Pn(2)) € C"™,



e definimos
K={z€A:|P(2)|<1,j=1,..m}=p (A xD™).

Entado,

1. K tem a propriedade de Cousin.

2. Paratodap,q > 0e f € CF (K) com Of = 0, existe um F € Ch g (A x D™) com

OF = 0 tal que f = p*F em uma vizinhanga de K.
Note que K é um poliedro polinomial.

Demonstragdo. Vamos proceder por indugdo sobre m > 1. Pelo Lema de Dolbeaut-Grothendieck
A x D tem a propriedade de Cousin, pois € um polidisco fechado. Assim, podemos aplicar o
Lemal[2.T1] donde segue o caso base m = 1.

Agora, supondo que o teorema seja valido para m = k, devemos mostrar que ele também
vale para k + 1. Sejam F, ..., P, polindmios, e seja 7 a projecao candnica

C"' 3 (z,w) — z € C".
Definimos
Kt .= {ze A: ]Pj(z)| <1,j=1,..k}

Como P, o, ..., P, o7 s@o polindmios em C**1, A x D éum polidisco fechado, e a priori, o
teorema nao fixou n, por hipdtese de inducio, o subconjunto compacto

{(z,w) € Ax D:|Pj(n(z,w))| <1, j=1,...,k} = K*x D
possui a propriedade de Cousin. Assim, pelo Lema[2.11] considerando P = F,, o compacto
(K9)p={2€A:|Pi(z)| <1, j=0,....k}

possui a propriedade de Cousin, e para toda f € CF (K Yp) com Of = 0, existe Iy €
CF;Q) (K* x D) com 0F, = 0 tal que f = 11;Fy em uma vizinhanga de K p,, onde 1o é um mapa
de Oka dado por z + (z, Py(z)). De fato, (K*)p = g ' (K*x D). Agora, aplicando novamente
a hipétese de indugio em Fy e no compacto K*, obtemos um F € Chrp((A X D) x D¥) com

Como py; 0 po(2) = (2, Po(2), ..., Pr(2)), temos que
[ = uoko = popp ' = ' F

onde y é o mapa de Oka dado por z — (z, Py(z), ...., Px(z)). Portanto, o teorema se verifica
param = k+1, e, pelo principio da indugdo, conclui-se que ele € valido paratodom € N*. [

Corolario 3.3. Todo conjunto K C C" polinomialmente convexo possui a propriedade de
Cousin.



oo
(p,g+1)

U de K. Devemos provar que a equagido Ou = f tem uma solugio u € C’E’; 9 (K). Pelo Lema
2.10} existem polindmios P, ..., P, tais que

Demonstragdo. Seja f € C (K) uma forma diferencial com df = 0 em uma vizinhanca

KCL:={2cC":|P(2)|<1,j=1,..,m}CU,

isto €, U também € uma vizinhanga do poliedro polinomial compacto L. Como L € limitado,
existe um polidisco fechado A com centro na origem tal que L. C A, logo,

L={zeA:|Pi(2)|<1,j=1,...m}.

Assim, pelo item 1) do Teorema o poliedro polinomial L possui a propriedade de Cousin,
logo a equagdo dv = f tem uma solugdo v € 7 (L). Como uma vizinhanga de L também ¢é
uma vizinhanca de K, basta tomar u = v. O]

Teorema 3.4 (Oka-Weil). Seja f uma funcdo holomorfa em uma vizinhanca U de um conjunto
compacto polinomialmente convexo K. Entdo, existe uma sequéncia (f;);>1 de polinomios
holomorfos tal que f; converge uniformemente para f em K.

Demonstragdo. Pelo Lemal2.10, existem polindmios P, ..., P, tais que
KcL:={zeC":|Pj(2)| <1, j=1,...m}CU.
Como L ¢é limitado, existe um polidisco fechado A centrado em 0 tal que L C A, donde
L={zeA:|Pi(2)|<1,j=1,...m}.

Pelo item 2) do Teorema existe uma fungdo F' holomorfa em uma vizinhanca 2 do poli-
disco A x D™ tal que

f(z)=F(z,Pi(2),..., Pn(2))

em uma vizinhanca de L. Mas se Fj(z,w) é a soma parcial de expansio em série de poténcias
de F(z,w), segue que Fj, converge uniformemente para I’ em um polidisco aberto contido em
2, o qual contém o polidisco A x D™. Portanto

Fi(z,Pi(2),...; Pu(z)) — F(z,P(2),.... Pn(2)) = f

uniformemente em L. Isso conclui a prova do teorema. O]
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