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1 Introdução

O Teorema de Cauchy-Kowalevsky estabelece condições para existência e unicidade de
soluções anaĺıticas locais para problemas de valor inicial. Historicamente desenvolvido por
Cauchy e posteriormente generalizado por Sophie von Kowalevsky, este teorema representa
a extensão natural para EDPs dos teoremas de existência e unicidade para equações
diferenciais ordinárias.

Neste seminário, será apresentada uma demonstração detalhada da versão linear do
teorema, seguindo a abordagem desenvolvida por Wolfgang Walter em artigo. Esta abor-
dagem é baseada no Teorema do Ponto Fixo de Banach que além de provar existência
e unicidade, fornece estimativas que permitem estabelecer a dependência cont́ınua da
solução em relação aos dados iniciais e coeficientes da equação.

2 Preliminares

O objetivo é apresentar uma prova do teorema de Cauchy-Kowalevsky (abreviado como
C–K) utilizando apenas o prinćıpio da contração de Banach. O teorema trata do problema
de Cauchy para uma equação diferencial parcial não linear da forma

D p
t u = F

(
t, x1, . . . , xn, u, . . . , D

α
xu
)
, |α| ≤ p, p ≥ 1,

ou, mais geralmente, de um sistema do tipo, onde Dt = ∂/∂t e Dα
x = ∂|α|/∂xα1

1 · · · ∂xαn
n .

O teorema assegura que, se t = 0 as derivadas iniciais são

Dk
t u(0, x) = φk(x), 0 ≤ k ≤ p− 1,

com as funções φk anaĺıticas na vizinhança de x0, e se a função F é anaĺıtica perto do
ponto (0, x0, φ0(x0), . . . , φp−1(x0)), então existe uma única solução u(t, x), anaĺıtica em
todas as variáveis, definida na vizinhança de (0, x0) e satisfazendo as condições iniciais.

Acima foi descrito o problema de Cauchy, e os dados recebem o nome de dados de
Cauchy. A primeira solução geral para esse problema foi dada por Cauchy, posteriormente,
Sophie Kovalevskaya obteve uma formulação mais ampla e simplificada.

O problema é o análogo, no contexto de equações parciais, do clássico problema de
valor inicial para a equação diferencial ordinária

u(p)(t) = f
(
t, u(t), u′(t), . . . , u(p−1)(t)

)
,
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com condições iniciais.
Nas demonstrações tradicionais, inicia-se convertendo a equação de ordem superior

em um sistema quasilinear de primeira ordem da forma

ut =
n∑

j=1

Bj(t, x, u)uxj
+ c(t, x, u),

em que as matrizes Bj e o vetor c são anaĺıticos. Aqui vamos considerar apenas o caso
linear,

ut = A(t, x)u+
n∑

j=1

Bj(t, x)uxj
+ c(t, x).

No caso real do Teorema Cauchy-Kowalevsky, a solução é buscada como uma série
de potências em t e xj, cujos coeficientes são determinados por relações de recorrência
derivadas das expansões de A, Bj e c. A parte essencial da prova consiste em mostrar a
convergência dessa série, utilizando o método de majorantes.

Teorema 2.1 (Cauchy-Kowalevsky). Suponha que as funções

{Bj}n−1
j=1 e c

sejam real-anaĺıticas. Então existem r > 0 e uma função real-anaĺıtica

u(x) =
∑
α

uαx
α,

que resolve o seguinte problema de valor de contornouxn =
n−1∑
j=1

Bj(u, x
′)uxj

+ c(u, x′), para |x| < r,

u = 0, para |x′| < r, xn = 0.

3 Teorema de Cauchy-Kowalevsky

3.1 Abordagem de Nagumo

Para trabalhar com equações cujas variáveis são complexas, uma nova abordagem foi dada
por M. Nagumo, em 1941, que tratou o sistema quasilinear com valores iniciais nulos e o
reescreveu como uma equação para

v = ut, v(t, z) =
n∑

j=1

Bj(t, z, Iv) (Iv)zj + c(t, z, Iv),

onde

Iv(t, z) =

∫ t

0

v(τ, z) dτ (:= u).

o que permite interpretar o problema como uma equação de ponto fixo v = Φ(v) em um
espaço de Banach adequado.

O método utilizado consiste em considerar um espaço funcional onde a equação acima
admita solução, analisando o operador integral associado e então aplicando um teorema
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de ponto fixo. Como a equação envolve funções holomorfas e suas respectivas derivadas,
Nagumo introduziu um lema que estima a derivada de uma função holomorfa em termos
da própria função.

Como dito anteriormente, consideraremos o problema linear

ut = A(t, z)u+
n∑

j=1

Bj(t, z)uzj + c(t, z), (1)

com condição inicial
u(0, z) = ϕ(z), (2)

onde Bj, A são matrizes m×m e u, c são vetores coluna de dimensão m.
Para isso, buscaremos soluções na região cônica

0 ≤ t < l, |z| < R− Lt.

A ferramenta principal utilizada para provar que a equação (1) possui uma única
solução anaĺıtica é o teorema do ponto fixo de Banach, assumindo que tanto os coeficientes
da equação quanto a condição inicial são funções anaĺıticas.

Teorema 3.1 (Teorema do ponto fixo de Banach). Dado um espaço métrico completo
(X, d) e uma aplicação T : X → X que satisfaz, para algum C ∈ (0, 1),

d(Tx, Ty) ≤ C d(x, y), para todo x, y ∈ X,

então existe um único u ∈ X tal que Tu = u.

A principal dificuldade em estabelecer as hipóteses dessa nova versão do Teorema de
Cauchy-Kowalevsky consiste em encontrar um espaço de Banach cuja norma induza que
o operador cont́ınuo associado à equação diferencial tenha norma estritamente menor que
1. Como motivação e como garantia de que os próximos resultados estão bem formulados,
será utilizado o teorema de Bessaga.

Teorema 3.2 (Teorema de Bessaga). Se M é um conjunto, t ∈ [0, 1) e T : M → M é
um operador linear com a propriedade de que T n possui um único ponto fixo para todo
n ∈ N, então existe uma métrica d que torna M um espaço métrico completo tal que

d(Tx, Ty) ≤ t d(x, y), para todos x, y ∈ M.

Observe que o teorema acima garante a existência de uma métrica para a qual a norma
do operador T é menor que 1.

3.2 Configuração geométrica

Seja Ω ⊂ Cn um conjunto aberto com fronteira não vazia ∂Ω. Definimos a função distância

d(z) = dist(z, ∂Ω)}

onde utilizamos a norma do máximo |z| = maxi=1,...,n |zi|.
O domı́nio de trabalho será o conjunto

G = {(t, z) ∈ R× Cn : z ∈ Ω, |t| < ηd(z)},
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onde η > 0 é um parâmetro a ser determinado. Para cada t fixo, definimos

Ωt = {z ∈ Ω : (t, z) ∈ G} = {z ∈ Ω : d(z) > |t|/η}

e a função distância correspondente

d(t, z) = d(z)− |t|
η

Se z ∈ Ωt e |z − z′| = r < d(t, z), então z′ ∈ Ωt e d(t, z′) ≥ d(t, z)− r.
Pela desigualdade triangular, temos

d(z) ≤ |z − z′|+ d(z′) = r + d(z′)

Logo, d(z′) ≥ d(z)− r > |t|/η, portanto z′ ∈ Ωt. Além disso

d(t, z′) = d(z′)− |t|
η

≥ d(z)− r − |t|
η

= d(t, z)− r.

3.3 Caso linear

Tratando agora da equação diferencial para o caso linear, para cada z ∈ Ω fixo, conside-
remos a aplicação

τ 7→ u(τ, z).

Como t ∈ R, pelo teorema fundamental do cálculo temos∫ t

0

uτ (τ, z) dτ = u(t, z)− u(0, z). (3)

Usando a equação diferencial satisfeita por u(t, z), isto é,

uτ (τ, z) = A(τ, z)u(τ, z) +
n∑

j=1

Bj(τ, z)uzj(τ, z),

substitúımos em (3) e obtemos∫ t

0

uτ (τ, z) dτ =

∫ t

0

[
A(τ, z)u(τ, z) +

n∑
j=1

Bj(τ, z)uzj(τ, z)

]
dτ.

Assim, usando a condição inicial u(0, z) = φ(z), conclúımos que

u(t, z) = φ(z) +

∫ t

0

[
A(τ, z)u(τ, z) +

n∑
j=1

Bj(τ, z)uzj(τ, z)

]
dτ.

Definimos

g(t, z) = φ(z) +

∫ t

0

c(τ, z) dτ.

Uma solução de (3) é uma aplicação cont́ınua em G e holomorfa em z, para cada t ∈ R
fixo.
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Será utilizada a norma do máximo para denotar a norma de u,

|u| = max
j=1,...,m

|uj|.

A norma do operador matriz A = (ajk) será denotada por

|A| = max
k

m∑
j=1

|ajk|.

Lema 3.3 (Lema de Nagumo). Seja f : Ω → Cm holomorfa e seja p ≥ 0. Se para todo
z ∈ Ω vale

|f(z)| ≤ C

dp(z)
,

então para cada j = 1, . . . , n

|fzj(z)| ≤ Cp
C

dp+1(z)
,

onde Cp = (1 + p)(1 + 1
p
)p < e(p+ 1) e C0 = 1.

Demonstração. Seja z ∈ Ω fixo. Como Ω é aberto, existe r > 0 tal que a bola B(z, r) =
{z′ ∈ Cn : |z′ − z| ≤ r} está contida em Ω. Em particular, d(z) > r.

Fixemos j ∈ {1, . . . , n} e consideremos a função de uma variável complexa

ϕj(ξ) = f(z1, . . . , zj−1, ξ, zj+1, . . . , zn)

definida para ξ ∈ C com |ξ−zj| ≤ r. Esta função é holomorfa no disco fechado D(zj, r) =
{ξ ∈ C : |ξ − zj| ≤ r}.

Pela fórmula integral de Cauchy para a derivada, temos

ϕ′
j(ξ) =

1

2πi

∮
|ζ−ξ|=r

ϕj(ζ)

(ζ − ξ)2
dζ.

Para ξ = zj, obtemos

fzj(z) = ϕ′
j(zj) =

1

2πi

∮
|ζ−zj |=r

ϕj(ζ)

(ζ − zj)2
dζ.

Estimamos agora esta integral

|fzj(z)| ≤
1

2π

∮
|ζ−zj |=r

|ϕj(ζ)|
|ζ − zj|2

|dζ| ≤ 1

2π
· 1

r2
· max
|ζ−zj |=r

|ϕj(ζ)| · 2πr =
1

r
max

|ζ−zj |=r
|ϕj(ζ)|.

Agora, se |ζ − zj| = r, então o ponto correspondente z′ = (z1, . . . , zj−1, ζ, zj+1, . . . , zn)
satisfaz |z′− z| = r. Pela propriedade fundamental, temos d(z′) ≥ d(z)− r. Pela hipótese
do lema

|f(z′)| = |ϕj(ζ)| ≤
C

dp(z′)
≤ C

(d(z)− r)p
.

Portanto,

|fzj(z)| ≤
1

r
· C

(d(z)− r)p
=

C

r(d(z)− r)p
.
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Definimos a função auxiliar

λ(r) =
C

r(d(z)− r)p
, para 0 < r < d(z).

Queremos minimizar λ(r) no intervalo (0, d(z)). Calculamos a derivada

λ′(r) = C · −(d(z)− r)p − r · p(d(z)− r)p−1(−1)

r2(d(z)− r)2p

= −C · (d(z)− r)p + rp(d(z)− r)p−1

r2(d(z)− r)2p

= −C · (d(z)− r) + rp

r2(d(z)− r)p+1
.

Igualando a zero o numerador (pois o denominador é sempre positivo), obtemos

(d(z)− r) + rp = 0 ⇒ d(z)− r + rp = 0 ⇒ r(1 + p) = d(z)

⇒ r =
d(z)

1 + p
.

Este é um ponto cŕıtico. Para verificar que é mı́nimo, observamos que λ(r) → +∞
quando r → 0+ e quando r → d(z)−, portanto este ponto cŕıtico deve ser um mı́nimo.

Avaliamos λ neste ponto ótimo

λ

(
d(z)

1 + p

)
=

C

d(z)
1+p

(
d(z)− d(z)

1+p

)p
=

C

d(z)
1+p

(
pd(z)
1+p

)p
=

C(1 + p)

d(z)
· (1 + p)p

ppd(z)p

=
C

dp+1(z)
· (1 + p)

(
1 +

1

p

)p

.

Portanto,

|fzj(z)| ≤ Cp
C

dp+1(z)
, com Cp = (1 + p)

(
1 +

1

p

)p

.

Para p = 0, a estimativa é mais simples |fzj(z)| ≤ C/r para todo 0 < r < d(z).
Tomando r → d(z), obtemos |fzj(z)| ≤ C/d(z), correspondendo a C0 = 1.

3.4 Espaço de Banach e formulação do operador

Definimos o espaço

E =
{
u ∈ C0(G,Cm) : u é holomorfa em z para t fixo, ∥u∥ < ∞

}
com a norma

∥u∥ = sup
(t,z)∈G

|u(t, z)|dp(t, z)
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O espaço (E, ∥ · ∥) é um espaço de Banach.
Seja {un} uma sequência de Cauchy em E. Para qualquer subconjunto compacto

K ⊂ G, existe εK > 0 tal que d(t, z) ≥ εK para todo (t, z) ∈ K. Então

|un(t, z)− um(t, z)| ≤
∥un − um∥
dp(t, z)

≤ ∥un − um∥
εpK

Portanto, {un} converge uniformemente em compactos para uma função u. Como a
convergência uniforme de funções holomorfas preserva a holomorfia, u é holomorfa em z.
Além disso, u ∈ E pois ∥u∥ ≤ lim inf ∥un∥ < ∞.

Definimos o operador T : E → C0(G,Cm) por

(Tu)(t, z) =

∫ t

0

[
A(τ, z)u(τ, z) +

n∑
j=1

Bj(τ, z)uzj(τ, z)

]
dτ

A equação integral torna-se
u = g + Tu

Teorema 3.4 (Cauchy-Kowalevsky – Caso Linear). Assumimos que

1. A(t, z), Bj(t, z), c(t, z) são cont́ınuas em G e holomorfas em z para t fixo; ϕ(z) é
holomorfa em z.

2. Existem as constantes α, βj, γ, δ, p > 0 tais que

|A(t, z)| ≤ α

d(t, z)

|Bj(t, z)| ≤ βj

|c(t, z)| ≤ γ

dp+1(t, z)

|ϕ(z)| ≤ δ

dp(z)

para todo (t, z) ∈ G.

3.
α

p
+

(
1 +

1

p

)p+1 n∑
j=1

βj ≤
1

η

Então a equação integral possui uma única solução u ∈ E, e vale a estimativa

|u(t, z)| ≤ C

dp(t, z)
em G

Demonstração.
Passo 1: g ∈ E
Precisamos mostrar que g é cont́ınua, holomorfa em z, e que ∥g∥ < ∞.
A continuidade segue da continuidade de ϕ e c. A holomorfia em z segue do fato de

que ϕ e c(τ, ·) são holomorfas, e a integral preserva holomorfia.
Para a estimativa da norma,

|g(t, z)| ≤ |ϕ(z)|+
∣∣∣∣∫ t

0

c(τ, z)dτ

∣∣∣∣ .
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Pela hipótese 2,

|ϕ(z)| ≤ δ

dp(z)
≤ δ

dp(t, z)
,

pois d(t, z) ≤ d(z).
Para a integral, temos∣∣∣∣∫ t

0

c(τ, z)dτ

∣∣∣∣ ≤ ∫ |t|

0

|c(τ, z)|dτ ≤
∫ |t|

0

γ

dp+1(τ, z)
dτ.

Lembrando que d(τ, z) = d(z)− |τ |/η, fazemos a mudança de variável s = |τ |∫ |t|

0

ds

(d(z)− s/η)p+1
.

Calculamos esta integral∫ |t|

0

ds

(d(z)− s/η)p+1
=

[
η

p
· 1

(d(z)− s/η)p

]|t|
0

=
η

p

(
1

(d(z)− |t|/η)p
− 1

dp(z)

)
=

η

p

(
1

dp(t, z)
− 1

dp(z)

)
≤ η

p
· 1

dp(t, z)
.

Portanto, ∣∣∣∣∫ t

0

c(τ, z)dτ

∣∣∣∣ ≤ γη

p
· 1

dp(t, z)
.

Das estimativas anteriores, segue que

|g(t, z)| ≤ δ + γη/p

dp(t, z)
⇒ ∥g∥ ≤ δ +

γη

p
< ∞.

Logo, g ∈ E.

Passo 2: T : E → E é bem definido e contração
Seja u ∈ E. Pela definição da norma, temos

|u(t, z)| ≤ ∥u∥
dp(t, z)

.

Aplicando o Lema de Nagumo à função u(t, ·) no domı́nio Ωt com distância d(t, z),
obtemos

|uzj(t, z)| ≤ Cp
∥u∥

dp+1(t, z)
, com Cp = (1 + p)

(
1 +

1

p

)p

.

Agora, integrando em T

|A(τ, z)u(τ, z)| ≤ α

d(τ, z)
· ∥u∥
dp(τ, z)

=
α∥u∥

dp+1(τ, z)

|Bj(τ, z)uzj(τ, z)| ≤ βj · Cp
∥u∥

dp+1(τ, z)
.

Portanto,∣∣∣∣∣A(τ, z)u(τ, z) +
n∑

j=1

Bj(τ, z)uzj(τ, z)

∣∣∣∣∣ ≤
(
α +

n∑
j=1

βjCp

)
∥u∥

dp+1(τ, z)
.
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Seja β =
∑

βj. Então,

|(Tu)(t, z)| ≤
∫ |t|

0

(α + βCp)
∥u∥

dp+1(τ, z)
dτ.

Como antes, ∫ |t|

0

dτ

dp+1(τ, z)
≤ η

p
· 1

dp(t, z)
.

Logo,

|(Tu)(t, z)| ≤ (α + βCp)
η

p
· ∥u∥
dp(t, z)

.

Multiplicando por dp(t, z) e tomando o supremo,

∥Tu∥ ≤ (α+ βCp)
η

p
∥u∥.

Mas,
Cp

p
=

(1 + p)(1 + 1/p)p

p
=

(
1 +

1

p

)p+1

.

Portanto,

∥T∥ ≤ η

(
α

p
+ β

(
1 +

1

p

)p+1
)

≤ 1.

Pela hipótese 3, podemos escolher η tal que esta quantidade seja estritamente menor
que 1. Logo, T é uma contração.

Passo 3: Existência, Unicidade e Estimativa
Pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach, a equação u = g + Tu possui uma única

solução u ∈ E. A estimativa |u(t, z)| ≤ C/dp(t, z) segue diretamente da definição da
norma.

Teorema 3.5. Sob as hipóteses do Teorema 3.4, a solução u depende continuamente dos
dados A, Bj, c, ϕ. Mais precisamente, para todo ϵ > 0, existe δ > 0 tal que se

|A(t, z)− A∗(t, z)| ≤ δ

d(t, z)

|Bj(t, z)−B∗
j (t, z)| ≤ δ

|c(t, z)− c∗(t, z)| ≤ δ

dp+1(t, z)

|ϕ(z)− ϕ∗(z)| ≤ δ

dp(z)

então a solução u∗ do problema correspondente satisfaz

|u(t, z)− u∗(t, z)| ≤ ϵ

dp(t, z)
em G

Demonstração. Sejam T e T ∗ os operadores correspondentes aos dados originais e pertur-
bados, respectivamente. Escrevemos

u = g + Tu, u∗ = g∗ + T ∗u∗.
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Pela estimativa padrão,

∥u− u∗∥ ≤ 1

1− ∥T∥
(∥g − g∗∥+ ∥(T − T ∗)u∗∥) .

|g(t, z)− g∗(t, z)| ≤ |ϕ(z)− ϕ∗(z)|+
∣∣∣∣∫ t

0

[c(τ, z)− c∗(τ, z)]dτ

∣∣∣∣
Pelas hipóteses,

|ϕ(z)− ϕ∗(z)| ≤ δ

dp(z)
≤ δ

dp(t, z)
.

Para a integral, temos∣∣∣∣∫ t

0

[c(τ, z)− c∗(τ, z)]dτ

∣∣∣∣ ≤ ∫ |t|

0

δ

dp+1(τ, z)
dτ ≤ δ · η

p
· 1

dp(t, z)
.

Portanto,

|g(t, z)− g∗(t, z)| ≤ δ

(
1 +

η

p

)
1

dp(t, z)
⇒ ∥g − g∗∥ ≤ δ

(
1 +

η

p

)
.

Seja v = u∗. Então,

[(T − T ∗)v](t, z) =

∫ t

0

[
(A− A∗)v +

n∑
j=1

(Bj −B∗
j )vzj

]
dτ.

Calculando termo a termo,

|(A− A∗)v| ≤ δ

d(τ, z)
· ∥v∥
dp(τ, z)

=
δ∥v∥

dp+1(τ, z)

|(Bj −B∗
j )vzj | ≤ δ · Cp

∥v∥
dp+1(τ, z)

.

Logo,

|[(T − T ∗)v](t, z)| ≤ δ(1 + βCp)∥v∥
∫ |t|

0

dτ

dp+1(τ, z)
≤ δ(1 + βCp)∥v∥ ·

η

p
· 1

dp(t, z)
.

Portanto,

∥(T − T ∗)v∥ ≤ δ(1 + βCp)
η

p
∥v∥.

Como v = u∗ é limitado em E (uniformemente para δ pequeno), temos ∥(T−T ∗)u∗∥ ≤
δ ·K1 para alguma constante K1.

Das estimativas anteriores

∥u− u∗∥ ≤ 1

1− ∥T∥

(
δ

(
1 +

η

p

)
+ δK1

)
= δ ·K2.

Para δ < ϵ/K2, obtemos ∥u− u∗∥ < ϵ.
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4 Limitantes para o teorema 3.4

Sob as condições do Teorema 3.4, existe uma única solução anaĺıtica u em G satisfazendo

|u(t, z)| ≤ C

d p(t, z)
.

Suponha que, além das hipóteses usuais, os coeficientes A(t, z), Bj(t, z) e c(t, z) sejam
limitados uniformemente em G. Ou seja, existe uma constante M > 0 tal que

|A(t, z)| ≤ M, |Bj(t, z)| ≤ M (j = 1, . . . , n), |c(t, z)| ≤ M, ∀(t, z) ∈ G.

Suponha agora que vale a limitação uniforme

|A(t, z)| ≤ M, |Bj(t, z)| ≤ M, |c(t, z)| ≤ M, ∀(t, z) ∈ G.

Para que as desigualdades do item (ii) do teorema 3.4 sejam satisfeitas, precisamos ter

M ≤ α

d(t, z)
e M ≤ γ

d p+1(t, z)
.

Como d(t, z) → 0 próximo da fronteira de G, essas desigualdades fazem α e γ a serem
pelo menos da ordem deM ·d(t, z) eM ·d p+1(t, z), respectivamente. Mas como d(t, z) pode
ser arbitrariamente pequeno, α e γ tem que ser extremamente grandes, se considerarmos
todo G. Isso pode não valer para a condição (iii).

Portanto, a limitação uniforme em G não implica diretamente as hipóteses do Te-
orema 3.4, a menos que o domı́nio G seja escolhido de forma que d(t, z) seja limitado
inferiormente por uma constante positiva.

Para contornar isso, definimos, para ε > 0 fixo, o subdomı́nio

Gε = {(t, z) ∈ G : d(t, z) > ε}.

Em Gε, temos d(t, z) ≥ ε, logo
Para A, temos

|A(t, z)| ≤ M ≤ Mε

d(t, z)
⇒ α = Mε.

Para c, temos

|c(t, z)| ≤ M ≤ Mε p+1

d p+1(t, z)
⇒ γ = Mε p+1.

Para Bj a limitação uniforme já fornece βj = M .
Assim, no subdomı́nio Gε, as hipóteses do Teorema 3.4 são satisfeitas com constantes

expĺıcitas. A condição (iii) fica da forma

Mε

p
+

(
1 +

1

p

)p+1 n∑
j=1

M ≤ 1

η
,

ou seja,

η ≤ 1

M

(
ε

p
+ n

(
1 + 1

p

)p+1
) .
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Para cada ε > 0, escolhemos η adequado para garantir a existência de solução única
em Gε.

Com a limitação uniforme, as constantes α, βj, γ podem ser expressas em termos de
M e de ε no subdomı́nio Gε.

O teorema garante existência apenas em subdomı́nios afastados da fronteira, onde
d(t, z) ≥ ε. O raio de existência na variável t fica limitado por ηd(z), com η dependendo
de M e ε.

No subdomı́nio Gε, a solução satisfaz

|u(t, z)| ≤ C

d p(t, z)
≤ C

ε p
,

ou seja, é uniformemente limitada em Gε.
A hipótese de limitação uniforme de A, Bj e c em G é uma condição mais fraca do

que as exigidas no Teorema 3.4.

5 Implicações da limitação para p = 1

Para p = 1, as condições do teorema tornam-se:

|A(t, z)| ≤ α

d(t, z)
, (4)

|Bj(t, z)| ≤ βj, (5)

|c(t, z)| ≤ γ

d 2(t, z)
, (6)

|ϕ(z)| ≤ δ

d(z)
. (7)

Seja
D = sup

(t,z)∈G
d(t, z).

Assumimos D < ∞. Da limitação uniforme por M , obtemos
Para A,

|A(t, z)| ≤ M =
M · d(t, z)
d(t, z)

≤ MD

d(t, z)
⇒ α = MD.

Para Bj,
|Bj(t, z)| ≤ M ⇒ βj = M.

Para c,

|c(t, z)| ≤ M =
M · d2(t, z)
d2(t, z)

≤ MD2

d2(t, z)
⇒ γ = MD2.

Para ϕ, se |ϕ(z)| ≤ Mϕ,

|ϕ(z)| ≤ Mϕ =
Mϕ · d(z)

d(z)
≤ MϕD

d(z)
⇒ δ = MϕD.

Para p = 1, a condição (iii) do teorema fica da forma

α

1
+

(
1 +

1

1

)1+1 n∑
j=1

βj ≤
1

η
,
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ou seja,

α + 4
n∑

j=1

βj ≤
1

η
.

Substituindo α = MD e βj = M , obtemos

MD + 4nM ≤ 1

η
=⇒ η ≤ 1

M(D + 4n)
.

Portanto, escolhemos η positivo desde que D + 4n < ∞. Note que se D for grande,
então η deve ser pequeno e que a existência da solução é garantida apenas para |t| < ηd(z),
com η limitado superiormente por 1/[M(D + 4n)].

Pelo teorema, a solução única u ∈ E satisfaz

|u(t, z)| ≤ C

d(t, z)
em G,

onde C pode ser

C = δ +
γη

1
= MϕD +MD2η.

Além disso, a norma da solução em E é limitada por

∥u∥ ≤ 1

1− ∥T∥
∥g∥,

com ∥T∥ ≤ η(α+ 4nM) < 1 pela escolha de η.

6 Conclusão

A abordagem de Walter, baseada no Teorema do Ponto Fixo de Banach, fornece uma
prova construtiva e quantitativa do Teorema de Cauchy-Kowalevsky para o caso linear.
As principais vantagens desta abordagem são o uso de ferramentas da análise funcional e
teoria de funções holomorfas e o fato de ela se estender ao caso quasilinear.

O Lema de Nagumo permite controlar as derivadas espaciais da solução a partir de
estimativas da própria solução.
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