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1 Introducao

O Teorema de Cauchy-Kowalevsky estabelece condigbes para existéncia e unicidade de
solugoes analiticas locais para problemas de valor inicial. Historicamente desenvolvido por
Cauchy e posteriormente generalizado por Sophie von Kowalevsky, este teorema representa
a extensao natural para EDPs dos teoremas de existéncia e unicidade para equagoes
diferenciais ordindrias.

Neste seminario, sera apresentada uma demonstracao detalhada da versao linear do
teorema, seguindo a abordagem desenvolvida por Wolfgang Walter em artigo. Esta abor-
dagem é baseada no Teorema do Ponto Fixo de Banach que além de provar existéncia
e unicidade, fornece estimativas que permitem estabelecer a dependéncia continua da
solucao em relacao aos dados iniciais e coeficientes da equacao.

2 Preliminares

O objetivo é apresentar uma prova do teorema de Cauchy-Kowalevsky (abreviado como
C-K) utilizando apenas o principio da contra¢ao de Banach. O teorema trata do problema
de Cauchy para uma equagao diferencial parcial nao linear da forma

Dfu=F(t,a1,..., 2y, u,...,D5u), la| <p, p>1,

ou, mais geralmente, de um sistema do tipo, onde D, = 3/0t e D& = 9l J9x§" - - - Q0.
O teorema assegura que, se t = 0 as derivadas iniciais sao

Diu(0,7) = op(z), 0 <k <p—1,

com as fungoes ¢, analiticas na vizinhanca de xy, e se a fungao F' é analitica perto do
ponto (0, xg, po(zo), .-, pp—1(20)), entado existe uma unica solu¢do u(t,z), analitica em
todas as varidveis, definida na vizinhanga de (0, zo) e satisfazendo as condigoes iniciais.

Acima foi descrito o problema de Cauchy, e os dados recebem o nome de dados de
Cauchy. A primeira solucao geral para esse problema foi dada por Cauchy, posteriormente,
Sophie Kovalevskaya obteve uma formulacao mais ampla e simplificada.

O problema é o andlogo, no contexto de equagoes parciais, do classico problema de
valor inicial para a equacao diferencial ordinaria

uP(t) = f(t,u),u(t),...,u"D (@),
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com condigoes iniciais.
Nas demonstracoes tradicionais, inicia-se convertendo a equacao de ordem superior
em um sistema quasilinear de primeira ordem da forma

Uy = ZBj(t,ZE,U)UIj + C(t,.’L‘,U),

Jj=1

em que as matrizes B; e o vetor ¢ sao analiticos. Aqui vamos considerar apenas o caso
linear,

n
ug = A(t, x)u + Z Bj(t, x)u,,; +c(t, x).
j=1
No caso real do Teorema Cauchy-Kowalevsky, a solugao é buscada como uma série
de poténcias em t e x;, cujos coeficientes sao determinados por relagoes de recorréncia
derivadas das expansoes de A, B; e c. A parte essencial da prova consiste em mostrar a
convergéncia dessa série, utilizando o método de majorantes.

Teorema 2.1 (Cauchy-Kowalevsky). Suponha que as fungoes
{BiYisi e ¢
sejam real-analiticas. Entao existem r > 0 e uma funcdo real-analitica

u(z) = Z Uz,

que resolve o sequinte problema de valor de contorno

n—1
Ug,, = ZBj<u7$/> Ug; + c(u,2’), para |z <r,
j=1
u=o, parn 7] <7, 2, =0

3 Teorema de Cauchy-Kowalevsky

3.1 Abordagem de Nagumo

Para trabalhar com equacoes cujas variaveis sao complexas, uma nova abordagem foi dada
por M. Nagumo, em 1941, que tratou o sistema quasilinear com valores iniciais nulos e o
reescreveu como uma equagao para

v = Uy, v(t,z) = Z Bj(t, z, Iv) (Iv); + c(t, z, Iv),
j=1

onde
Tvu(t, z) —/0 o(T, 2)dr (= u).

0 que permite interpretar o problema como uma equagao de ponto fixo v = ®(v) em um
espaco de Banach adequado.

O método utilizado consiste em considerar um espaco funcional onde a equacao acima
admita solucao, analisando o operador integral associado e entao aplicando um teorema



de ponto fixo. Como a equagao envolve funcoes holomorfas e suas respectivas derivadas,
Nagumo introduziu um lema que estima a derivada de uma fungao holomorfa em termos
da propria funcao.

Como dito anteriormente, consideraremos o problema linear

w = A(t, z)u + Z Bj(t, z) us, +c(t, 2), (1)
j=1
com condigao inicial
u<05 Z) = ¢(Z)a (2)

onde Bj, A sao matrizes m X m e u, c sao vetores coluna de dimensao m.
Para isso, buscaremos solucoes na regiao conica

0<t<l, |2]<R-—Lt

A ferramenta principal utilizada para provar que a equagao (1) possui uma tnica
solugao analitica é o teorema do ponto fixo de Banach, assumindo que tanto os coeficientes
da equacao quanto a condicao inicial sao func¢oes analiticas.

Teorema 3.1 (Teorema do ponto fixo de Banach). Dado um espago métrico completo
(X,d) e uma aplicagio T : X — X que satisfaz, para algum C € (0, 1),

d(Tz,Ty) < Cd(z,y), para todo x,y € X,
entao existe um unico u € X tal que Tu = u.

A principal dificuldade em estabelecer as hip6teses dessa nova versao do Teorema de
Cauchy-Kowalevsky consiste em encontrar um espaco de Banach cuja norma induza que
o operador continuo associado a equacao diferencial tenha norma estritamente menor que
1. Como motivacao e como garantia de que os proximos resultados estao bem formulados,
sera utilizado o teorema de Bessaga.

Teorema 3.2 (Teorema de Bessaga). Se M é um conjunto, t € [0,1) e T : M — M é
um operador linear com a propriedade de que T™ possui um unico ponto fixo para todo
n € N, entao existe uma métrica d que torna M um espago métrico completo tal que

d(Tz,Ty) < td(z,y), para todos x,y € M.

Observe que o teorema acima garante a existéncia de uma métrica para a qual a norma
do operador 1" é menor que 1.

3.2 Configuragao geométrica

Seja 2 C C™ um conjunto aberto com fronteira nao vazia d€). Definimos a funcao distancia
d(z) = dist(z,00)}

onde utilizamos a norma do méximo |z| = max;—1__, |zi|.
O dominio de trabalho sera o conjunto

G={(t,2) e RxC":z€Q, |t| <nd(z)},
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onde n > 0 é um parametro a ser determinado. Para cada t fixo, definimos
L ={2e€Q:(t,2) e G} ={z€Q:d(z) > |t|/n}
e a funcao distancia correspondente

d(t,z) =d(z) — %

Sezeelz—72|=r<d(tz),entdo 2/ € Qyed(t,z) >d(t,z) —r.
Pela desigualdade triangular, temos

d(z) <lz—=2|+d(z)=r+d(2)
Logo, d(2') > d(z) —r > [t|/n, portanto 2’ € €. Além disso

d(t,2") =d(2") — 11 >d(z) —r— i =d(t,z) —r.

n U

3.3 Caso linear

Tratando agora da equacao diferencial para o caso linear, para cada z € € fixo, conside-
remos a aplicacao
T = u(T, 2).

Como t € R, pelo teorema fundamental do calculo temos

/0 ur (7, 2) dr = u(t, z) — u(0, z). (3)

Usando a equagao diferencial satisfeita por u(t, z), isto é,

ur(1,2) = A(t, 2) u(r, 2) + Z Bj(7, 2) uz, (1, 2),

j=1

substituimos em (3) e obtemos

/Otu,(f,z)dfz/ot

Assim, usando a condigao inicial u(0, z) = ¢(z), concluimos que

A(r, 2)u(r, 2) + Z Bj(T,2) u, (T, z)] dr.

j=1

u(t,z) = o(z) + /Ot

A(r,2)u(r, z) + Z Bj(7,2) u, (T, z)] dr.

7j=1
Definimos .
olt2) = (o) + [ elrizyar
0

Uma solugao de (3) é uma aplicagao continua em G e holomorfa em z, para cada t € R
fixo.



Sera utilizada a norma do maximo para denotar a norma de wu,

e

A norma do operador matriz A = (a;;) serd denotada por

m
|A| = mI?XZ |aji|.
j=1

Lema 3.3 (Lema de Nagumo). Seja f :  — C™ holomorfa e seja p > 0. Se para todo
z € Q) wvale

entao para cada j =1,...,n

onde C, = (1 —i—p)(l—l—%)p <elp+1)eCy=1.

Demonstragao. Seja z € Q) fixo. Como 2 é aberto, existe r > 0 tal que a bola B(z,r) =
{2/ € C": |2/ — z| < r} estd contida em Q. Em particular, d(z) > r.
Fixemos j € {1,...,n} e consideremos a fungao de uma variavel complexa

¢J(§> - f(zh SRR zj—17§72j+1’ s 7Zn)

definida para £ € C com | — z;| < r. Esta funcao é holomorfa no disco fechado D(z;,7) =
{£eC:|§—z| <r}.

Pela férmula integral de Cauchy para a derivada, temos

/ o L ¢J(C)
¢j(£) - 2mi |¢—¢|=r (I

dc.

Para £ = z;, obtemos

/ 1 219
foi(2) = (%) = 5 f{_zﬂ:r mdg

Estimamos agora esta integral

1 |6;(Q)] 11 1
L (2)] < — —d(| £ — - —= - max |¢; -2mr = — max |¢;(()|.
OIS g A S 5o s 60 2er = 1 mas 10,
Agora, se |( — zj| = r, entdo o ponto correspondente 2’ = (21,...,2,-1,(, Zj+1,- - -, Zn)
satisfaz |z’ — z| = r. Pela propriedade fundamental, temos d(z") > d(z) — r. Pela hipétese
do lema o o
N = o, < < .
’f(Z)‘ ’¢J(<)’ = dp<2/) = (d(Z)—’T’)p
Portanto,
1 C C
) < - =
5 2w =y e



Definimos a funcao auxiliar

ANr) = ——————, para0<r <d(z).

r(d(z) =)’

Queremos minimizar A(r) no intervalo (0,d(z)). Calculamos a derivada

—(d(z) —r)P —r-p(d(z) — )P~ (1)

M= ) -
o ) = rpld(s)
= r2(d(z) —r)?
o ) )t

r2(d(z) —r)ptt
Igualando a zero o numerador (pois o denominador é sempre positivo), obtemos
(d(z)=r)+rp=0 = dz)—r+rp=0 = r(l+p)=d(z)

d(z
r= (2) .
1+p
Este é um ponto critico. Para verificar que é minimo, observamos que A(r) — +00

quando r — 0 e quando r — d(2)~, portanto este ponto critico deve ser um minimo.
Avaliamos A neste ponto 6timo

<1df;) T e (d<j_ o)
C

Portanto,
<C ¢ C,=(1 1 1y
|f2;(2)] < vy Om G =(1+p) +]; :
Para p = 0, a estimativa ¢ mais simples |f.,(z)| < C/r para todo 0 < r < d(z).
Tomando r — d(z), obtemos |f,(z)| < C/d(z), correspondendo a Cy = 1. O

3.4 Espaco de Banach e formulacao do operador
Definimos o espaco

E = {ue C°G,C™) : u é holomorfa em z para ¢ fixo, ||u] < oo}
com a norma

Jull = sup |u(t, 2)[d?(t, z)
(t,2)eG



O espago (E, || - ||) é um espago de Banach.
Seja {u,} uma sequéncia de Cauchy em E. Para qualquer subconjunto compacto
K C G, existe e > 0 tal que d(t,z) > e para todo (t, z) € K. Entao

de(t,z) — eh.

[un(t, 2) — un(t, 2)| <

Portanto, {u,} converge uniformemente em compactos para uma fun¢do u. Como a
convergéncia uniforme de fungoes holomorfas preserva a holomorfia, v é holomorfa em z.
Além disso, u € E pois |lu]| < liminf |ju,|| < oc.

Definimos o operador T': E — C°(G,C™) por

) = [

A equacao integral torna-se

A(r, 2)u(r, 2) + Z Bj(1,2)uz, (7, 2)| dT

Jj=1

u=g+Tu

Teorema 3.4 (Cauchy-Kowalevsky — Caso Linear). Assumimos que

1. A(t,z), Bj(t, z), c(t,z) sio continuas em G e holomorfas em z para t fixo; ¢(z) €
holomorfa em z.

2. FEwistem as constantes o, B,7,0,p > 0 tais que

«

para todo (t,z) € G.

a 1\ & 1
—+(1+—) > Bi<=
p p n
Entdo a equacao integral possui uma unica solugao u € E, e vale a estimativa

lu(t, z)| < em G

dr(t, z)

Demonstracao.
Passo 1: g€ F
Precisamos mostrar que g é continua, holomorfa em z, e que ||g|| < co.
A continuidade segue da continuidade de ¢ e ¢. A holomorfia em z segue do fato de
que ¢ e ¢(7,-) sao holomorfas, e a integral preserva holomorfia.
Para a estimativa da norma,
t
/ o, z)dr
0

l9(t, 2)| < |o(2)| +




Pela hipdtese 2,
) 4]
< <
SN < 5 < T

pois d(t, z) < d(z).

Para a integral, temos

t It It ~y
dr| < dr < ———dr.
/0 c(r, z)dr _/0 le(T, 2)| 7'_/0 7 (72) T

Lembrando que d(7, z) = d(z) — |7|/n, fazemos a mudanga de varidvel s = |7

It ds
/0 (d(z) = s/mp+t

Calculamos esta integral

t s I¢]
/0| ‘ (d(2) - s/t E ' m} - g (<d<z> - tl/me dpL)) - g (dp(i, 2)

Portanto,
t
/ o(r, z)dr
0

Das estimativas anteriores, segue que

< oL
—p dr(t,2)

9(t,2)) < DU/

mn
= <o+ — < 0.
p loll <6+ 2

Logo, g € E.

Passo 2: T : ' — E é bem definido e contragao
Seja u € E. Pela definicao da norma, temos

[[ull
lu(t, z)| < B2

Aplicando o Lema de Nagumo a funcao u(t,-) no dominio €, com distancia d(¢, z),
obtemos

] N
|qu(tyz)|§Opdp+1—(t’Z), com Cp:(1+p) 1+]_) '
Agora, integrando em T
a  ull o oful
(1,2) dP(r,2)  dPti(T,2)
By 2y ()] < - Gy

|A(T, 2)u(T, 2)| < y

Portanto,




Seja =Y ;. Entao,

[¢]
(Tu)t2)| < [ (0 5C) o —r

Como antes,

/t| dr n 1

< )
0 drt (Ta Z) p dp(tv Z)
Logo,

(Tu)(t,2)] < (@ +5C,)
Multiplicando por dP(t, z) e tomando o supremo,
n
[Tul| < (o + 5Cp)]—?HUH-

Mas,

p p

1 p+1
HTH§77<g+ﬁ(1+—> ) <1
p p

Pela hipétese 3, podemos escolher n tal que esta quantidade seja estritamente menor
que 1. Logo, T' é uma contracao.

Cp _ (L+p)(1+1/p)y _ <1 N 1)”1_
P

Portanto,

Passo 3: Existéncia, Unicidade e Estimativa

Pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach, a equacao u = g + T'w possui uma tnica
solugdo u € E. A estimativa |u(t,z)| < C/dP(t,z) segue diretamente da definigdo da
norma. O

Teorema 3.5. Sob as hipoteses do Teorema 3.4, a solucao u depende continuamente dos
dados A, Bj, ¢, ¢. Mais precisamente, para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que se

|A(t, z) — A*(t,2)| <

d(t, 2)
|B;(t, z) — B;-‘(t,z)] <4
)
o <
’C(ta Z) ¢ (t,Z)’ = dp'H(t,Z)
)

Demonstrag¢ao. Sejam T e T™ os operadores correspondentes aos dados originais e pertur-
bados, respectivamente. Escrevemos

u=g+Tu, u" =g"+T"u".
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Pela estimativa padrao,

luw — ™| < (g = g™l + (T =T)u"]}) .

L—[|7]

WGw%—fWZHSW@%—W@N+Lékﬁﬂ%—ﬁﬁwmh

Pelas hipoteses,
) < )
(2) = dr(t,2)

6() — 6°(2)| <

Para a integral, temos

t p 1 ) d 5.1 1
o < ATt <d-—- :
/0[c(7,z) (7, z)ldr _/0 i (r, ) =0t )

Portanto,

] n 1 N n
— < — = — < - ].
l9(t,2) —g™(t,2)| <6 (1 + p) IO lg— gl <o <1 + p)

Seja v = u*. Entao,

(A=A + Zn:(Bj = Bj)vs,

t
(T — T*|(t, 2) = / dr.
0 =1
Calculando termo a termo,
oIl _ sl
A— A" < : =
WA= 005 a) ~ )
: ol
Logo,
0~ Tl 2] 00+ B [ e < a1+ G -2 )
= R A ()

Portanto,
" Ui
(T —=T")v]| < 6(1 + BCp)]gllvll-

Como v = u* é limitado em E (uniformemente para ¢ pequeno), temos |[(T'—T*)u*|| <

0 - Ky para alguma constante K.
Das estimativas anteriores

1 n
u—ul| < ——— (6 1+—)+5K):5-K.
| | 1—||TH(< p ! ?

Para ¢ < ¢/K>, obtemos ||u — u*|| < e. O
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4 Limitantes para o teorema 3.4

Sob as condigoes do Teorema 3.4, existe uma tnica solugao analitica u em G satisfazendo

C
dr(t,z)

u(t, z)| <

Suponha que, além das hipdteses usuais, os coeficientes A(t, z), B;(t, z) e c(t, z) sejam
limitados uniformemente em G. Ou seja, existe uma constante M > 0 tal que

|A(t,2)| <M, |Bj(t,z)| <M (j=1,...,n), |e(t,z)| <M, ¥(tz)eG.
Suponha agora que vale a limitagao uniforme
|A(t,2)| < M, |B;(t,z)] < M, |c(t,z)] <M, V(t z)ed.
Para que as desigualdades do item (ii) do teorema 3.4 sejam satisfeitas, precisamos ter

o v
M= d(t, z) ¢ Ms< drti(t, z)

Como d(t, z) — 0 préximo da fronteira de G, essas desigualdades fazem « e y a serem
pelo menos da ordem de M-d(t, z) e M-dP*L(t, ), respectivamente. Mas como d(t, z) pode
ser arbitrariamente pequeno, « e v tem que ser extremamente grandes, se considerarmos
todo G. Isso pode nao valer para a condigao (iii).

Portanto, a limitacao uniforme em G nao implica diretamente as hipoteses do Te-
orema 3.4, a menos que o dominio G seja escolhido de forma que d(¢,z) seja limitado
inferiormente por uma constante positiva.

Para contornar isso, definimos, para € > 0 fixo, o subdominio

Ge={(t,z) e G :d(t,z) > e}.

Em G, temos d(t,z) > ¢, logo
Para A, temos

M
A(t,2)| <M< - = a=Me..
d(t, 2)
Para ¢, temos
gptl
t <M< — = MePTt,
|C(7Z>|— _dp+1(t’2) = Yy g

Para B; a limitagao uniforme ja fornece 3; = M.
Assim, no subdominio G,, as hipéteses do Teorema 3.4 sao satisfeitas com constantes
explicitas. A condigao (iii) fica da forma

ou seja,




Para cada € > 0, escolhemos 1 adequado para garantir a existéncia de solucao tnica
em G..

Com a limitacao uniforme, as constantes «, 5,y podem ser expressas em termos de
M e de € no subdominio G..

O teorema garante existéncia apenas em subdominios afastados da fronteira, onde
d(t,z) > e. O raio de existéncia na variavel ¢ fica limitado por nd(z), com 1 dependendo
de M e e.

No subdominio G,, a solucao satisfaz

u(t, o) < ——— < &
dr(t,z) — eP

ou seja, € uniformemente limitada em G..
A hipétese de limitagao uniforme de A, B; e ¢ em G é uma condicao mais fraca do
que as exigidas no Teorema 3.4.

5 Implicacoes da limitacao para p =1

Para p = 1, as condigoes do teorema tornam-se:

At < 7 (4)

1B;(t,2)| < B; (5)
.

et 2)] < 7. (6)

wm§£7 (7)

Seja
D = sup d(t,z).
(t,2)eG

Assumimos D < oco. Da limitagao uniforme por M, obtemos

Para A,
Atz <y =202 MD oy
d(t, z) d(t, z)
Para Bj,
Bi(t,z)| <M = =M
Para c,
M-d(t,z)  MD?
t,2)| <M= S = M D>
ONM="g0 =eas 7
Para ¢, se [¢(2)| < My,
M, - MyD
|6(2)] < My = —2 dz) (MDD 5 = MyD.

d(z) — d(z)

Para p = 1, a condicao (iii) do teorema fica da forma
1+1 n
o 1 1
= 14+ = E B < =
1 ( * 1> : b < n’
Jj=1
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ou seja,
- 1
a+4 Z By < —.
— n
j
Substituindo o = M D e 8; = M, obtemos

1

1
MD+4nM <~ — p<—0"t
it "= 3D+ an)

Portanto, escolhemos 7 positivo desde que D + 4n < oco. Note que se D for grande,
entao 71 deve ser pequeno e que a existéncia da solugao é garantida apenas para |t| < nd(z),
com 7 limitado superiormente por 1/[M (D + 4n)].

Pelo teorema, a solugao unica u € F satisfaz

u(t, 2)] <

d(t, 2)
onde C' pode ser

O:6+7—177:M¢D+MD277.

Além disso, a norma da solucao em E é limitada por

1
Jull < —=7llgll;
1— |7

com || T|| < n(a+ 4nM) < 1 pela escolha de 7.

6 Conclusao

A abordagem de Walter, baseada no Teorema do Ponto Fixo de Banach, fornece uma
prova construtiva e quantitativa do Teorema de Cauchy-Kowalevsky para o caso linear.
As principais vantagens desta abordagem sao o uso de ferramentas da analise funcional e
teoria de funcoes holomorfas e o fato de ela se estender ao caso quasilinear.

O Lema de Nagumo permite controlar as derivadas espaciais da solucao a partir de
estimativas da propria solucao.
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