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Resumo

Neste trabalho, tratamos do espectro de uma algebra de Banach comutativa com unidade. Ini-
cialmente, apresentamos sua defini¢do e a Representa¢do de Gelfand, bem como algumas de suas
caracterizacdes. A seguir, descrevemos o espectro de uma dlgebra de Banach finitamente gerada
via o espectro conjunto de seus geradores e, por fim, introduzimos o conceito de fronteiras para o
espectro e demonstramos a existéncia de uma fronteira minimal, a chamada fronteira de Shilov.

Trabalho de conclusdo da disciplina Andlise Complexa em Vérias Varidveis ministrada pelo professor
Paulo Domingos Cordaro no segundo semestre de 2025. Agradecemos aqui ao professor Paulo Domin-
gos Cordaro pelo excelente curso.
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1 Preliminares

Recordemos que uma digebra de Banach é uma dlgebra B (sobre R ou C) munida de uma norma ||. ||
completa e submultiplicativa, isto é, satisfazendo

labll < [[allliol], Va,be B.

Neste trabalho, exceto quando especificado o contrario, consideraremos apenas algebras de Banach
sobre C comutativas com unidade, que denotaremos e, satisfazendo ainda

lefl = 1.

Observacio 1. Se B ¢ uma dlgebra comutativa com unidade munida com uma norma completa ||.|| tal
que o produto em B € continuo, entdo a norma ||.|| em B dada por

b
llal] = sup 1281
20 [0l

¢ equivalente a ||.|| e satisfaz as duas propriedades acima.
Exemplo 2. Seja K um espaco topoldgico compacto Hausdorff. Entao
C(K)={f: K — C| f écontinua}
€ uma dlgebra de Banach munida das operagdes ponto a ponto e a norma do supremo:

[ f9lloc = sup |f(z)g(x)] < sup [f(x)g(y)] = || flloollglloo-
zeK z,ye K

E a fun¢do constante igual a 1 € a unidade. Mais geralmente, se X é localmente compacto Hausdorff, o
espaco de fungdes continuas que se anulam no infinito

Co(X) = {f : X —- C| fécontinuae lim f(z)= 0}
T—r00
€ uma dlgebra de Banach comutativa, mas sem unidade (a menos que X seja compacto).

Um mapa T : B — C entre dlgebras de Banach € dito um homomorfismo de dlgebras de Banach se
T € linear e
T(ab) =T(a)T(b), Va,be B.

Uma propriedade importante de ressaltar a respeito dos homomorfismos e que utilizaremos algumas
vezes ao longo do texto € o fato de que 7' comuta com a ag¢do dos polindmios sobre as dlgebras de
Banach. A saber, se P € C[z1,..., z,] € um polindmio, digamos, P(z1,...,2p) = Y, Aaz] ' ... 20"
eay,...,ay € B, entio

T(P(ai,...,an)) =T (Z Aaaft ... aﬁ”)
[e%
= Z AaT'(ar)*t ... T(ay)*
(03
= P(T(a1),...,T(an)).
Homomorfismos de particular importancia no estudo das dlgebras de Banach sdo os que nos permitem

realizé-las em dlgebras de func¢des continuas em espacos compactos Hausdorff, ou seja, um homomor-
fismo em um espaco C'(K'), como no Exemplo 2| Um homomorfismo continuo cujo contradominio é
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um espago C(K) é dito uma representagdo continua. Nesse caso, como temos 7'(a") = (Ta)" e, em
C(K), vale arelagdo || f"|lcc = || f||% para todo n > 1, segue que

1Tall5 = [1(Ta)"|loo = [IT(a")lloo < IT[[l|a]|".

Logo, ||Tal|se < ||T||"/™||al||, para todo n > 1 e todo a € B e, assim,

T
1) = sup 12 < i i <1

a0 o] T nmee

1.1 Caracteres e a Representacio de Gelfand

Definicao 3. Seja B uma élgebra de Banach. Um caractere de B é um funcional linear limitado m :
B — C, ndo nulo e que comuta com o produto. Isto €, um homomorfismo ndo nulo de dlgebras de
Banach de B em C.

A condi¢do m # 0 é equivalente a m(e) = 1, pois
m(e) = m(e?) = m(e)
implica que m(e) = 0 ou m(e) = 1. Se m(e) = 0, entdo m(a) = m(ea) = m(e)m(a) = 0 para todo
ac€ B.

O espectro de B € o conjunto de todos os caracteres de uma dlgebra de Banach B, o qual denotaremos
por Mp, é de grande importancia para o estudo de dlgebras de Banach. E um resultado classico de
algebras de Banach comutativas que o espaco Mp C B* munido da topologia fraca* €, em geral,
localmente compacto e, no caso de dlgebras comutativas com unidade, compacto, como pode ser visto
em [Mur] - Teo. 1.3.5, [Hor]] - Teo. 3.1.3. Com isso, uma algebra unitdria B possui uma representagao
continua natural em Mp, chamada de representacdo de Gelfand, definida da seguinte forma:

Seja a € B e considere a fungdo continua ¢ : Mp — C dada por
a(m) =m(a), paratodom € Mp.

Essa é chamada a Transformada de Gelfand de a. O mapa”: B — C(Mp) dado por a — a é um
homomorfismo, e € a representacdo de Gelfand de B. Uma propriedade de particular importancia da
Representacdo de Gelfand € que ela contém a informacdo de todas as outras representacdes continuas de
B, fato descrito precisamente a seguir.

Proposicao 4. Sejam B uma dlgebra de Banach, K um espagco compacto Hausdorffe T : B — C(K)
uma representacdo de B. Entdo existem um subconjunto aberto-fechado K1 C K e uma fungdo conti-
nua ¢ : K1 — Mp tais que

Ta(z) aop(x), sex € Ky,
a(z) =
0, caso contrdrio.

Demonstracao: Paracadaz € K,
Te(z) = T(e*)(z) = (Te(x))?,

ou seja, T'e(z) € {0,1}. Assim, Ko = {z € K : Te(x) =0} e K1 = {x € K : Te(z) = 1} sdo
fechados disjuntos e Ko U K; = K. Note que T'a|x, = 0 para todo a € B. Além disso, fixado z € K,
o mapa B — C dado por a — T'a(z) é um caractere:

T(Aa+b)(x) =X Ta(x) +Tb(x), T(ab)(x)=Ta(z)Th(x),
[Ta(z)] < [Talleo < lall, Te(x) =1



para todos a,b € B. Denotemos tal caractere por (x). Vamos provar que a fungdo ¢ : K1 — Mp
assim definida é continua. Se (z;);cs é uma rede em K; convergindo para x € K1, entdo ¢(z;)(a) =
Ta(z;) = Ta(r) = ¢(x)(a) por continuidade de T'a, para qualquer a € B. Assim, por defini¢do da
topologia em Mp, ¢(z;) — ¢(z). Por fim,

aoyp(x)=¢(x)(a) =Ta(x), paratodoz € K;. O

1.2 Ideais

Uma caracterizagao de particular relevancia de M p utiliza o conceito dos ideais maximais de B, que
introduziremos nesta subsecao.

Dizemos que um subespago I de B é um ideal de B, e escrevemos I < B, se vale que ab € [ para
quaisquer ¢ € I e b € B. Um ideal I € dito proprio se é diferente de B e é maximal se for maximal
dentre os ideais proprios com respeito a inclusdo, isto é, se os Unicos ideais que contém [ forem [ e B.
Vale que o fecho de um ideal préprio também um ideal préprio e, quando consideramos o quociente de
B por um ideal fechado, o espaco quociente torna-se naturalmente uma 4lgebra de Banach.
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E simples verificar que o nicleo de um caractere m € Mp é um ideal e, como possui codimensao
um, € um ideal maximal de B. Mais ainda, a relacdo entre Mp e o conjunto de ideais maximais de
B dada por m <— ker m estabelece uma bijecdo entre ambos os conjuntos. Por conta disso, alguns
autores denominam Mp como o espaco de ideais maximais de B. Como consequéncia do Lema de
Zorn, ainda vale que todo ideal de B estd contido em um ideal maximal de B, ou seja, no nicleo de
algum caractere. Portanto, dado I <t B um ideal préprio de B, existe m € Mp tal que m(I) = {0}.

Um exemplo de particular importancia é dos espagos B = C(K), em que vale que Mp é homeo-
morfo a K e, segundo essa identificacdo, a transformada de Gelfand é a identidade. Para vermos isso,
caracterizemos primeiramente os ideais fechados de C'(K'). Dado um subconjunto F' de K, definimos

I(F)={feC(K): f=0em F}
e, dado um ideal I de C'(K), definimos
H(I)={x € K: f(xr) =0paratodo f € I}.
E facil ver que Z(F') é um ideal fechado de C'(K), enquanto H (1) é um fechado de K.
Lema 5. Se I é um ideal fechado e f € I entio f € I (isto é, todo ideal fechado de C(K) é um *-ideal).

Além disso, se f é uma fungdo real, entdo f+ € I.

Demonstracdo: Seja f € I ndo nula. Fixado n > 1, a fungio g,, = f/f é continua no fechado

Ko={ver:if@)z 1)

n

e |gn] = 1 em K,. Como K é normal, g, admite extensdo continua g, € C(K) com ||gn|lcc = 1,
em virtude do Teorema de Tietze. Defina (fy,),>1 como f, = f - g, € I paratodon > 1. Entdo

folx) = f(z)sexz € K, e
|fu(z) = f(2)] = |f(@)] - |gn(z) = fz)/f(2)] <

caso contrério. Logo, (f»)n>1 converge uniformemente para f, e segue que f € I, pois I é fechado.
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Suponhamos agora que f seja uma funcao real. Seja (py,),>1 uma sequéncia de polindmios reais que

converge uniformemente para a funcdo médulo em [—|| f||~, || f]|cc], cuja existéncia é garantida pelo
Teorema de Stone-Weierstrass. Assim, p,,(f) € I para todo n > 1, e concluimos que p,(f) — |f] €
1. O



Proposicao 6. Seja K um espaco compacto Hausdorff, e seja I um subespago de C(K). Sdo equiva-
lentes:

(a) I éum ideal fechado de C(K);
(b) I =TI(H(I)).

Demonstracio: E claro que (b) implica (a). Provemos a reciproca. Seja I’ = Z(#H(I)). Como toda
f € I se anula em H([), vale que f € I'. Logo, I C I'. Dada f € I, em virtude do Lema 3] vale
que f = (f;{ - fr)+ i(f — f;) com fg,fg, fi, f; € I fungdes reais positivas. Assim, para
garantirmos que I’ C I, basta provarmos que, se f € I’ e f > 0, entdo f € I. Considere a sequéncia
(fn)n>1 em I’ dada por

Nt
fn-(f_n> , paratodon > 1.

Considere o conjunto K,, = {z € K : f(z) > 1}. Paracadaz € K,, C K \ H([), existe g, € I tal
que g, # 0 em uma vizinhanga aberta V,, de z. Como / é um ideal fechado, podemos tomar g, > 0, em
virtude do Lema Vale que {V, : € F,,} é uma cobertura aberta de K, e K,, é compacto. Assim,
existem z1,...,x, € K, taisqueafuncdio g = g, +...9,, € I satisfazg > 0em K eg > Oem K,,.
Novamente por compacidade, g atinge valor minimo positivo em K,,. Desse modo, 1/g é uma fungio
continua em K, e admite extensdo h € C'(K), pelo Teorema de Tietze. Portanto,

fn:(fn'h)'gela
pois I é ideal. Como n > 1 ¢ arbitrério e I € fechado, concluimos que
f=1lm f,el. O
n—oQ

Corolario 7. O mapa F — I(F) estabelece uma bijecdo entre os subconjuntos fechados de um com-
pacto Hausdorff K e os ideais fechados de C(K), cuja inversa é I — H(I). Para F, G fechados de K,
vale que

FCG < I(F) D I(G).

Assim, os ideais maximais de C(K') correspondem a pontos em K.

Se m € Mc k), entdo ker m é um ideal maximal de C(K) e, portanto, é da forma H({r}) para
algum z € K. Como o funcional avaliagio d, possui o0 mesmo ntcleo, vale que m é mdltiplo de J,.
Por fim, m(1) = (1) = 1, logo m = J,. Desse modo, o mapa K — Mg dado por x > §; é
sobrejetor. Em virtude de K ser completamente regular e Hausdorff, o mapa também é injetor. E fécil
ver que isso estabelece um homeomorfismo.

Por fim, vale observar que a analise feita acima também nos dd informagao sobre os ideais de C'(K)
que ndo sao fechados:

Corolario 8. Se K é um espaco compacto Hausdorff e I é um ideal de C(K), entdo

Por exemplo, o conjunto I de fun¢des que se anulam em uma vizinhanga de 0 é um ideal de C0, 1],

e H(I) = {0}. Assim, T = {f € C[0,1] : £(0) = 0}.



2 Espectro
Um outro conceito de grande utilidade no estudo das dlgebras de Banach € o espectro de um elemento
ou de um conjunto de elementos (que serd definido mais adiante).

Definicao 9. Sejam B uma élgebra de Banach e a € B. Definimos o espectro de a como o conjunto
o(a) ={X € C: (a — Xe) ndo é inversivel em B}.

Alguns resultados elementares de dlgebras de Banach unitdrias a respeito do espectro permitem mos-
trar que ele é sempre um conjunto compacto ndo vazio de C (vide [|Ave] - Prop. 1.6.2 e Teo. 1.6.3, [Mur]
- Teo. 1.2.5, [Hor] - Lema 3.1.9) e, ainda mais, conseguimos obter uma caracterizagdo sua a partir da
Representacio de Gelfand ( [Avef - Teo. 1.9.5, [Mur] - Teo. 1.3.4 e Teo. 1.2.7, [Hor] - Teo 3.1.6),

O'(CL) = Im(d) = {d(m) tm e MB} — {m(a) m E MB}
e também do chamado raio espectral,

r(a) = sup |\ = sup [a(m)| = lim [la" '/

Ao (a) meM

A partir da linguagem de ideais, iremos reformular a defini¢cao do espectro de um elemento, o que nos
permitird generalizar essa definicdo para um conjunto finito de elementos. Em uma algebra comutativa,
o ideal gerado por um elemento a, ou seja, o menor ideal que contém a, que denotaremos por idg(a),
é simplesmente o conjunto Ba = {ba : b € B}. Assim, é facil ver que o elemento a € inversivel se, e
somente se, temos Ba = B. Com isso, podemos reescrever o espectro de um elemento a como

o(a) ={A € C:idg(a — Xe) # B}.

2.1 O espectro conjunto

Definicao 10. Dados ay,...,a, € B, 0 espectro conjunto de ay, . . ., a, é 0 conjunto
0<a1,...,an) = {()\1,...,)\n) E(C":id3<a1 —)\16,...,0,”—/\n6> %B}

Observacao 11. Como o menor ideal que contém um conjunto finito de elementos deve conter o ideal
gerado por cada um deles individualmente e um ideal € fechado pela soma, é imediato que o ideal gerado
por uma quantidade finita de elementos € a soma dos ideais gerado por cada um dos elementos. Portanto,
podemos reescrever a defini¢do acima como

olat,...an) ={(A\,..., A\p) € C": B(ag — M\e) + -+ B(an, — \pe) # B}.

Conseguimos também caracterizar o espectro conjunto de uma quantidade finita de elementos de
forma semelhante ao que tinhamos para um elemento:

Proposicao 12. Dados a;, . .., a, € B, temos
o(ay,...,an) ={(ar(m),...,d,(m)) : m € Mp}.

Demonstracdo: Seja A = (A1,...,\,) € o(ay,...,ay). Entdo, idg(a; — Aie,...,an, — Ape) é um
ideal préprio de B e, assim, existe m € Mp tal que

B(ay — Ae) + -+ + B(an — A\pe) C kerm.



Em particular, para todo i € {1,...,n}, temos m(a; — A\;e) = 0, ou ainda, \; = m(a;) = d;(m). Logo,
A = (a1(m),...,da,(m)), e concluimos que

o(a,...,an) C{(ar(m),...,d,(m)) : m € Mp}.

Por outro lado, seja A = (A1,...,\n) € o(aq,...,ay). Entdo, B(a; — A1e) + -+ -+ B(a, — A\ne) = B,
ou seja, existem by, ..., b, € B com

bi(a; — Me)+ -+ bplan, — Ape) = e.

Aplicando a Representacdo de Gelfand, concluimos que, para todo m € Mp,

by(m)(di(m) — A1) + - - + bu(m) (dp(m) — Ay) = 1

e, em particular, ndo existe m € Mp tal que d;(m) = \; para todo i € {1,...,n}. Segue que
A & {(a1(m),...,an(m)) : m € Mg}, o que completa a prova. O

Definicao 13. Dizemos que uma algebra de Banach B ¢ finitamente gerada se existem ai,...,an,
tais que a menor édlgebra fechada que contenha {aq,...,a,} seja igual a B, ou seja, se 0 conjunto
{P(ai,...,ay) : P € C[z1,...,2,]} é denso em B. Nesse caso, dizemos que B é gerada por
Aiy...,0np.

Em 4lgebras finitamente geradas, conseguimos caracterizar o espaco de ideais maximais a partir do
espectro conjunto.

Teorema 14. Seja B uma dlgebra de Banach gerada por aq, . . ., a,. Entdo,
v:Mp —o(a,...,a,) CC"
m— (a1(m),...,a,(m))

é um homeomorfismo sobre um conjunto polinomialmente convexo. Ainda mais, se b € B, entdo bop™! :

o(ai,...an) — C pode ser aproximada uniformemente por polindmios em o(ay, . .., a,).

Demonstracao: Em virtude da topologia em M p ser a topologia da convergéncia pontual, ¢ € continua.
Além disso, ¢ é injetora pois { P(a1,...,a,) : P € C[z1,...,2,|} é denso em B e, se m € Mp, pela
defini¢do de caractere temos

m(P(a1,...,ay)) = P(m(ay),...,m(ay)).

Sabemos também que Im ¢ = o(ay, ... a,), por conta da proposi¢do anterior.

Como ¢ é uma fung¢@o continua de um espago compacto M sobre um espago Hausdorff o' (a, . .., ay),
concluimos que ¢ € uma aplicacdo aberta e, por ser injetora, ¢ um homeomorfismo sobre a imagem.

Seja entdo w = (wy, . ..,w,) na envoltdria polinomial de o(ay, ..., ay), ou seja, w € tal que, para
todo polindmio P € Clzy, ..., z,), tem-se

[Pw)] < sup  [P(z)].

z€o(at,....an)

Vamos provar que o mapa a; — w; (j = 1,...,n) se estende a um caractere m, de B. Tal funcional evi-
dentemente deve mapear P(aq,...,a,) em P(my(ai),...,m«(a,)) = P(wy,...,wy), paratodo P €
Clz1, ..., #n). Assim, basta mostrar que esse mapa, definido sobre o conjunto denso {P (a1, ...,an) :



P € Clz1,..., 2]}, é continuo e, portanto, pode ser estendido continuamente para B. De fato, como w
estd na envoltdria polinomial, temos

|P(wy,...,wp)| <sup {|P(z1,...,20)| : 2 €0(a1,...,an)}
= sup {|m(P(a1,...,an))| : m € Mp}
< |P(ai,...,an)|.

Logo, obtemos m, € Mp com w = ¢(m) € o(ay,...,a,), pela proposi¢do anterior. Consequente-
mente, o(ay, ..., a,) é polinomialmente convexo.

Por fim, fixemos b € B. Como os polinémios de ay, ..., a, sdo densos em B, existe uma sequéncia
(Pr)g>1 em Clzq,. .., 2] tal que by = Py(a1,...,a,) — bem B. Assim, como a representagdo de
Gelfand € continua (com a norma do supremo no contradominio) e ¢ é bijetora, segue que (l;k op™1) k>1
. Ainda mais, se w = (w1, ...,w,) = (d1(m),...,d,(m)) €

Z)szl coz0m

converge uniformemente para b o ¢~
o(ay,...,ay), escrevendo

obtemos que
bAkocpfl(w) = (Z/\ kajt- ) ogpfl(dl(m),...,dn(m))

= (Z Aok @17 -“Cfna”> (m)
«
S = P
«

1

ou seja, cada by, o ¢~ é um polindmio em K. O

Exemplo 15. Seja K C C"™ um compacto e tome B = C4(K) o fecho dos polindmios holomorfos
em C(K). Considere, para z € K, m, definido nos polinémios holomorfos por m.(P) = P(z), que
¢ claramente multiplicativo. Note que m, estd bem definido. De fato, se temos polindmios P e () com
P = (@ em K, entdo, para z € .f(,

(P —-Q)(2)] < igg{l(P - Q)(w)[ = 0.

Além disso,

Im=(P)| = |P(2)] < sup 1P,

de modo que m, se estende continuamente a um caractere em B, o qual denotaremos por m. Assim,
fica bem definido o mapa

go:f(*)MB

Z > M.
Se (zn)n>1 € uma sequéncia em K com limite z € K , temos, para todo polindmio holomorfo P,
M., (P) = P(z,) == P(2) = m.(P),

e, portanto, p(z,) = Mz, — m; = @(2) e ¢ € continua. Como polinémios separam pontos, da-
dos z1, 7z € K distintos, existe um polinémio P € C(K) tal que mz, (P|,) = P(z1) # P(z2) =



My, (P}K), ou seja, m,, 7 m, € ¢ € injetivo. Agora, se m € Mp e m; : K — C denota a projecdo na
i-ésima coordenada, considere z = (m(my), ..., m(m,)). Temos, com isso, para P € B um polindmio

m,(P) = P(z) = P(m(m),...,m(m,)) = m(P)

ou seja, m, e m sdo iguais nos polindmios e, portanto, m, = m e  é sobrejetivo. Logo, ¢ € uma bijecao
continua entre compactos e, consequentemente, um homeomorfismo. Com essa identificagdo, fica claro
que os elementos de Mp que correspondem aos elementos de K sdo os tais que (m(my),...,m(m,)) €
K.

Considerando essas identificacdes, podemos realizar a Representacdo de Gelfand da seguinte forma:

* Oy(K) — C(K)
f— fo.

Para z € K e P um polindmio holomorfo em K, obtemos que

Pi(z) = P(m.) = m.(P) = P(2),

ou seja, P@‘K = P‘K, para todo polindmio holomorfo P, logo fcp)K = f|K para todo f € Cy(K).
Segue diretamente que a Representagdo de Gelfand € injetora e, consequentemente, um isomorfismo
sobre sua imagem. Por fim, se temos uma sequéncia convergente de polindmios em K, a sequéncia

dada pelas restri¢des a K também serd convergente e seu limite estard em C' A(K). A sua imagem pela
Representac@o de Gelfand serd o limite dos polindmios em K. Temos assim C'4(K) = C4(K).

Esse dltimo exemplo nos mostra que, apesar de a representacao de Gelfand ser a “maior representa-
¢do"de uma dlgebra de Banach, vide a Proposigdo ] pode ocorrer que a transformada de Gelfand dos
elementos da dlgebra seja completamente determinada a partir de uma restricdo a um espago menor.
Analisaremos para quais conjuntos iSso ocorre.

3 A fronteira de Shilov

Definicao 16. Seja B uma algebra de Banach. Uma fronteira para Mg (com respeito a B) é um sub-
conjunto fechado F' de Mp tal que

sup |a| = sup|a|, paratodoa € B.
F Mg

Vamos provar que existe a menor fronteira para Mp, a chamada fronteira de Shilov para Mg. O
candidato natural para isto € a intersecao de todas as fronteiras para Mp.

Observacao 17. A interse¢do de todas as fronteiras para Mp é
S = {m € Mp : paratoda vizinhanca V de m, Mp \ V ndo € fronteira para Mp}.

De fato, fixemos m € S e F' uma fronteira para M p. Se V é uma vizinhanga de m, entdo F'\V C Mp\V
ndo é fronteira, logo F' # F \ V;isto é, FNV # @. Como V é qualquer e F é fechado, segue que
m € F. Reciprocamente, se m € Mp \ S, entdo existe uma vizinhanga V' de m tal que Mp \ V' é uma
fronteira ndo contendo m.

Lema 18. Sejam aq,...,a, € B e considere o aberto
U={meMp:laj(m) <1, j=1,...,n}

Entdo ou U intersecta toda fronteira para Mp, ou F'\ U € fronteira para Mg se F também é.



Demonstracdo: Assuma que exista uma fronteira ' para Mp tal que F' \ U ndo é fronteira. Entdo,
existe a € B tal que

sup |a| < sup |a| = sup|al.

F\U F Mp

Como Mp é compacto, as fungdes |1, ..., |d,| admitem médximo. Tome £ > 0 tal que |a;| < e 'e

também "
= (o)
Sup v, |al

com n > 1 grande o suficiente para que sup |b| < . Note também que sup |b| = 1. Assim,
F\U Mp
em U, por definicdo de U, e em F'\ U, por escolha de ¢ e b. Segue que

(;dj| <1

sup |ba;| = sup |baj| <1, j=1,...,n,
Mp F

pois F' é fronteira. Em especial, todo caractere m tal que |b(m)| = 1 deve pertencer a U (e a existéncia
decorre da compacidade de M p e a continuidade de b). Assim, concluimos que toda fronteira para Mp
intersecta U. O

Lema 19. Se F' é uma fronteira para Mp e my € Mp \ F, entdo existem ay,...,a, € B tais que
U={meM:|a;(m)| <1, j=1,...,n} éuma vizinhanga aberta de mg tal que F NU = @.

Demonstracdo: Para cadam € F, como ker m # ker mg, podemos tomar a,, € B tal que a,,(m) = 2
e am(mo) = 0. Segue que W, = {m’ € Mp : |am,(m’)| > 1} é uma vizinhanca aberta de m, e
{Wp, : m € F} cobre F'. Assim, por compacidade, existem my, . .., m,, taisque F* C W, U...UW,, .
Tomando a; = Qs concluimos o desejado. ]

Teorema 20. Para toda dlgebra de Banach B, existe a menor fronteira para Mg, a chamada fronteira
de Shilov.

Demonstracdo: Provemos que S é fronteira para M p. Para isso, basta tomarmos a € B tal que |a| < 1
em S e concluirmos que |a| < 1 em Mp. Considere o compacto

M’ = {m € Mg : |a(m)| > 1}.

Para cadam € M’ C Mp \ S, podemos encontrar uma fronteira My com m & My. Assim, de acordo
com o Lema|19] existe uma vizinhanga aberta de m daforma V,;, = {m’ € M : |a;(m’)| <1, j=1,...,n}
tal que Mp \ Vi, é fronteira para M p. Tome uma subcobertura finita {Uy, ..., U, } de {V;, : m € M'}.

Como tais abertos ndo intersectam todas as fronteiras para Mp, pelo uso do Lema |18|repetidas vezes,
T

obtemos que Mp \ U U; C Mg\ M’ é uma fronteira. Desse modo, concluimos que |a| < 1 em Mp,
i=1
0 que completa a demonstragao. O

Exemplo 21. Considere B = C4(A), onde A = A(zg, p) é um polidisco fechado em C. Em virtude
do Exemplo [I3] sabemos que Mp = A. Vamos provar que a fronteira de Shilov de A € a fronteira
distinguida, Oy A.

Para cada w € CV, considere a fungio holomorfa f,, : A — C dada por
z= (z1+wi) ... (2N +wnN).

Paracada 1l < j < N, o mapa fé}j) : A(zo5, pj) — C dado por z; — w; — z; atinge médulo méaximo
apenas em 2q; + pj% € 0oA(zo4, pj), caso w; # zo;, ou em todos os pontos de A(zg;, p;), caso
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w; = 2pj. Assim, o mdximo de f, € atingido em um ponto de JyA. Mais ainda, se w pertence a
fronteira distinguida, vale que f,, s6 atinge maximo em w.

Reciprocamente, suponha que f € C4(A) atinge o maximoem w € A. Omapa z1 — f(21, w2, ..., wWyN)
¢ holomorfo, logo, por conta do Principio do Maximo, podemos supor que wy € 9A(zg1, p1). Prosse-
guindo indutivamente, concluimos que f atinge o maximo na fronteira distinguida e, assim, S = 9pA.
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