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Introducao

E sabido, do Célculo elementar, que nem toda funcgéo é diferencidvel. Hor-
mander (1990), em sua introducdo, chama este fato de "unpleasant”, "awkward".
Por exemplo, na teoria das equacoes diferenciais, isto claramente imp6e uma
restricao severa no conjunto das func¢odes que poderiam ser solucao de um pro-
blema. Algumas contas podem ser encontradas na introduc¢do da obra acima.
Por outro lado, fisicos e engenheiros fazem "calculo diferencial" com objetos
que nem sequer sao func¢oes, desenvolvendo métodos de cdlculo que se mos-
traram eficazes nas solucoes dos seus problemas particulares mas sem rigor
algum do ponto de vista matematico. Exemplos disto sdo as "fung¢des" degrau
de Heaviside! e Delta de Dirac?.

Surge entdo, de forma natural, a necessidade de estendermos a nocao de
func¢do para uma classe onde a diferenciabilidade nao seja um problema. Aos
objetos desta classe daremos o nome de distribuicoes. E desejavel que tais
objetos satisfacam algumas propriedades (RUDIN, 1991):

* Funcodes continuas devem ser distribuicdes;

* Devemos poder derivar indefinidamente (ou seja, as derivadas de distri-
buicdes devem ser distribui¢des);

e Valem as regras usuais do célculo;

* Devem valer teoremas de convergéncia apropriados para manipularmos
limites de forma conveniente.

De fato, o espaco das distribuicoes €, essencialmente, a menor extensao das
funcoes continuas onde a diferenciacao estd sempre bem definida (HORMAN-
DER, 1990).

Para mais detalhes sobre as motivacoes dos estudo das distribuicoes, ver
Schwartz (1966), onde a teoria foi sistematicamente estabelecida. Para detalhes
histéricos, ver Dieudonné (1981).

L Oliver Heaviside, 1850-1925.
2 Paul Dirac, 1902-1984.


https://en.wikipedia.org/wiki/Oliver_Heaviside
https://en.wikipedia.org/wiki/Paul_Dirac

1 Aulal-27/02/2019

1.1 Preliminares
Em primeiro lugar, vamos fixar a notacgdo:
e ( denota um aberto de RY;

* Se ke Z,, entdo C*(Q) denota o conjunto das funcdes f : Q — C que sio
k vezes continuamente diferenciéveis, ou seja, cujas derivadas parciais de
ordem < k existem e sdo continuas. Em particular, CYQ) =C(Q);

e a=(ay,...,an) € 7N denota um multi-indice

* |a|:=a;+...+ay é o comprimento do multi-indice «;

an

e Sex=(x,....,.xn)ERNeac Ziy é um multi-indice, entdo x% = xfl e Xy

ol
" 0%= 0x™ 6x“N;
1t.0xy

« C®Q):= ) cQ.
keZ.

A notacdo de multi-indices permite escrever algumas coisas com mais facili-
dade. Por exemplo,

fe ckQ) = 0% f extiste e é continua V a € Z%; |a| < k.

Outro exemplo é a férmula de Taylor. Sejam f € C*¥(Q), xo€ Q e he RY tal que
0<|h|<6:=d(xy,R\Q). Entdo

0” 1 0“ th
fxo+h) =) Wh%kfo (1—t)’“‘1|2 m++)h“dt (1.1)

lal<k a. al=k a.

Definicao 1.1. Se u € C(Q) o suporte de u é, por definicdo,

supp u:=1{x € Q; u(x) # 0},
onde o fecho é em relacdo a Q.
Note que x ¢ supp u <= u se anula numa vizinhanca de x.
Mais notacoes:

. Cf Q) := {ue C*(Q); supp u é compacto};
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« CQ):= N ck.
keZ..

Note que C¥ (Q) c CF(RYN), pois basta definir as fungées como sendo 0 fora
de Q.
O conjunto C (Q) é denominado Espaco das Funcdes de Teste>.

Proposicdo 1.2. Existep € C°(RY) tal que p =0 e $p(0) > 0.

Demonstrac¢do. Vamos construir uma funcao com estas propriedades. Conside-
remos os fatos a seguir:

1. Sejam [ c R um intervalo, ae I e f : I — R continua e diferencidvel em
I\ {a}. Vamos mostrar que se f’(x) —— 0 entéo f é diferencidvel em a e
f'(a) = 0. De fato, para cada x < a temos que

If(x) - fa) < f'MIx—al
para algum y €]x, a[. Quando x — a, temos que y — a e portanto

3 lim Je = /(@ =
x—a  x—a

0.

Aplicando raciocinio anédlogo para x > a, segue que

lim L=/ (@

x—0 xX—a -
Em particular, se f € C!(I\ {a}) entdo f € C'(I).

f'(a)=0.

2. Seja P(t) € R[t] um polindbmio em R. Defina

P(l/x)e”V* sex>0

ux) =
0 sex<0

Notemos que u € C'(R\{0}) N C(R). Além disso,

P(1/x)—P'(1/x) 1/x
u'(x) = x2 ¢
0 sex<0

sex>0

Temos que u/(x) e portanto u € C!(R). Repetindo o argumento,
segue que u € C*°(R). Em particular, temos que

er sex>0 oo
@x):= € C*(R).
0 sex<0

3A topologia deste espaco é bastante complicada, e néo ser4 estudada no curso. Kesavan
(1989) trata brevemente do assunto num apéndice. Para tratamentos mais completos, ver Rudin
(1991), Tréves (1967) ou Schwartz (1966)



Consideremos agora a funcdo ¢(x) := ¢(1 —|x|?). Esta funcdo é tal que
o e C®(RYN), pois é uma composicdo de aplicacoes C>;
* ¢ =0, por construcao;
e p(0)=1/e>0;

* supp ¢ é compacto, pois ¢(x) =0se |x| = 1.

Notacdo. Sejam xp € RY e § > 0. Entao definimos

X — Xo
).

0

Ws(x) = (

Notemos que ¥ € C° RM e que supp s = Bs(xp).

Teorema 1.3. Sejam u, v € C () tais que

fu(p:fv(p VpeCr(Q).
Q Q
Entaou=v.

Demonstragéo. Seja h = u—v. E claro que h € C (Q) ef hp =0V ¢ € CZ(Q).
Q

Notemos que para toda ¢ € CZ° (Q2) a valores reais temos

fh(p:f(Reh)(p+if(Imh)(p:0,
Q Q Q

0 que implica
f (Reh)g :f (Imh)p =0
Q Q

Logo, basta considerar o caso em que h € real.
Vamos mostrar que

f hp=0 VYeeCX(Q) real = h=0.
Q
Vamos argumentar por contradicdo. Suponhamos que existam h € C (Q) e xg € Q

tais que h(xp) # 0. Assumamos h(xp) > 0. Entdo, pela continuidade de h existe
0 >0 tal que h(x) > 0 em Bs(xp). Entdo, sendo ¥s como definida acima, temos

que
0=fh1//5=[ hys >0,
Q |x—xg|<d

0 que é uma contradicao. O



Definicao 1.4. Dados Q c RN aberto e p € [1,00] definimos Lfac (Q) como sendo
o espaco das funcgoes f : QO — C Lebesgue-mensuraveis tais que

f|f|p<oo VY K< Q compacto .
K

Como usual, identificamos os elementos que s6 diferem em um conjunto de
medida nula (ou seja, Lfoc (Q) ndo é um conjunto de func¢des, mas sim de classes
de equivaléncia).

No curso, falaremos principalmente de L}OC Q).

Note que
C@Qclj, ()
LP(@QcL), (Q Vpell,ool.

Um fato importante é que uma distribui¢do determina univocamente uma
classe de funcdes em L}oc (Q). Este é o contetido do seguinte teorema.

Teorema 1.5. Sejam Q c RN um abertoe f,ge L} (Q). Se

loc

ff<p=fg<p Vel
Q Q

entdo f = g q.s..



2 Aula2-01/03/2019

2.1 Preliminares (continuacao)

Comecamos enunciando um teorema que sera de grande utilidade no curso,
porém cuja demonstracao serd omitida.

Teorema 2.1 (de Lebesgue). Seja f € L' (RM). Entao

loc

_ dy =% £ as.
B, @) J, ! VY T S s

Para uma discussdo detalhada e a demonstracao do Teorema 2.1, consultar
Stein (1970).
Podemos agora demonstrar o Teorema 1.5

Demonstragdo do Teorema 1.5. Seja h:= f — g. Entao é claro que
f h(x)p(x)dx=0 VeeCZ Q).
Q
Fixemos x € Q e § < d(x, RN \Q). Para cada t €]0,5[ tomemos a aplicacao

x—y)
t

J“—“P(

onde ¢ € C° (Q) é tal que suppy < B;(0) e fBl ) p(z)dz = 1. Notemos que esta
aplicagao é C° (Q2) e portanto

_ x-y| 1
O—fgh(y)(p( " )tNdy

[ (hn = hea o[22 L el e
—fQ(h(J’) h(x))(p( " )tNdy+h(X)fQ(P( )tNdy

A

Note que, de fato, fazendo a mudanca de varidveis z = —%, dz = 7y dy,

x—y\1
—dy= (z)dz=1.
th(x)(p( t )tN Y Bl(O)(p

Temos entao que

x—y\1
h(x) :L(h(x)—h(y))(p(T)t—Ndy.

Agora, pOndO w=x-y temos
w) 1
h(x):f (h(x)_h(x_W))(p(—)—Ndw ::Qt'
B¢(0) t)t

9



—0"
Vamos mostrar que Q; =20 g.s.. De fato:

1 w
1Q¢l = t_Nth(O) |h(x) — h(x—w)lg (7) dw

<C———— h(x)—h(x—w)|dw —0 q.s. peloTeorema2.1.
mB:0) Js,0) | 45 P

Logo, h(x) =0qgs.. O

2.2 Convolucao

Vamos agora definir e estudar propriedades da convolucao, uma operacao
em espacos de fun¢des muito util em diversos ramos da andlise.

Definicdo 2.2. O produto de convolucao das funcoes u e v em LY(RM) é a
funcao (u * v) : RN — R dada por

(ux*v)(x):= f]RN u(x—yv(y)dy

Observacao 2.3. Como a medida de Lebesgue é invariante por translacoes,
podemos tomar x — y como variavel de integracao:

f u(x—y)v(y)dx :f ux)v(x—y)dx

RN RN

e portanto a operagdo de convolugdo é simétrica, ou seja,
(u*xv)=(v=*u.

Proposicao 2.4. A operagdo de convolugdo tem as seguintes propriedades:

(i) Seu,ve LY(RN), entdo

{u*veLl(RN)

lw= v < llulillviz

(i) SeueLY(RMN) eve L®MRYN), entdo

{u*veLoo(RN)

lu* Voo < llullill Voo

10



Demonstragdo. Notemos que

fRNI(u* V)(x)ldx:fRNURN u(x—yv(y)dy

< f]RN fRN lu(x—y)llv(y)dydx

=f (|v(y)|f |u(x—y)|dx)dy
RN RN

= llullillvlh.

dx

f [(u*v)(x)|dx = llu=* v,
RN

donde segue o resultado. Analogamente, notemos que

Iu*v(x)lz'f u(x-yv(y)dy
]RN
Sf lu(x—yllv(y)ldy
]RN
< vllolluelly,

0 que conclui a demonstracgao.
Para generalizar a proposicdo acima, utilizaremos o seguinte fato:

Lema2.5. Sejaml<g<ooefeL! (RN)eC >0 taisque

loc

<Cligll; YgeLl@RM.

U}RN fx)g(x)dx

Entdo fe LPRM) el fll, < C.
Demonstragdo. Consideremos o seguinte funcional em L9 (RY):
Tr : LIRY) — R
g§ — fRN fgdx

Entio, pelo Teorema de Riesz* temos que 3 h € L” (RN) tal que

Tr(g) = f h(x)g(x)dx Vge L9 RN
RN

4Ver Teorema 4.11 em Brezis (2010).
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com || TfII(Lq RNy« = lgllg. Como Cc (RN) c L9 (RN), seque que

f fgpdx=0 VeeC

]RN

e portanto f = h q.s. pelo Teorema 1.5. Logo, f € L” (RY). Como® I fll, =inf{K €
R;|ITr(@)l =[x~ f8l < Klgll4l, segue que || fll, < C. O

Teorema 2.6 (Minkowski). Sejam ue L'(RYN) ev e LP(RN). Entao

uxvelLPRN)
luxviy,<lulilvll, ([Desigualdade de Young)

Demonstragdo. O caso p € {1,00} ja foi tratado acima. Suporemos entdo 1 < p <

oo.
Seja g € LY(RY). Entdo

sf (e * 0) (0 g ()] dax
]RN

sf (f |v(x—y)||u(y)|dy)|g(x)|dx
RN \JRN

(pelo teorema de Tonelli) :f Iu(y)l‘f lv(x—p)llgx)dx
RN RN

U (u*v)(x)g(x)dx
]RN

dy

= |t vl lglqdy

:fRN'”(y)' vl liglqdy
= (Nl 1w, ) 181 -

Entio, pelo Lema 2.5, segue que u * v € LP (RY). O

Observacao 2.7. O Teorema de Minkowski pode ser demonstrado de maneira
mais direta com o auxilio da desigualdade de Minkowski. Ver Teoremas 8.7 € 6.19
em Folland (1999). Para uma versao mais geral, ver Teorema 4.3 (Desigualdade
de Young) em Lieb e Loss (2001).

O anocao do produto de convolucgdo de duas funcoes pode ser estendida
para outros contextos. Por exemplo, se u, v € C (RY) e pelo menos uma delas
tem suporte compacto, o produto de convolucao fica bem definido, pois existe a
integral

f]RN u(x—y)v(y)dy =: (ux* v)(x).

5Ver Bachman e Narici (2000).
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Neste caso, temos u*x ve C (IRN). De fato, suponhamos sem perda de generali-
dade que v tem suporte compacto. Sendo x, um ponto arbitario de R", vamos
mostrar que u * v é continua em xg:
Seja (x,) new uma sequéncia em RN tal que x, — Xxo. Entao, por continui-
dadede u e v,
ux,— Y v(y) — ulxo—y)vy) VyeRN

Entao, sendo K := supp v, temos que
f u(x,—yv(y)dy = f u(x,—y)v(y)dy
RN K
—>fKu(xo—y)v(y)dy

= fRN u(xo—y)v(y)dy

Notemos que
{xp—y;nelN,y€ K} < ({xn}new U {xo}) \ K

também é compacto.
Em geral, se u € C/ (RM) e v € C(RY), pelo menos uma delas com suporte
compacto, entao

uxveC RMY;

0*(uxv)=(0"u)v VYace 7Y, |al < j.
Notacao.
Li RY):= {f e L' RY); f =0 g.s. no complementar de um compacto}.

Da mesma forma, se u € C/ (RY) e v € LL (RM), entao

(u* v)(x) :f ux—-yvydy
RN
e vale que

(u*v) e C/(RY);

0%(u=v)=(0%)*v VaeZ¥; lal < j.

Observacao 2.8. Os exemplos acima evidenciam uma das propriedades mais
uteis da convolucdo: o produto u * v herda a regularidade do fator mais regular.
Isto serd util no estudo da regularizacao que faremos adiante.

13



Teorema 2.9. Sejam ue€ C(RM) eve LL(RM) tal que v =0 q.s. em RN \K, onde
K é um compacto. Entao

supp(u * v) csuppu + K.
Em particular, se v e C° (RN) entdo
supp(u * v) Csupp u + supp v.

Demonstragdo. E claro que supp u + K é fechado em RY. Se xo ¢ suppu + K
entdo 36 >0 tal que
|x—xol <6 =x¢suppu+K

Agora, se |x — xp| <6 e y € K entdo x — y ¢ supp u. Assim,

|x—xol <6 = (u* V)(x):f ux-yv(y)dy=0
K
= X ¢suppu.

O

A seguir, definimos uma classe de objetos que tem papel fundamental nas
técnicas de regularizacao. A ideia da regularizacao é aproximar funcdes que po-
dem ser bastante irregulares (em L”, por exemplo) por fun¢des muito regulares.
Como estudaremos adiante, isto é feito mediante o produto de convolucao da
funcao que queremos aproximar com os elementos de uma familia conveniente
de mollifiers, que definimos a seguir.

Definicdo 2.10 (Familia de mollifiers). Sejay € C° (RM) tal que

* suppy < B1(0);
s Y =0;

J y(x)dx=1;
B1(0)

Se € >0, seja

1 X
Y= g_Nw(E)

Familias de fungoes () >0 Com essas propriedades sao ditas familias de mol-
lifiers.

Proposicao 2.11. As familias de mollifiers tem as seguintes propriedades, Ve > 0:

s Y. € CP(RY);

14



* suppye < B (0);

* Ye>0;

J Ye(x)dx =1.
B:(0)
Observacao 2.12. Se f € Li (RN, f=0qs. em RM\K, entdo supp(ye * f) c
{ixl<e} +Kew,* feC®RM.

2.3 Particoes da unidade

A esta altura, j4 estéd bastante evidente a importancia das funcdes de suporte
compacto. O préoximo teorema nos dd uma ferramenta para substituir uma
funcao arbitrdria por uma de suporte compacto.

Teorema 2.13. Seja K < Q, sendo K compacto e Q aberto. Entdo3 ¢ € C® (RN)
talque0 <@ <1 e =1 em uma vizinhanga de K.

Demonstrag¢do. Demonstraremos o teorema construindo uma funcao que satis-
faca as hipoteses. Para isso, usaremos o produto de convolucdo e a existéncia de
funcoes de teste.

Aideia é mostrar que a convolucdo de uma func¢ao de teste conveniente com
a fungao caracteristica de um compacto "um pouco maior" que K satisfaz as
propriedades.

Seja € > 0 tal que

E< 1d(K,[:Q).
4

Para cada 6 > 0, seja
K= {xe]RN; d(x, K) so‘},

e seja v a funcdo caracteristica de Ky,.

Pela Proposigdo 1.2, existe ¢ € Cg°(B;(0)) tal que Jw(x)dx = 1. Entdo, como
javimos, ¥, 1= Ele(x/e) é tal que supp . < B£(0) e [.(x)dx = 1. Entdo temos
que®

P(x) = (Ye xv)(X) :fK Ye(x—y)dy €C®@®RMY),
2€

com
supp ¢ < B¢(0) + Kze = Kz < ).

5Notemos que fato de que o argumento da funcao de teste aparece transladado na integral
que define a convolucdo é fundamental.

15



Como K3, é compacto, temos que ¢ € CX (Q). E claro que ¢ = 0. Além disso,
como a medida de Lebesgue é invariante por translacdes, temos que

v xeRN (p(x)sf Welx—y)dy
RN
=fRng(y)dy=1.

Por fim, vamos mostrar que ¢ = 1 em K;. De fato, notemos que

1-px) = Ye(y)dy - v(ix=ywe(y)dy
lylze lyl<e

=f|| (1-vx-»)w:(dy.
yl=e

Masse x € K¢ e |y| < € entao x—y € Ky, e portanto v(x—y) = 1. Logo, p(x) =1. O

Definicao 2.14. Uma funcdo com as propriedades da func¢ao ¢ construida no
Teorema 2.13 é dita uma funcao de corte.

16



3 Aula3-08/03/2019
3.1 Particoes da unidade (continuacao)
Vamos estimar as derivadas da funcao de corte construida no Teorema 2.13:
@) = (Yoe * We) ().

Temos:

p(x) =f Ye(x—y)dy
KZE

1 xX—y
] oo
‘/I\(ZE gN €
Como o integrando é bastante regular e tem suporte compacto, podemos derivar
sob o sinal da integral. Logo,

00w =7z [ 0[]y

g|0v'|

€
€ portanto
a 1 1 a =y
[ (p)(x))stRNE—N G ”’)(T) dy
1
- g [ llwyiaa
Seja

Cq = f]RN)(O“w) (z)) dz.

Entao concluimos que
1
I(O“(p)(x)lsm(?a VaeZl vxeRV, (3.1)

Teorema 3.1. Sejam Qy,...,Q, c RY abertos e p € C(Q,U...uQ,). Entdo
paracada j€{1,...,n} 3@ € CX(Q)) tais quep = P1+...+¢,. Sep =0, podemos
tomar ¢ j = 0 para todo j.

Demonstragdo. Por hip6tese, temos que supp ¢ < U7 Q. Entao para cada x €
supp @ existem j € {1,2, cee n} e ry >0 tais que B, (x) € Q;. Dessa forma,

supppc  |J B ().
XESUpp ¢
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Entdo por compacidade existem xy, ..., Xy € supp ¢ tais que

k
suppy =By, (x)).
1

Para cada /€ {1,...,n} definimos
K; := reunido das bolas By, (x)) tais que By, (xj) < Q.

Desta forma, temos,
n
supp e < UK]', Kj e .Qj Vj.
1

Pelo Teorema 2.13, para cada j existe y; € C2°(Q;) talque0<y; <1lcomy; =1
em uma vizinhanga de K;. Entao, definindo

p1 =9y € CZ(Q),
2=y (1-y1) € CP(Q),

On=QYn(1=wn)...(1-v1) € C(Qn),

temos:
n
<p—Z<pj=<p—<p(wl+1//z(1—1//1)+...+1//n...(1—w1))
1
:<P(1—W1)((1—1//2)+---+1!/n---(1—1ﬂz))
=p(1-y1)(1-y2)...(1-yy)
=0,
0 que conclui a demonstracgao. O

Coroldrio 3.2. SejamQ,,...,Q, c RN abertoseK < Q uU...UQ,, compacto. Entéo
existem @ € C°(Q)) taisquep; 20,Yp;<1eY ] ¢;=1emuma vizinhanga
deK.

Demonstragdo. Seja ¢ € C° (U’f QJ-) talque0 <@ <1 e ¢ =1 em uma vizi-
nhanca de K. Tal ¢ existe pelo Teorema 2.13. Basta entao aplicarmos o Teorema
3.1. O

Definic¢do 3.3. As funcgoes ¢ ; do Corolério 3.2 sdo ditas uma Parti¢ao da Uni-
dade no compacto K subordinada ao recobrimento Qj,...Q,,.

Observacdo 3.4. E possivel falar em Parti¢des da Unidade considerando reco-
brimentos infinitos. Para mais detalhes, veja Hormander (1990).
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3.2 Regularizacao

Seja (¥¢)¢>0 uma familia de mollifiers. Se f € L} oc (RM) definimos

fe) = (e *f)(x) = fRN ve(x—y) f(dy.

Notemos que f; € C* (RM).

Teorema 3.5.

(i) Seuce Cf RN e Ug := We * U temos que 0% u, =0, 0%u uniformemente em
RNV |a| < k.

(ii) Sel<p<ooefelLlRN) temos que f. — f em LP (RY) (notemos que
fe€e LPNC™).

Demonstracao.

(i) Como 0%u, =y, * (0“ u), basta analisar o caso @ = 0. Vamos mostrar que

e—0 . N . e—0
Us — U uniformemente em R, ou seja, que sup |ue —ul — 0.

Notemos que
ug(x) — u(x) = f ux—-yw(y)dy- u(x)f ve(y)dy
RN RN

:fRN (ux—y)—u®)p:(y)dy

e portanto

[ue (x) — u(x)| < fRN lu(x—y)—ux)|y:(y)dy

< sup |u(x—y) — u(x)|
lyl=e
Agora, como u € continua entdo é uniformemente continua sobre compactos.
Logo, dadon> 03¢y >0tal que

lyl<seg = lulx—y)—ulx)|<n vxeRN.

(ii) Como C,(RY) é denso em L? (RY) paral < p <oo’, dados f € L? RN e
1> 0 podemos tomar g € C, (RM) tal que || f—gll, < g.Assim, temos:
”f:e_f”pS ||f£_g£||p+“g8_g”p+ ”g_f”p
= ”We*(f_g)”p"‘”ge_g”p+”f_g”p
<Nweli lf—glp+18—glp+If-glp

2
s§"+||gg—g||,,

“Ver Folland (1999).

19



Agora, seja K < RY um compacto tal que supp(g: — g) < K Ve € [0, 1. Pela parte
(i) temos que
e—0
sup|g: —gl——0
K

e portanto

lge—gll, = fK(gg(x) ~g)Pdx =20,

Logo, existe €y > 0 tal que Ve € [0, temos || g — gllp = g, 0 que conclui a
demonstracao.

O

3.3 Distribuicoes

Estudaremos agora as defini¢oes e propriedades bdsicas das distribuicoes.

Notacao. Se K € RYN é um compacto, denotamos
C(K) = {p € CZ%; suppp < K} .

Definicdo 3.6. Seja ) < RY um aberto. Uma distribui¢io © em Q é um funcio-
nal linear u: C° () — C tal que V K < Q compacto existem constantes C >0
e me€ 7., tais que

lu(p)|<C Z sup|0%p| V@ e CX(K). (3.2)

lalsm K

O espaco das distribuicdes sobre Q é denotado por 2’ (). Se (3.2) vale para
todos os compactos K com o mesmo m, a distribuicdo é dita de ordem < m.
O espacgo das distribuicoes de ordem < m sobre Q2 é denotado por @'(m) Q).

Denotamos por 2% (Q) := UZ @zm) (Q) o conjunto das distribuicoes de ordem
meZ.,
finita.

Exemplo 3.7. Se f € L}OC (Q), entdo f induz de forma natural uma distribuicao
Tre ' (Q):

Ty () :Lf(x)w(x) dx.

Se K c Q é compacto e ¢ € C°(K), entao

f Fldx
Q

/
e portanto Ty €9 . O

T ()| <

sup ||
K
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Observacao 3.8. Como f — Ty € injetora (pelo Teorema 1.5), podemos identifi-
car L}OC (Q) com um subespaco de 2’ ().

Observacao 3.9. A férmula de Leibniz para a derivada de um produto de func¢ées
em RN é

*(fm=Y (g) (0°) 0 (02 Pg) ), (3.3)

B=a

onde f,ge C®eacZ¥.
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4 Aula4-13/03/2019

4.1 Distribuicoes (continuacao)

Exemplo 4.1. Sejam xpe Qe a € Zﬂy , la| = k. Entdo a distribuicao

T : C®Q — C
o — (0%)(x0)

pertence a @2 p () \QE x_1) (). De fato, dado qualquer K < 2 compacto temos

lu(p)| = 10%p(xp)| < Cxsup|0“¢p|
K

<Ck )_ supld’¢l,
lylsk K

onde Cx depende apenas do compacto K em questdo®.
Por outro lado, suponhamos que T € @bc—l) (Q). Seja r > 0 tal que B, (xp) < Q.
Entao existe C > 0 tal que

IT@I<C ). sup 0P| V(pecgo(Br(xo)),
B=<k-1

ou seja,

0% X)) <C ). sup 0P| V(pecgo(Br(xo)).
B<k-1

Fixemos y € C° (Br(xo)) talque w(0) =1.Se d <r, seja

x—xo)

Ys(x) = (x— xo)“w( 5

E claro que w5 € C® (B,(xo)). Além disso,

aaw5(XO) = (al...aN’(//(x:sxO)+(x_x0)a(aaw)(x_ax()))

X=X

=a!
Agora, notemos que

1Bl < k—1=>sup|dPy;| < Cgd,

8Como os supremos sio atingidos em K, basta tomarmos Cg pequeno o suficiente para que
valha a dltima desigualdade.
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onde Cg € uma constante que depende apenas de . De fato,

p =5 Plar = xny@ (ghry )| [ X0
61//5(x)—2(y)6 (X — xo) (0 1//)( 5 )

y=p

-y ( )—(x x0)*~ Y6|ﬁ1_y| (aﬁ_yw) (x:SxO)

r=p\¥

e portanto

B p g! la—yl__+ 1
|aw(x)|sygﬁ(y)ﬂ|x ol

la—y
=\ y! 616-71
sé'“‘ﬁ'cg
=5Cﬁ

(6ﬁ—7w) (x ;xo )

Assim, temos que

0%Ws(xp)| = al < (C Y Cﬁ) 5220 0,
[Bl=k-1

0 que é absurdo. O

O préximo teorema mostra que as distribuicoes se comportam bem quando
agindo sobre funcoes que dependem de parametros: mudar pouco o parametro
muda pouco o valor da distribuicao na funcao (continuidade) e essa mudanca é
controlada (diferenciabilidade).

Teorema 4.2. Sejam Q. c RN e U c RMabertos, ue 2' (Q) e ® € C®°(Q x U) tal
que
3 K = Q compacto tal que supp®@(-,y) cK Vye U.

Entao y — u(®(-,y)) pertencea C*(U) e
U@, ) = u(350(, ).

Demonstragdo. Sejam ype Uer >0talque B,(y) cU.Se he RN com |h|<re
x € Q) entdo temos, pela férmula de Taylor (1.1) temos que

f51))
D(x, yo + h) = D(x, yo) + Z W (X, yo) h;

+2f -0y '(05®)(x,y0+ thhP dr
Iﬁl 2 B!
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Denotando por I(x, yp, h) o tltimo termo no lado direito, temos que

supp I(-, yo,h) c K VYheRYN; |hi<r
0$1(x, yo, h)| < CqlhI?

Pela linearidade de u, temos

9y;

M | od
u(®(-,yo+h))=u(®(-,y))+2u — (,y0) | hj +ull(, yo, h)).
1
Mas
lu(I(, y0, M) <C ) supldSI(,yo, )l
lalsm K

< Clhl?,

e portando u (®(-, y)) é diferenciavel, com

ou(@(,y) . (0(13(-,y))

9y; 9y;
O

Exemplo 4.3. Sejam Q c RY aberto, (x,,) ey < Q uma sequéncia sem pontos
de acumulac¢do em Q, (@) e < Zf e

o0

u@) =) (0“¢) (xn), @eCX Q).
1
Como cada compacto de Q) contém apenas um numero finito de pontos da
sequéncia (x,), entdo u é uma distribuicao. Mais ainda, se K < Q2 é um compacto,
denotando A:= {n; x, € K} temos

lu(@) < ) [(0%¢) (xp)]

neA

< Z sup |09 |
neA K

< ) suplo®gl

lalsmg K
onde mg = max{|a,l;n € A}. Logo, u € 2% (Q) se {|anl;n € A} forlimitado. O

Na definicao de distribuicoes, (3.2) expressa uma condi¢do de continuidade.
A seguir, estudamos uma forma de tratar esta continuidade por meio de sequén-
cias.
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Definicao 4.4. Seja {¢,} c C°(Q2). Dizemos que ¢, — 0 em C° (Q2) se
(i) 3K < Q compacto tal que supp@, cQ Vne .

(i) Yae Ziv supg [0%p| — 0 (convergéncia uniforme em K).
Notacao: ¢, — 0.

O espaco Cg° (©2) com a topologia da convergéncia acima era denotado por
2 (Q) por Laurent Schwartz. Dai a nota¢do 2’ (Q) para o espaco das distribuicoes
sobre Q, pois as distribuicoes sdo exatamente os funcionais lineares continuos
sobre este espaco.

Teorema 4.5. Seja u: C° (Q) — C um funcional linear. Entdo u€ 2' (Q) se, e
somente se para toda sequéncia {p,} < C° (Q2) vale que

¢0n— 0= ulp,) —0.
Demonstracgao.

(=) Sejam u€ 2 (Q), {¢,} < C(Q) tal que ¢,, — 0 e K como em (i). Por (3.2)
existem C >0 e m € Z, tais que

lu(p) <C Z sup|0%¢@,| — 0.

lasm

(<) Suponhamos que u ndo seja uma distribuicao. Entao existem um com-
pacto K < Q) e uma sequéncia {wn} c C () tais que

lu(y,)|>n Z sup|0“y,| VnelN.

lal<n

Paracadan € IN, seja a, := |u(y,)| > 0. Podemos entao definir uma nova sequén-
cia em C;° (Q): para cada n, seja

= ¥n
Qni= P

Entao Z sup|0%p,| < 1/n, donde segue que sup|0%¢p,| < 1/n — 0. Logo,
lal<n

¢n—0,mas u(p,) =1vnelN.
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4.2 Extensoes de distribuicoes

Até agora, consideramos distribui¢oes agindo apenas em CZ° (€2). O proximo
teorema mostra que € possivel estender as distribui¢des para um espaco maior
de funcoes que sdo continuamente diferencidveis apenas um ntmero finito de
vezes. O preco a se pagar é que nem todas as distribuicoes podem ser estendidas,
apenas as de ordem finita.

Teorema 4.6. Seja u € @Ek) (Q). Entdo u se estende a um funcional linear u :
Cck(Q) — C tal que

VK < Q compactod C>0; |u(p)|<C Z sup|0%p| Vee Cf(K).
la|l<k
Demonstragdo. Aideia da demonstracdo é a seguinte: aproximaremos funcoes
em C¥ (Q) por fungdes C° (Q), e definiremos o valor do funcional u como sendo
o limite dos valores que © assume nos elementos da sequéncia. Aqui a convolu-
¢do e a técnica de regularizagdo sao de fundamental importancia.

Sejay € Cf (Q). Entdo pelo Teorema 3.5 existe uma sequéncia {¢ j} < C° ()
tal que suppg; < KV j € IN para algum compacto K = Q e 0%p; — 0%y unifor-
memente V|a| < k. Como u é uma distribuicdo de ordem k, existe C > 0 tal
que

lu(p)l<C Z sup|0%p| V¢ e CX(int(K)).
la|<k

Em particular,

lu(p;— @Dl =lulp;) —ulp)l <C ) supld“p;—0%p;| — 0.

lal<k

Logo, {u(¢;)} = C é uma sequéncia de Cauchy e portanto 3 limu(g;) =: u(y).
Logo, existe a extensdo, e estd bem definida, i.e., ndo depende da sequéncia
tomada. De fato, seja {¢ ;} outra sequéncia em Cg° (Q2) com suporte em K (basta
tomar a unido dos suportes) e cujas derivadas convergem uniformemente para
. Entao temos

lu(pj) —u(@)I<C Y suplo“p;—0%“p;l— 0,

lal<k

donde segue que lim u(g;) = lim u(¢p;) = u(y).
Sejam y,é € CK(Q), LeCe {p;},{¢;} sequéncias CZ° que aproximam v e ¢
respectivamente. Entao

uAy +¢&) = u(lim(/upj +gbj))
=limu(Ag;+¢;)
= Au(y) + u(l).
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Por fim, notemos que dados K < Q compacto, ¥ € Cf Q) e {¢pj} < CZ(Q)
uma sequéncia que aproxima v, temos que

lu(y)| = lim |u(¢p;)|

<lim (C )" sup |0“</>j|)

la|<k

=C )_ supl|d®yl,

la|l<k
donde segue a continuidade de u. O

Observacao 4.7. Considerando o Teorema 4.6, temos em particular que @/(0) Q)
é precisamente o espaco das medidas complexas em Q.
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5 Aula5-15/03/2019

5.1 Extensoes de distribuicoes (continuacao)

Teorema 5.1. Seja u € 2'(Q) tal que u(p) =0 Vo € C°(Q); ¢ = 0. Entdo u €
@EO) (Q), ou seja, u é uma medida de Radon.

Demonstrag¢do. Temos que mostrar que para qualquer compacto K < Q dado
existe C > 0 tal que
lu(p)l <suplpl VeeCr(Q).

Fixemos K e y € CZ° (Q2) tal que
O0<sy=<1l yxy=lemKk.
Se ¢ € C°(K), é claro que ¢ = y¢ em K. Logo, Vx € Q vale

@(x) = x(x)sup|le|.
K

Suponhamos ¢ a valores reais. Entao
suplgly ¢ =0.
K

Como u = 0 segue que
suplelu(y) + u(p) =0.
K

Logo,
|u(p)| < suplplu(y),
K

ou seja, u é "de ordem 0 para fungdes reais".
Notemos que u(p) € R se ¢ : C (2) — R. Entao se ¢ for uma funcio teste
arbitrdria temos que
u(Rep) =Re u(y).

Logo, se 0 € R temos que
uRe(e %)) =Re(e P u(yp))

-if

|Re(e” " u(p))| < u(y)sup|Re(e )|
K

< u(y)suplg|
K

A desigualdade acima vale para todo 0 € R. Escolhendo este nimero de forma
que el? u(p) = |u(p)| concluimos a demonstracao. O
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5.2 Convergéncia de distribuicoes

Vamos introduzir uma nocdo de convergéncia no espaco 2’ (Q).
Definicao 5.2. Seja {u}} jeiv € 2’ (Q2). Dizemos que u; — uem 2’ (Q) se
uj(p) — ulp) YeoeCr(Q).

Observacao 5.3. A convergéncia de distribuicGes € justamente a convergéncia
fraca* em 2’ (Q). Logo, 2’ (Q) é o espaco dos funcionais lineares continuos sobre
Cz° () com a topologia fraca*.

Vale a seguinte propriedade de completude no espago 2’ (Q):
Teorema 5.4. Seja{u;}jcn < 2’ (Q)) uma sequéncia de distribuicoes tal que
Ve CZ(Q) Fulp):=limu;(p).

Entdo ue€ 2' (Q) eu; — u. Além disso, vale 3.2 para toda u; com constantes C, k
que independem de j. Se @ ; — ¢ entdo u;j(@;) — u(@).

Demonstrac¢do. Ver Hormander (1990), Teorema 2.1.8. O

Observacdo 5.5. Pelo critério de convergéncia de Cauchy para C, temos que

uj(p) — ur(p) 2% 06 equivalente a existéncia do limite no enunciado do
Teorema 5.4. Logo, vale um andalogo do critério de Cauchy para 2’ (Q), i.e., se

uj(p) —ur(p) =0 VYoeCr(Q)
entdo existe o limite u € 2’ (Q).
Exemplo 5.6. Sejam a€ R" e §, € 2’ (Q) dada por
Salp) =@, peCr Q).

Notemos que &, = § (delta de Dirac). Seja v, = (1/eV)y(x/¢) uma familia de
mollifiers. Entdo temos que
veeCP Q) cLl RMN)yc2' RN

loc

para todo € > 0. Vamos mostrar que

v =% 6em @' (Q).
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De fato,

1
fRNW’”"’(")dx: fR ) g—Nw(f)wx) dx

= f v(y)gey)dy
RN
— o) [ wiidy,
]RN
pelo Teorema da Convergéncia Dominada. O
Exemplo 5.7. Dado n € IN, seja
u(x) = t"e'™ xeR.

Entdo u; —= 0 em 2’ (Q). De fato, para toda func¢do de teste na reta temos,
integrando por partes n + 1 vezes,

f ut(x)q)(x)dx:t”f e p(x)dx
R R

" . .
:—,—f e”xgo’(x)dx:it”_lf e'o' (x)dx
ITJR R

_ f ¢/ () dx
R

Logo,
1 .
S_f "V ()] dx =% 0.
rJR

U u(x)p(x)dx
R

5.3 Localizacao

Sejam w < Q c RY abertos. Temos que C(w) < CX (Q) (basta estender as
funcdes de maneira trivial como 0 fora de w).

Definicdo 5.8. Sejam w c Q c RY abertose ue 2’ (Q). Arestriciode uaw é
uly(@) = ulp), ¢eCw).

Com a nocao de restri¢cdo, é natural que nos indaguemos se uma distribuicao
fica definida por suas restrigcdes. Os préximos resultados ddo uma resposta
afirmativa a esta pergunta.
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Proposi¢do 5.9. Sejam Q =U;c;w; uma reuniao de abertos e u € 2' (Q) tal que
Uly,=0 Viel.
Entdo u=0.

Demonstragdo. Seja ¢ € C° (€2). Entdo 3 Iy I finito tal que supp ¢ < Ujej, ;.
Pelo Teorema 3.1 temos que
Y= Z i

iely

com ¢; € C°(w;) para todo i € Iy. Entdo, pela linearidade de u,

u(p) =Y ulp;) =0.

iely
O

As consideracoes acima permitem estender a nocao de suporte de uma
funcao para distribuicoes.

Defini¢do 5.10. Seja u € 2' (Q). O suporte de u é o conjunto dos pontos que nao
possuem vizinhanca aberta onde a restricao de u se anula. Em outros termos,

X ¢ supp u <= 3 w < Q vizinhaca aberta de x tal que u|, =0.

Observacao 5.11. Se supp u(\supp ¢ = @ entdo u(p) =0.

Exemplo 5.12.
supp6 = {0}.

O]
Teorema 5.13. Sejam Q = J;c;w; uma reunido de abertos e u; € 2'(w;) tais que
ui|wmwj = uj|wmwj Vi,jel

Entdo3 ue 2' (Q) tal que
Uly; = Uj.

Demonstragdo. Seja ¢ € C2°(Q). Entdo 3 Iy < I finito tal que supp ¢ < Ujej, w; €
temos ¢ =3 1, ¢;, com @; € CZ°(w;) paratodo i € .
Consideremos a distribuicdo dada por®

u(e) ==Y ui(p;).

Iy

90 conjunto I, deveria estar indexado pela funcio ¢. Omitiremos a indexaco para nio
sobrecarregar a notacgao.
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Vamos mostrar que u estd bem definida, ou seja, se Jy I é outro sub-
conjunto finito tal que suppp cUjw;je ¢ =3, (p’j, com (p’j € C(wj), entao
2 uil@i) =25, uj(@;). Tomando Iy U Jo nas duas somas podemos assumir que
Iy =Jp. Seja

K:={Jsupp(gi - ¢) cJwi.

Iy Io

E claro que K é compacto, pois é uma unido finita de compactos. Pelo Corolério
3.2 existe uma particdo da unidade em K, ou seja, uma familia {1/;} ¢, tal que
paracadaie lyy; € C®(w;) e

Zl//i =1em K.
Iy
Por hipétese, se i, k € I temos que
ui(Wirlpi — ) = ur(Wilpi — 9))),
pois Y (@; — ¢}) € Ci°(w; Nwy). Logo,

Yuilpi—@) =) u ( > Wk((/’i_(l’li))

I() i€[0 kEI()

=Y ) uilyrlpi—¢?)

iely kel

=Y ) uilpi—¢})
iely kel

= u (U/k Z(‘Pi‘P;))
kel iely

=) u(vilp-9)
kel

=0

donde
ul@) =) uilp) =Y ui(@h
Iy Iy

e portanto u estd bem definida. Além disso, pela forma como definimos u, é
imediato que ul,, = u; e que u € linear.

Vamos mostrar que a aplicacdo u é de fato uma distribuicao, ou seja, que
satisfaz a propriedade (3.2). Seja K < Q um compacto. Entdo existem um
recobrimento finito K < U;, w; e uma parti¢do da unidade {y;};c;,, com y; €
Crw) Vielye Y ,v;=1em K. Assim, se ¢ € CZ°(K) temos

P=) vip.

Iy

32



Entao, pela definicao de u,

u(p) =) ui(y;).

Io
Agora, para cada i € Iy seja K; = suppy; < w;. Como u; € 2'(w;) entdo existem

constantes C; > 0, m; € Z, tais que

lu;( @) <C; Y supld®® VYdeCX(w;).

lalsm;

Entao, sendo C := maxC;, m := max m;, temos que

lu@|<C) > suplo®w;e)l

ielhlal=sm

<C" ) supld“yl.

lal=m

O

Notemos que as distribuicoes definidas por fun¢des localmente integraveis
podem ser estendidas para agir em "funcoes de teste” que ndo tem suporte
compacto, ou seja, para C*. De fato, se u € L}oc (Q) a expressao

u(p) = f ugpdx

faz sentido se suppunsupp¢pccQ V¢ € C*(Q). Isto nos d4d uma condigao
natural para tentarmos estender o dominio das distribuigdes.

Teorema 5.14. Sejam u € 2'(Q), F < Q um fechado tal quesuppuc F e Ef :=
{f € C®(Q); supppnFccQ}. Entdo 3 ii: & — C linear tal que

() =ulp) sepeCr(Q)
iap)=0 sepeC™®(Q) esupppnF=9
Demonstracao.

* Unicidade: Seja g € &r. Como supp g N F é compacto, temos que 3 ¢ €
Ce° (Q) tal que ¥ = 1 em uma vizinhanca U de supp g N F. Assim,

g=vg+{1-vy)g.

Agora, seja 7 : & — Ctalque 7(¢) =0se ¢ € C2° (Q) ouse supppnF = @.
Entao

vg=vyg+v(l-y)g) =0,
pois wg € CF(Q) e supp(l —y)gnNF = @. Assim, se il e iy sao duas
extensoes satisfazendo i) e ii), entdo 7 = i) — iip = 0, e portanto i) = iiy.
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* Existéncia: Toda g € & pode ser escrita como g = ¢ +¢ com ¢p; € C° (QQ)
e supp ¢, N F = @ (fizemos a construcdo na demonstracao da unicidade
usando a fungdo de corte ). Entdo, para g € & definimos

u(g) = (1 + P2) := uler).

Vamos mostrar que esta aplicacdo estd bem definida. Se g = y¢; + v, é
outra decomposicao de g, temos que

dr1—y1=vY2— 2.
Entdo ¢y —y; € C° (Q) e supp(¢p; —y1) N F =supp(y2 —¢p2) N F = @. Logo,
u(pr— 1) = ulpr) —ulyy) =0,

logo u(¢h1) = u(yy) e portanto a extensao estd bem definida.
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6 Aula6-20/03/2019

6.1 Distribuicoes de suporte compacto

Estudaremos as consequéncias do Teorema 5.14 para o caso particular das
distribuicdes de suporte compacto.

Sejam u € 2’ () uma distribuicao de suporte compacto e F = supp u. Neste
caso & = C* e portanto u se estende a um funcional linear

w:C® —C.
Se y € C° () tal que y = 1 em uma vizinhanca de supp u, entdo
(@) =ulyp) YpeCr(Q).

Como u € 2' (Q) existem constantes C > 0, k € Z, tais que

lu(y) <C Z sup|0%y| Yy e C°(suppy).
la|<k

Logo,
(@) =u(yp)<C ) supld®ypl VeeC®Q).

la|<k
Entdo, pela férmula de Leibniz,

a(@)<C'" Y sup [0%| Ve CPWQ).
|a|<kSUPPX

Faremos um pequeno abuso de notagdo e passaremos a denotar a extensao por
u.
Conclusio: se u € 2’ () tem suporte compacto entdo u se estende a um
funcional linear
u:C° Q) —~=C

tal que existem K < Q compacto, C >0 e k € Z, tais que

ulp)<C Z sup|0%p| VeeC™®Q).
lal<k K

Reciprocamente, seja v : C*° — C um funcional linear tal que existem
K c Q compacto, C>0e k € Z, tais que

(*){v((p) <C ) suplogp|l VYeeCX Q).
lal<k K

Entdo u:= v|ce (o) € uma distribui¢do de suporte contido em K e ordem < k.
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Assim, concluimos que
{ue 2' (Q); supp u é compacto} = {v € Z(C®(Q),0); vale (x)} =:&'(Q) (6.1)

Laurent Schwartz usava a notacao & (Q2) para o espaco C*° (Q2) com a topolo-
gia gerada pelas seminormas

@ — Z sup|0%gl,
lal<k K

onde K varia entre os compactos de ) e k varia entre os inteiros nao-negativos.
Dai segue a notacdo &' (Q).

Teorema 6.1. Seja u € &' (Q) uma distribuicdo de ordem < k. Entao
u(p)=0sed“p(x) =0
Vla| <k, Vxesuppu, Vo e C*(Q).

Demonstragdo. Sejam K =supp u e K, = {x € Q; d(x, K) < €} uma vizinhancga K.
Se 0 < € < gp:=d(K,00Q) entdo K, c Q e é compacto. Seja y, € C°(K,) tal que
Xe =1 em K. Recordemos (ver (3.1)) que

Ca

|aa7(e| = m-

Seja ¢ como no enunciado. Entao

lu(p)| = lu(xe)|
<C ) suplo®(xep)l

la|l<k
<C' ) sup|0%(¢)|.
ok €719k

A conclusao do teorema seguira se mostrarmos que

e—0"

sup|0%p| —— 0 V]al<k.
K.

Ek—lal

Temos dois casos a considerar:

1°caso: |a| =k

Seja x, € K, tal que

sup|0“p| = [0%p(x¢).
Ke
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Entdo existe y, € K tal que x; — y, < €. Por continuidade uniforme, para cada
1 >0 existe 6 >0 tal que Vx,y € K

lx—yl<d = 0% (x) 0% =n.
Logo, se € < § temos que
|Xe = yel <€ <6 = [0%p(x) —0%p(ye)l <
Mas 0% (y,) = 0 por hip6tese, logo
Vn>03¢e>0; 0% (x)|<nVxeK,

donde segue que
0“p(x) =0em K se |a| = k.

2°caso: |a| < k

Como no 1° caso, sejam x, o ponto onde o supremo € atingido,
ol

sup|0“pl =10%p(xe)l,
K.
e ye € K tal que |x; — y,| < €. Pela férmula de Taylor (1.1),

1
0%p(xe) = Z _aa+ﬁ(p(y€)(x€ - ye)ﬁ

pl<k—lal P!
! k10 07 P (ye + 1(xe — ye))
DS (k—|a|)f (1 - pk-lal , (e — yo) P .
pl<k—lal 0 p!
Logo,
0% x)<C ) Orggcl{lamﬁ(/)(J/ﬁ t(xg—yg))l}lxg—yglﬁ,
1Bl <k—la) O=1=
donde
e Fo? ()< Y Orga}l{la‘”ﬁ(p(yﬁt(xe—ye))l}.
|Bl<k—lal ==
Mas

|aa+ﬁ(p (yf + 1(xe - .VE)) | = |aa+ﬁ‘l’ (J’8 + 1(xe — )’6)) - aa+ﬁ§0 (J’c") |

0+
2200

por continuidade uniforme, donde segue a conclusao do teorema.
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Coroldrio 6.2. Seja u € &' (RY) tal que supp u = {0}. Entdo existem constantes
keZ., eCy, paralal < k tais que

u@)= Y. Cu0%(0), ¢eC®®RY).

lal<k

Demonstragdo. Se ¢ € C*® (RM) temos, pela Férmula de Taylor (1.1):

1
p)= Y —0"p0)x" + Ry(x)

lal<k @

onde k € Z, é tal que u tem ordem < k. Temos que 0% R;(0) = 0 para todo |a| < k.
Entdo, pelo teorema anterior, u(Ry) = 0. Logo,

1
u(p)= ) —u(x")9%p(0)

lal<k @

1
=3 —'Ca(’)“(p(O)

lal<k @

6.2 Diferenciacao e multiplicacao por funcoes

Como j4 discutimos, uma das maiores motivagoes da teoria de distribuicoes
sdo as restricoes relacionadas a diferenciabilidade de funcdes, principalmente
na teoria das equacdes diferenciais parciais. A busca por uma generalizacdo de
derivada que permitisse tratar de uma classe maior de objetos e se reduzisse a
derivada usual quando aplicada a funcdes diferencidveis vem, pelo menos, dos
trabalhos de Sobolev!®.

Estudaremos as operacoes de diferenciacao de distribuicoes e de multiplica-
¢do de distribuicoes por funcoes infinitamente diferencidveis. Estas operacoes
aparecem de forma natural nas aplicacdes da teoria de distribuicgoes.

Sejam Q < R um aberto e u € C' (Q). Entdo % eC@Qparaj=1,...,Ne

J

ambas definem distribuicoes, pois

clQcccl! Qc2©).

loc

10Sergei Sobolev.
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Se ¢ € C° (©2) temos que

—( )—f —(x)w(x)dx

0x

0
:_u(ai).
Xy

= —f u(x) a—(p(x)dx
Q

Isto motiva a seguinte

Defini¢do 6.3. Sejam u€ 2’ (Q) e a € Z,. Definimos a derivada de ordem « de
u da seguinte forma:
0w () := (1) "u@%p). 6.2)

Observacao 6.4. Notemos que a derivada estd bem definida quando |a| =1, e
que isto implica que podemos mudar arbitrariamente a ordem de diferenciacao,
de forma que a notacdo adotada e a definicao dada fazem sentido.

Observacao 6.5. Seja {¢;} = C° (Q2) tal que ¢ ; — 0. Entdo € claro que d%¢; — 0.
Logo,
0% ulp)) = (=1)'"u@%p;) —0

e portanto 0%u é de fato uma distribuicao, pelo Teorema 4.5.

Exemplo 6.6. Func¢do de Heaviside:

1, sex>0
H(x) =
0, sex<0

E claro que H € L}OC (R) €2’ (R). A derivada da func¢ido de Heaviside é o Delta
de Dirac. De fato, V¢ € C° (R) temos que

H'(p)=—-H(p") =— fR H(x)¢'(x)dx

—f @' (x)dx
0

=¢(0)
=0(p).
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Exemplo 6.7. Vamos calcular as derivadas do Delta de Dirac. Dada ¢ € C° (Q),
temos que

0%6) () = (-1)!5(0% )
— (_1)|a|6a(p(0).
O

Observacao 6.8. Seja u € 2’ (Q) tal que supp u = {0}. Pelo Corolario 6.2 dada
@ € C (Q2) temos que

u(@)= Y Cud%p(0)

la|<k

= Y (-D"Ce (%) (¢),

lal<k

ou seja, u é um combinacao linear do Delta de Dirac e suas derivadas:

u= Z b,0%6.

lal<k
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7 Aula?7-22/03/2019

7.1 Diferenciacdao e multiplicacao por func¢oes (continuacao)

Exemplo 7.1. A distribuicao Valor Principal de 1/x é

VP[1/x](¢) = lim G

e=0J x> X

peCZR).

Temos que VP[1/x] € 2}, (R).
Vamos mostrar que o limite de fato existe. Sejam a >0 e ¢ € C°([—a, al).
Pelo Teorema Fundamental do Calculo,

@(x) = (0) +[0 ¢'(r)dt

1
= (0) + (f @' (sx) ds) X.
0

Logo,
@(x) =¢(0) +xy(x),

com ¥ € C*°(R). Notemos que, por simetria,

0
f PO o veso.
az=|x|>¢

X
Logo,
1 ¢(0)
VP |— =li —+ d
Fo=im], (5 v
a
=[] ywkx)dx €eRR.
-a
Notemos que
lw(x)| < sup |¢'|
[-a,al
1 !/
S (VP = (@)| =2a sup |¢].
X [-a,al
Por fim, notemos ainda que
1 1
VP |— =— .
Hrvg  Xlrvo
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No exemplo acima estendemos a distribuicdo 1/x, definida em R \{0} para
uma distribuicdo definida em toda a reta. Estender distribuicdes para abertos
maiores, em geral, ndo é possivel.

Exemplo 7.2. Seja u € 2'(]0,00[) dada por
_N 5
u= ;6 e
Suponhamos que exista &t € 2'(] — n,7[) tal que

11|y, = ] 0,

Entao existem constantes C >0 e m € Z., tais que
|ii(¢) < CX’::suplw(j)l Vo e C(1-n/2,n/2D.
Mas entdo temos que
lu(y)| < Cisuplw”)l Yy e C°(10,n/2]),

o que é absurdo. Por exemplo, seja n > 2 e consideremos uma funcao de corte
constante em [1/n,1], com suporte em ]0,1/2[. Sabemos que as derivadas da

funcao sao limitadas, entdo basta tomarmos 7 suficientemente grande. O
Exemplo 7.3. Seja u(x) = e'/* € C*(]0,00[) < L}OC(]O,oo[). Esta distribuicdao nao
pode ser estendida a uma distribui¢cdo em torno da origem. O

Exemplo 7.4. Seja
u(x) =loglx|, xeR\{0}.

Se a > 0 temos que
a
f [loglx|ldx < oo

a

e portanto u(x) € L%OC (R). Isto equivale a mostrar que

a
f [log x| dx < oco.
0

De fato, seja a < 1. Temos:

a a
lim |logx|dx:limf —logxdx
e—0 e—0J¢

£
=—aloga+a+eloge—¢

— —aloga+ a,

pois o polindmio decresce mais rapido que o logaritmo. Logo, a distribuicao
u(x) =log|x| € 2'(R\{0}) se estende a uma distribuicdo u € 2(R). O
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Exemplo 7.5. Vamos mostrar que

(log|x])' = VP [%] . (7.1)
Seja ¢ € C° (R). Entdo:
(loglxD' () = (~loglx]) (¢
= —f log|x|¢’(x)dx
R

= —lim (log|x])¢'(x)dx

£—0 Jix|=¢

= —lim (f log(—x)¢'(x) dx+foologx(p'(x) dx)

e—0

= —lin}) (log(—x)(p(x) - —f_ %x)dxﬂogx(p(x)‘oo
£— —00 —00 2

[
€ X

=—lim (logep(—¢) —logep(e) —f P dx)
£—0 x|>e X
. @(x)
=—1lim [ (p(e) —p(—¢))loge + —dx
£—0 |x|>e X
=VP l ()
pois eloge — 0. O

Vamos agora estudar a multiplicacao de distribui¢oes por fung¢oes C*™

Defini¢do 7.6. Sejam u € 2'(Q) e f € C*(Q). A multiplicacdo de u por f é a
distribuicdo definida da seguinte forma:

fw) =u(fe), @eCZQ). (7.2)

Observacdo 7.7. A Equacao (7.2) de fato define uma distribuigao. A C-linearidade
é 6bvia. Agora, sejam K c Q) compacto. Entdo existem constante C >0, me€ Z..
tais que

lu(@)|<C ) supldp|l VeeCX(K).

lal=m
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Logo, como f¢ € C°(K) Y € CZ(K)

|(fu) (@) =u(fe)
< ) suplo(fe)l YeeCPK)

lal=sm
<C Z sup|0“p| V¢ e CP(K).

lal<=m

Exemplo 7.8. Dada f € C* (R), temos que

f6=r0o

Exemplo 7.9. Como distribui¢des, temos que

1
xVP|—-|=1.

De fato:

O

Observacao 7.10. Vale a regra de Leibniz para o produto de distribui¢cdes por
funcoes C*:

(fuy=Y (g)a“‘ﬁ foPu (7.3)

P=a

Teorema 7.11. Sejam I = (i_,i,) € R um intervalo aberto, xo€ [ eu € CH(I\{xo})
tal que a derivada de u coincide com uma fungdao v € L}OC(I) em I\ {xy}. Entdo
existem os limites

lim u(x)=a,, lim ux)=a_,
x—Xx3 X=X,

donde segue que u € L}OC(I ), evale que

u'=v+(a;,—a-)dy,. (7.4)
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Demonstragdo. Vamos mostrar a existéncia de a. . A existéncia de a_ é andloga.
Seja y € I, y > xp fixado. Entdo, para xp < x < y temos que

y
u(x) = u(y)—f v(s)ds

_ y
=%, u(y)—f v(s)ds=:a,.

X0

Agora, se ¢ € C°(I) temos que

Xo—€ iy
u' () = —u(p) = lil’I(l) (—f ’ u(x)p' (x) dx—f u(x)'(x) dx).
&— i X

0+E€

Integrando por partes, temos que
Xo—€ Xp—¢&
u'(p) = lin%) —u(x)<p(x)‘. +f v(x)p(x)dx
e - i

—u(x)p(x) N +f+ v(x)p(x)dx

Xo+é€ 0+E

= lirr(l) —U(xg—€)P(xg—€) + ulxg+ €)P(xp + €)
E—

Xo—€ it
+f v(x)p(x) dx+f v(x)p(x)dx
i X

0+E€

:fly(x)(p(x) dx + (a; —a-)p(xp).

Logo,
u' () = v(p) + (ay —a-)6(g).

O

Observacao 7.12. A Equacao (7.4) mostra que a derivada no sentido de distri-
buicoes "detecta" os saltos de uma funcao descontinua.

Um dos resultados mais importantes do célculo diferencial é que uma funcao
com derivada nula é constante. As distribui¢coes na reta também gozam desta
propriedade:

Teorema 7.13. Sejam I = R um intervalo aberto e u € 2'(I) tal que u' = 0. Entdo
u é constante.

Demonstragdo. Temos

u'(p)=-ul@)=0 VYeeCX(I).
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Seja ¢ € C°(I). Entdo ¢ tem primitiva em C:°(I) se, e somente se ¢ tem média
nula:

Jw e CX); u/':(p(=>f(p(x)dx:0.
I

Fixemos y € C°(I) tal que [; y(x)dx = 1 e definamos, para cada ¢ € C (1),

P(x) =p(x) - (fltp(x) dx)x

E claro que @ € C°(I) e tem média nula. Logo, tem primitiva ¢ € C°(I) e
portanto u(p) = u(y’). Logo,

(@) = ulp) - u((fl(p(x) dx))() 0

=[]

= f u(y)e(x)dx
I
=u(y) ()
donde segue que
u=u(y),
uma constante. O

Corolario 7.14. Sejam I ¢ R um intervalo aberto, a€ C*(I), f € C(I) e u€ 2'()
tais que
u+au=f

Entdo u € C'(I) e a equacdo é satisfeita classicamente.
Demonstragdo. Consideremos a equacao
u'=f,
ou seja, a=0. Como f é continua, tem uma primitiva v € C (D) tal que
w-v)=u-vV=Ff-f=0.

Logo, a distribuicdo u — v é constante, e portando u € C e) (pois € a soma de
duas funcées de classe C1).
Agora, seja E uma solucdo ndao-nula da equacgao E' = aE, por exemplo, E(x) =

X
e/x0 “99¥ pbara algum xo € I fixado. Entao

(Ew) =Eu' +E'u=EW +au)=Ef € C(I),
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Logo,

/
X
Eu—f f(y)E(y)dy) =0
X0

e portanto, sendo A(y) = f)g:) a(s)ds, temos

C—f fWAQ dy
_ X0

1
u= A eC (D).
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8 Aula8-27/03/2019

8.1 Diferenciacao e multiplicacdo por funcoes (continuacao)

Como visto na aula anterior, as distribui¢oes na reta com derivada nula sao
constantes. As distribuicoes em espacos de dimensao maior satisfazem uma
regra analoga para derivadas parciais.

Teorema8.1. Sejam Q= U x I, com U c RV™! aberto e I c R aberto, e u € 2' (Q)
tal que

ou _o
0xy
Entao existe uy € 2'(U) tal que
u(p) = fl up(p(, xy))dxy, VeeC®(Q), (8.1)

ou seja, u é uma distribuicdo em (x1,...,Xn-1), e portanto independente de xy;.
Em particular, se u € C(Q) entdo u = u(-, a) para qualquer a€ I.

Demonstragdo. Fixemos y € C(I) tal que [, y = 1. Para ¢ € C (Q), definamos

P(x) = p(x) - (flw(x',xzv) de)x(xN) €CX(Q).
Assim, temos

0
f(i)(x',xN)de:O = Jy e CX(Q) tal que —w:q)
I 0xy

€ portanto

u(~)—u(a—)——6—”( )=0
¥ = 0x B Owa_’

donde
u(p) = u()((xzv)fl(p(-,x]v) dxzv)-

Entao, definindo
up(m :=umy), necCU)

temos que
u(p) = uop Ultp(-,xzv) de)-

Vamos verificar que, de fato,
Ug (fIQD('ny) de) =£u0(¢(-,xN))de.
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Para t € R, seja

t t
y(t):f uo(w(-,xn))dxzv—uo(f (p(-,xzv)dxzv)-

Notemos que y(f) = 0se t < —M para algum M > 0 suficientemente grande (pois
as funcdes tem suporte compacto em I). Agora, pelo Teorema 4.2 podemos
derivar o segundo termo dentro de 1, e portanto

Y (1) = uo(@(, 1) —uo((, 1)) =0 VIeR,

ou seja, y € constante e igual a 0, donde segue (8.1). Em particular, se ¢ € C°(U)
vale que

u(yy) = fl uo (W) x (xn) dxy = up(y).

Se u € C(Q2) temos que

u(y) = fU Iu(x’,xN)w(x’)x(xN) dx' dxy = up(y).

Dado a€ I, seja

( )_1 (
Xe(XN —gX

Entao
u(y) = fU Iu(x’,xN)w(x’)xg(xN) dx'dxn = up(y)

:fUu/(x') (flu(x’,xN))(s(xN) de) dx’

e—0

—>f w(xux',a)dx’'
U

Corolério 8.2. Sejam Q. c RN um aberto, e u, f € C(Q) tais que

ou
ox. !
J

: R : . ou : :
no sentido de distribuigoes. Entdo existe a derivada P no sentido cldssico em
X,
J
cada ponto.
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ou
Demonstra¢do. Notemos que P f no sentido de distribuicoes significa que
x

J
op oo
—f u(x) — (x)dx = f fxpx)dx VeeCr(Q)
Q 0x; Q
Agora, podemos assumir j = N e Q = U x I, como no teorema anterior. Seja

XN
v(x) :f fx', ndt,

onde «a € I fixado. Entdo
o0(u—v)

=0 em 2’ (Q)
axN

Entao, pelo teorema anterior, (1 — v)(x) = g(x) para alguma funcao g € C(U).
Assim, temos:
u(x) = g(x') + v(x),

donde segue que existe, no sentido classico,

ou ov
— _f'

GxN de
O

No Teorema 7.13 caracterizamos as distribuicoes com derivada nula. Existe
uma caracterizacdo anéloga para multiplicagdes:

Proposicao 8.3. Seja u € 2' RN tal quexju=0Vj=1,...,N. Entdo u é um
miiltiplo do delta de Dirac, ou seja, existe uma constante c € C tal que u = cé.

Demonstragdo. Se ¢ € C° (RM) podemos escrever!!

N
P(xX) =0+ xjp;(x), w;eCPRM).
1

Entao N
u(@) =) ul) + ) (xju) ;) = u)p(0) = u(1)5(¢).
1
O

Definicao 8.4. Seja P(D) = ¥ |qj<m @a0%, com a, € C Va € 7Y um operador
diferencial parcial linear de coeficientes constantes (ODPLCC). Uma distribuicdo
Ee ' (RN é dita solucao fundamental de P(D) se

P(D)E =6.

Uyer Teorema 1.1.9 em Hérmander (1990).
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8.2 Alguns exemplos

Vamos aplicar as propriedades das distribui¢oes em alguns exemplos. Come-
camos estudando a derivada da fungdo caracteristica num aberto com fronteira
regular, e depois passamos ao estudo de alguns fatos da Anélise Complexa.

Exemplo 8.5 (Derivada da funcao caracteristica). Antes do exemplo em si, re-
cordemos algumas defini¢des e alguns fatos bdsicos.

Definicdo 8.6. Um aberto Q c RY ¢é dito com fronteira de classe C' se para
cada ponto x, € 0Q existe uma funcio p € C!(Xp) numa vizinhanca X, de x; tal
que

p(xo=0, dp(xg) #0, QnXp={xe€ Xp; p(x) <0}.

Mostra-se que existe uma funcao p e C LIRM tal que p(0Q2) =1{0},dp # 0 em
Qe Q={xeR"; p(x) <0}. Podemos entdo definir

Definicdo 8.7. Seja Q c RN um aberto de classe C! definido pela funcio p como
observado acima. A normal unitéria exterior é o vetor
Vv
n=—~
Vol

0Q

Seja dS a medida de superficie em Q. Se F: Q — RY é um campo vetorial
de classe C!, entdo vale a formula da divergéncia:

fdiVF(x)dx:f F-dsS. (8.2)
Q 0

Seja f de classe C' num aberto que contém Q. Vamos estudar

o(fx)

Gx].

onde y denota a fun¢do caracteristica de €.
Seja g € C*® (Q), U um aberto que contém o fecho de Q e f € C'(U). Entdo
temos que

0 0
éf Yo =—(rp28
X. 0x.
J j
ax].

_ og
= fo(x) Oxj (x)dx.
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Seja F =(0,...,0, fg,0,...,0). Entdo
. of  .0g
divF=g—+f—.
v gaxj fax.
Logo, por (8.2),

0 0
f—f(x)g(x)dx+—g(x)f(x)dx:f fx)gx)n;(x)dS
dej éxj 00

e portanto
0 0
U (g = f 9 (g de- f Fgn;(x)ds
6xj Q Gx]. 0Q
_[9f .
= (axj X) 9] (fn] ds).
Assim, pondo f =1, temos que
oy 3
a—xj = n] ds.

O

Exemplo 8.8 (Férmula de Cauchy ndo-homogénea). Consideremos a seguinte
notagao:

e z=x+iyeC
1
. azzz(ax—iay), dz=dx+idy

* 0z = %(Ox +1idy), dz=dx-idy, (operadorde Cauchy-Riemann)
Notemos que o fator % nas definicoes acima é posto para fazer dar certo a

férmula of of of of
df =—dx+—dy=—dz+—=dz.
f= ot g, dv=g, 5% 57 42
Se Q. c C é aberto e u € C' (Q) dizemos que u é analitica se
0
6—; =0 emQ.

Se Q é um aberto de classe C! e f € C! () entdo vale a férmula de Stokes:

f fdz:fd(fdz):jdf/\dz:f%dz/\dz. (8.3)
4Q Q Q Q 0z
52



Sejam zp € Q e e >0 tal que D, :={z € C; |z— 29| < €}. Aplicando (8.3) para

f(2)

Z— 2

no dominio Q\ D, temos que

f i(f(z))dil\dz: 1@ g [ L@ g,
Q

\D, 0z \ z— 29 00 2— 20 oD, 2 — 20

2 .
f@ dz= flz+ gel?y — 2ni) f(zo).
0D, Z— 20 0

Por outro lado,

f i(f(z))dz/\dz:f 1 i_f(z)dE/\dZ.
Q Q2 0

\p, 0z | 2— 29 \D, 2— 20 0z

Mas, pelo Teorema da Convergéncia Dominada,

1 o 3
— dzndz — — dzAdz.
L\Dgz—ZO aEf(Z) “naz 0 Z-20 azf(z) zAdz

De fato, 0f/0z é limitadaem Q e

é integravel num disco:

zZ— 20
1 1
f dzAadz{<2 f dxdy‘
lz—20l €~ 20 lz—20l £~ 20
2n pr 1
=2f f L hdpdo < oo,

o Jo p

Assim, passando ao limite € — 0 temos a Férmula de Cauchy nao-homogénea:
1 f(2) 1 f 1 of _

= dz+ —dzAdz. 8.4
J(z0) Znij(;gz—zo ‘ 2ni Jaz—2zg 0z Zndz (84)

O

Exemplo 8.9 (Solu¢do fundamental do operador de Cauhcy-Riemman). Sejam
@ € C®(C) e Q c C um aberto regular de classe C! tal que suppg < Q. Pela
Equacao (8.4) temos que

1 1

op _
= —dzAad
¢ (z0) 2mi Jo z—2z9 0z andz

1 1 d¢p
=— —dxd
nf@z—_o 0z vy

_i( )
9z \n(z—zp)

(),
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ou seja,
0 1
— | ———|=0.
0z (n(z - ZO)) “
Isto é, a solucao fundamental do operador de Cauchy-Riemann é

1

B, = ——.
7 1z - z0)
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9 Aula9-29/03/2019

9.1 Valores na fronteira para funcoes analiticas
Recordemos que uma funcao f é dita analitica se

or _

0.
0z

Neste caso, .
f’zazf: z(axf—iayf) zaxf:—iayf.

Vamos estudar a existéncia de valores na fronteira para funcoes analiticas
sob a 6tica da teoria de distribuicoes.

Teorema 9.1. Dados I c R limitado ey > 0, seja
R={x+iyeC,ecl, 0<y<yl}.

Seja f analitica em R de crescimento temperado, ou seja, tal que existem cons-
tantes C >0, n€ NN tais que

. C .
|f(X+zy)|Sﬁ, x+iy€R.
Entao se ¢ € C°(I) existe

lirgl fx+iy)px)dx VYO<y<y
y—=0"J1
ea aplicagdo
p— lim | f(x+iy)ep(x)dx
y—=0*J1

!

define um elemento f(x+0") €D,

éinjetora.

,(R). Além disso, a aplicagdo f — f(x+0")

Demonstragdo. Sob as hip6teses, vamos mostrar que existe g analitica em R,
continua em RU(I+i{0}) tal que g+ = f. Assumiremos este fato por enquanto.
Se0<y<ye@ecX()entdo
ff(x+ iy)e(x)dx = fg("+1)(x+ iy)e(x)dx
I I
= f@gﬂg(x +iy)p(x)dx
I

= (-1 f glx+ iy)(p(”“) (x)dx.
I
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Logo,

lim ff(x+iy)<p(x)dx=(—1)”+1fg(x,0)<p(”+”(x)dx
y—=0*"Jr I
=07 g(,0) (),

ou seja,
fx+0")=0"""g(,0).

Vamos mostrar que uma dada f nao determina duas distribuicoes diferentes.
Suponhamos que f(x+0%) =). Entdo g(x,0) = Z(’)‘ ajxj =: P(x). Mas entao
g(z) — p(z) é analitica em R, continua em RU (I +i{0}) e se anula em I +i{0}. Dai,
pelo Principio da Reflexdo de Schwarz!? temos que g(z) = p(z) Vz € R, donde
segue que gV = 0 e portanto f = 0.

Vamos agora demonstrar a existéncia de uma tal g. Fixemos xp + iy € R.

Entao
F(z) = f I
Y

onde y é qualquer curva C! por partes ligando z a z, define uma funcéo analitica
em R tal que F' = f. Notemos que F também tem crescimento temperado. De
fato,dado z=x+iy € R,sejayacurva{(l1-t)xo+iyo+ix—tu{x+i(ty+(1—-1)yo)}
de forma que
x y
F(z):f f@+iy)dr+ | f(x+ir)dr.
Xo Yo
Logo,sen=2

*1 1 Y1
|F(2)| < Cf —|dr|-——1 " V+C | —ld1l
x0 Yo n-1 yo T"
- C | '+ C 1 1
< —|x—x -
T
1
<Ci |1+ yn—l
< C2 .
- yn—l
Assim, concluimos que
2 sen=2
F(z) <<V
-Cylogy sen=1
Repetindo o processo n vezes obtemos a funcao g. O

12Ver Conway (1980).
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Observacdo 9.2. De forma andloga obtemos f(x+i07).
Exemplo 9.3. Seja
1
f(z)=—, Im >0.
z

Notemos que f tem crescimento temperado. Se y > 0, temos:
1

1
—S_
VXi+y? Yy

Esta funcdo tem valor na fronteira y = 0 denotado por

|f(2)]=

fx+0") =

x+i0*"
Notemos que a funcao logz é analitica em Q := C\i{R_} (e em particular na
regido [Im > 0]. Seja
g(z) = zlog —=z.
Temos que
g'(2)=f(z) emQ.

De fato, g é analitica em [Im z > 0] e continua até Imz = 0, com
xlogx—x, sex>0
gx) =xlog|x|-x+inxH(-x)=40, sex=0
x(log|x|+m), sex<O0

se x € R, onde H denota a fun¢ao de Heaviside. Assim,

—1+inH(-x)+inxd

1
g'(x) =log|x| + xVP p

=log|x|+imn H(—x)

e portanto
1
g"(x):VP[— —inb.
X
Logo,
1
— =VP |- | —inb.
x+i0* X
Analogamente,
1 .
— =VP |- | +ind.
x+10~ X

Temos, portanto,

5o 1 1 1

_Zni(x+i0‘ x+i0+)’

férmula estd ja conhecida por Paul Dirac antes da formalizacdo da teoria das
distribuicoes. O
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9.2 Convolucao de distribuicoes

Ja vimos o poder do produto de convolu¢ao como ferramenta auxiliar na
demonstragdo de teoremas, possibilitando tratar de fung¢des regulares quando
conveniente. Vamos estender a definicdo de convolucao para distribuicoes, de
forma a ter mais esta ferramenta num contexto mais geral.

Veremos que € possivel obter uma funcao C* pela convolug¢dao de uma
distribuicao com uma fung¢ao C* se uma delas tem suporte compacto, o que
permite aproximar distribuicdes por funcoes suaves. Tais aproximacoes sao
lteis na extensao de propriedades de funcdes suaves para distribuicoes.

Comecamos estudando a convolucdo de uma distribui¢cdo com uma funcao,
e depois passamos ao estudo da convolucao de distribuicoes.

Defini¢do 9.4. Sejam u € 2’ RN e peCy (RM). Definimos u * ¢ como sendo a
funcao
(u*@)(x) = ulp(x—-)).

Proposicio 9.5. Sejam ue€ 2'(RN) e e C®RY). Entdo u* g e C°[RN) e
0% (u* )= (0%u) xp=ux*0%), acZ¥.

Além disso,
supp(u * ¢) € supp u + supp ¢.
Demonstragdo. Pelo Teorema 4.2 segue que u * ¢ € C* (RM) e que
0% (u* @) =ux*(0%p).
Por outro lado, temos que:
0% (u*@)(x) = ux* (0%p(x—-)
= ux((-1D'"0p(x--)
= 0" w(px—")
=0%u) ¢

Agora, seja xp ¢ supp u + supp ¢. Entdo existe um aberto Vj contendo x tal
que
x¢suppu+suppyp Vxel

pois supp u +supp ¢ € fechado. Logo,
(x—suppp)nsuppu=¢ Vxe,

ou seja,
supp@(x—-)nsuppu=9 Vxel.
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Assim,
ulpx—-))=0 Vxely,

donde
ux@x)=0 vxel

e portanto xp ¢ supp(u * v). O

Observacao 9.6. Segue da demonstracdo da Proposicdo 9.5 que a derivada pode
ser tomada tanto em relacao a x quanto em relagdo a variavel da funcado ¢(x —-).

Exemplo 9.7. Seja ¢ € C*® (RY). Entdo

0 *@=q.

De fato, para todo x € R" vale que

0 *@)(x)=6(p(x—-))=@(x—-0)=p(x).
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10 Aulal10-03/04/2019

10.1 Convolucao de distribuicoes (continuacao)

Notemos que ao contrario do produto de convolug¢do de funcoes, a definicao
do produto de convolucao entre uma distribuicdao e uma funcao nao é simétrica,
de forma que a comutatividade ndo faria sentido.

Vamos mostrar, no entanto, que vale uma lei de associatividade. Para isso,
precisaremos de dois lemas preliminares.

Lema 10.1. Seja g € C.(RY). Entdo
Y ghbnN =0 f g(y)dy.
kezZN RN
Demonstragdo. Sejam k = (k,...,ky) € ZN e
A(h, k) =[hky—hi/2, hk;+ h/2]1x...x [hkny—h/2, hkxy + h/2].
Sendo F(h) = {k€ Z"; A(h, k) nsupp g # @}, temos que
f EWdy= 3 | gWxank()dy.

R keF(h)

Por outro lado,
Y. g = 3 | ghk)xaumn()dy.
kezZN keF(h) 'R
Agora, como g é continua e tem suporte compacto é uniformemente continua,
ou seja, dado € > 0 existe 6 > 0 tal que
ly=yl<6 = 1g(y) —g(yo)l <e&.

Entdo, se 0 < h < 8/v/N temos

N
> glhkh —fRNg(y)dy

< 8(RE) = g(x ath o dy
keF(h) R

keF(h)

— 0.

Lema 10.2. Sejam f € CK(RY), ge C.(RM) e

=Y fx-hkghkh".
kezN
Entdo .
%I (0) =% 6(f « @) (%)

uniformemente sobre os compactos de RN
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Demonstragdo. Anéloga a do Lema 10.1. O

Lema 10.3. Sejam f € C° (RN, geC, (RN) e

ix)= Y f(x-hkghkh.
kezN

Entdo
In—fxg emCP®RY).

Demonstragdo. ]Ja temos, pelo Lema 10.2, a convergéncia uniforme sobre com-
pactos. Agora, notemos que

supp I, c supp f +supp g.

De fato, se x ¢ supp f + supp g entdo existe uma vizinhanca V; de xj tal que
X ¢ supp f +supp g para todo x € V. Assim, se x € Vj e hk € supp g entdo
x —hk ¢ supp f e portanto I (x) =0. O

Teorema 10.4. Sejam u€ 2' (RN) e,y € C° (RY). Entao
(u*@)xy=ux*(@x*y).
Demonstragdo. Seja

2 = Y @z-hlkyhk)h".
kezN

Pelo Lema 10.3 temos que I, — ¢ * y em Cg° RM). Logo, se x € RY, entao
Ix—-)—@*yx--) emCP®RY).
Logo,

u*x(@*y)=ul(@*xy)(x—-))
=limu(Iy(x— -))

=lim Y u(p(x- - —hk)y(hk)h"

kezZN
=lim Y (u*@)(x-khyhk)h"
kezZN
=f (u*@)(x— Yy dy
RN
=(u*@)xy.
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Observacio 10.5. Se ¢ € C° (RY), adotamos a seguinte notacio para facilitar e
clarificar os argumentos:
P(x) = p(=x).
Notemos que com esta notacao vale
u(p) = (ux* )(0).
Vamos mostrar que as distribuicdes podem ser aproximadas por func¢oes

Cee.

c

Proposicdo 10.6. Sejam uc 2 (RN) e {y.} uma familia de mollifiers. Entdo
usy. —u em2 RY).
Demonstragao. Seja ¢ € C° (RM). Entdo temos que

(u*ye) x@=(u*xye) *)(0)
= (ux* (e *9))(0)
=u((ye*@)(0—-))

Mas
Yexp—¢ emCe.

Logo,
(uxye)(@) — ul@(=-)) =ulp)

Vamos generalizar a proposicao acima para abertos quaisquer:

Teorema 10.7. Sejam ) c RN um aberto e u € ?' (Q). Entdo existe uma sequén-
cia (pn)new < C° (Q) tal que

pn—u em2 (Q).

Demonstragdo. Faremos a demonstracdo em dois passos. Primeiro, vamos mos-
trar que existe uma sequéncia de distribuicoes de suporte compacto que con-
verge para u em 2’ (Q) para entdo concluir a tese.

Vamos mostrar que existe (u,) < &' (Q) tal que u, — uem 2’ (Q). Seja {K,}
uma familia de compactos em Q tal que

KicintK,cK,c...cK, Q.
Assim, dado K < Q compacto, temos que K c K,;, para algum m € IN. Seja
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Pondo
Up=xnucé& (Q)

temos que supp u, < K,+1. Agora, se ¢ € C° (Q2) entdo supp ¢ < K,;, para algum
m. Assim,

un(p) = (xnu) ()

= U(Xn®p)
=u(p) senz=m.

Logo,
un(p) — ulp) VYeeC.

Seja 0 < gy < d(supp u,, R¥N\Q). Entdo para € < gy temos que, para cada
u, €8'(Q)),
supp(uy, * ¥e) € supp U, + B:(0) < Q.

Logo, up *w,€C(Q) e
Up*Pe— U, em D (Q).
Entdo, para cada n € N seja
Pn=Un*W1, €C(Q).
Esta sequéncia de fun¢des converge para u. O
Observacao 10.8. Sejam u € 2’ RN e lpj}cC (RM) tal que ¢ — 0. Entdao
uxp;—0 em ' (RN).
Observacio 10.9. Se he RN e ¢ € C* (RY), deninimos
(The)(x) = @(x— h).
Assim, se u € 2' (RM) e peC)c™ (RY) temos que

Tp(ux@)(x) =(ux@)(x—h)
=ulpx—h-"))
=utpelx— "))
=U*Tpep,

ou seja, o produto de convolucao comuta com translacoes.

Vamos mostrar que as propriedades vistas nas observacoes acima de fato
caracterizam a convolu¢do com uma distribuicao.
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Proposicdo 10.10. Seja U : C® (RY) — C*® (RY) linear tal que
i) Sep;j—~»0emC (RN) entdo Ulpj)—0emC™® (RN);
ii) 7,U=Ut;, VYheRM.
Entdo existe uma tinica distribuicdo u € 2' RY) tal que U = ux.
Demonstragdo. Se tal u existir, temos que

u(p) = (ux*@)(0) = U(P)(0).
Entao, dado U como no enunciado, definamos

u : CPRMN — C
o — U(@(0)

Que u assim definido € linear € 6bvio. Se ¢; — 0 entdo ¢; — 0 e portanto
U(¢}) — 0. Por fim, para qualquer ¢ € C° (R") temos que

Up)(—=h) =1,U(9)(0)

=U(thp)(0)
= u(Tpy)
=u(p(= - —h)
=ux@(=h),
donde segue a tese. O
Notemos a seguinte dualidade:
l ! ! !

2' (RN C® (RN | & RN C> (R
Todos os resultados se mantém, em particular:
@j— 0em C* RN = ux@;—0em C®RY).

Observacdo 10.11. Sejam u;, us € 2' (RY), uma delas com suporte compacto.
O operador
U : CPRY — C®®RY
@ — up* (U2 * @)
satisfaz i) e ii) da Proposicdo 10.10. Logo, existe uma distribuicao u tal que
u(p) =uy * (up x ) Vo € C° (RY). Podemos entio definir

Uu=uy*xuU
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11 Aulall -05/04/2019

11.1 Convolucao de distribuicoes (continuacao)

Passamos agora ao estudo do produto de convolucao de distribui¢coes. Pela
Observacao 10.11 temos a seguinte

Defini¢do 11.1. Sejam uy, up € 2’ (RM), uma delas com suporte compacto. A
convolucdo de u; com u, é tal que

(w1 * up) * @ = uy * (up x ) Ve CPRY).

Vejamos algumas propriedades do produto de convoluc¢ao de distribuicoes.

Proposicdo 11.2. Sejam uy, up, us € 2' (RN), duas delas com suporte compacto.
Entdo
(U1 * Up) * ug = uy * (Up * U3)

Demonstragdo. Dada ¢ € C° (RY), temos que
((uy * up) * uz) * @ = (uy * uz) * (U3 * @)
= uy * (U * (u3 * @)

= uy * (U2 * uz) * @)

= (uy * (U2 * uz)) * @
O

Proposicdo 11.3. Sejam u1, u € 2' (RN), uma delas com suporte compacto. En-
tao

(A) wy*up=1up*u
(ii) supp(u; * up) < supp u; +supp up

Demonstragdo. Para mostrar que duas distribuicdes u e v sdo iguais basta mos-
trar que
wr(Qry)=vxpsy) Yo,peCPRY,

pois disto segue que
(ux@)*xy=W*@)xy
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e portanto u * ¢ = v * ¢, donde seque que u = v. Assim, sejam @, € C® (RM).
Entao

(U1 * up) * (@ =) = uy * (Uz * (Q * ¥))
uy * (U * @) * )
=up * (P * (U2 * )
= (uy * ) * (uz * @)
= (U * @) * (uy * )
= up * (@ x (g * )
= up * (U *Y) * @)
= Uy * (uy * (P * @)
= (ug * uy) * (@ *v),

0 que demonstra (i).
Agora, seja {y.} uma familia de mollifiers. Entao

(U1 * Up) * Ye — uy * up em 2’ (RM)
e temos que
supp ((u1 * up) * W) = supp (uy * (U2 * )
Csupp U +supp(up * )
C supp U1 + supp uz + B:(0).

Sejam xj ¢ supp u; + supp uz e V uma vizinhanca de xy de fecho compacto em
RY \(supp u; + supp up). Entdo existe £y > 0 tal que

(suppu; +suppuz +B:(0)) N Vo=@ V0<e<ey.
Entao, para ¢ € C°(V)) temos que
((uy * up) *Ye)(p) =0 VO0<e<eg.

Mas
((uy * u) * Ye) () — (uy * u2)(@).

Logo, u; * up =0 em Vp, donde segue que xgy ¢ supp(u; * up). O

Observacao 11.4. O delta de Dirac funciona como uma identidade para o pro-
duto de convolugéo. De fato, sejam u € 2' (RM) e ¢ € C° (RY). Entao temos
que

Oxu)x@=0*(uU*xp)=ux*ep,

pois u * ¢ € C®° (RM).
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Observacdo 11.5. Seja ue 2’ (RM). Entdo
0%u=ux*0d%s.
De fato, dada ¢ € C° (RM) temos:
@ W xp=ux 0%
=ux* (6 *0%p)

=ux (0% * @)
=(ux0"6)*¢

Observagao 11.6. Sejam uy,up € 9’ (RM), uma delas com suporte compacto.
Entao
0% (U1 * up) = (0%uy) * up = uy * (0% uy).

De fato, pela observacdo anterior e pela associatividade da convolucdo de distri-
buicdes, temos

6a(u1 * uz) = (Ltl * uz) * 6“5 = Uy * (u2 * 6“6) =Ul * (O“uz).

A outra igualdade pode ser mostrada de modo anélogo, levando-se em conta a
comutatividade da convolucao.

Observacao 11.7. Sejam u € éazk) e @ € C™(RM) para algum m = k. Entdo

ux@eC"*®RN).

11.2 Teorema de Estrutura Local
Observacao 11.8. Dado m € Z., denotamos

P x™, sex=0
m—
0, sex<0

Com esta notagdo, temos que x € C" 1 (R) e

m+1 m
d x!

dxm+l m!

Observacao 11.9. Seja
m m

X7, ...X
E(x) = % e Cc™ 1 (RY).
m.
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Entao
1 1
oMl LOMIE =6

Seja ueé"zk) (RN). Se m—1 = k entdo f=uxEe€ C(RM e temos que

ot optt =@t O (Exw =6*u=u

Teorema 11.10. Sejam Q) c RY um aberto, u € 2 (RY) eU c Q de fecho compacto.
Entdo existem f € C(U) e m € Z. tais que

uly =0yt o0rf

Demonstragdo. Seja y € C°(Q) talque y =1em U. Entdo yu e &' (RYN). Assim,
xu=0optt ot F

em U, onde F € C(RM). Logo,

oyt (Fly) = uly.

11.3 O papel das solucoes fundamentais
O seguinte teorema é de grande importancia:

Teorema 11.11 (Malgrange-Ehrenpreis). Seja P(D) =) a,0% um operador dife-
rencial parcial linear com coeficientes constantes (ODPLCC). Se P(D) # 0 entdo
admite uma solucdo fundamental.

Demonstragdo. Ver Folland (2011) ou Hérmander (1990). O

A importancia do Teorema de Malgrange-Ehrenpreis é pelo seguinte: se E é
uma solucio fundamental para ooperador P(D), dada f € &' (RY), temos

PD)E*f)=6xf=f (11.1)

Ex(PD)f)=f (11.2)

De (11.1) segue que P(D) é localmente resoluvel, i.e., dada f € 2’ (RM) e dado
xo € RN existe u € 2' (RY) tal que

PD)u=f

em uma vizinhanca de Xp. Além disso, se f € C* (RM) entdo u e C™ (RYN). De
fato, seja y € C° (RN, 1 =1 em um aberto que contém xy. Defina u = E * (y f).
Entdo P(D)u = y f = f em um aberto que contém xj.
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11.4 Suporte singular

Definicao 11.12. Sejam Q c RYN um aberto, u,€ 2' (Q) e xy € Q. Dizemos que u
é C*™ em x se existe um aberto U c Q) tal que xp € U e u|y € C*°(U). O suporte
singular de u é o conjunto dos pontos que nao possuem nenhuma vizinhanca
na qual a restricao de u € uma fun¢do C*, ou seja,

supp sing u=Q\{xp € Q; ué C>* em Q}.

Exemplo 11.13.
supp sing 6 = {0}.

Exemplo 11.14.
1
supp sing VP [—] ={0}.
x

Valem as seguintes propriedades do suporte singular:
Proposi¢do 11.15. Sejam ue€ 2’ (Q) e f € C*(Q). Entdo
(i) supp sing u < supp u
(ii) supp sing 0“u c supp sing u
(iii) supp sing fu < supp sing u

Demonstragdo. Seja x ¢ supp u. Entdo existe uma vizinhanca V de x tal que
uly =0, portanto uly € C*(V). Logo, x ¢ supp sing u.

Seja x ¢ supp sing u. Entdo existe uma vizinhanca V de x tal que u|y €
C*(V), portanto 0%u|y € C*°(V). Logo, x ¢ supp sing 0% u.

Por fim, seja x ¢ supp sing u. Entdo existe uma vizinhanca V de x tal que
uly € C*°(V), portanto (fu)|y € C*°(V). Logo, x ¢ supp sing fu. O
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12 Aulal2-10/04/2019

12.1 Operadores hipoelipticos

Definicdo 12.1. Seja P(D) um ODPLCC em R”. Dizemos que P(D) é um opera-
dor hipoeliptico se

supp sing P(D)u=suppsing u VYue2' (RY),

ou seja, para todo U c R aberto vale que se P(D)u|y € C®(U) entdo uly €
C*®(U).

O seguinte teorema € uma caracterizacao importante dos operadores hipoe-
lipticos:

Teorema 12.2. Seja P(D) um ODPLCC. P(D) é hipoelliptico se, e somente se ad-
mite uma solugdo fundamental de classe C* em RN \{0}, ou seja, se admite uma
solugdo fundamental com suporte singular contido em {0}.

Demonstragdo. Pelo Teorema de Malgrange-Ehrenpreis, existe solucdo funda-
mental E para P(D). Mas entdao P(D)E = §, logo P(D)E = 0 fora da origem e
portanto E é de classe C* em R \{0}, pois P(D) é hipoeliptico.

Por outro lado, seja u € 2' (RY) tal que P(D)u € C*®(U) em algum aberto
ucRY. Seja B uma bola aberta com fecho contido em U. basta mostrar que u
€ de classe C*™ em B. Seja y € C°(U) tal que y|p = 1.Entao

ExP(D)(xu)=(P(D)E) * yu

:Xu
=u emB

Vamos mostrar que
E x (P(D)yu) € C*(By)

onde B; tem mesmo centro que B e metade do raio. Agora, pela regra de Leibniz,
PO)yu)=xPMD)u+g

onde g € & (RY), g=0em B. Mas y P(D)u € C® (RY), logo
Ex(yP(D)u) € C® (RYN).

Resta mostrar que E * g é de classse C*° em B;. Dado € > 0 tomamos v, €

C® (RM) tal que
w(x)—{l se|x|<e¢
e(x) =

0 selx|=2¢
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Assim, temos que

Exg=(y:E)xg+((1-y.)E) *g.
Como (1 —,)E é de classe C* em RY, o segundo termo também é. Agora,
notemos que

supp(y E) * g < supp(y. E) +supp g
c{lx| <2e}+ (RN \B).

Entdo, se 2e é menor que o raio de Bj, segue que
supp(y. E) * g < RV \B;
e portanto E * g é de classe C*° em B;. O

Observacdo 12.3. Sejam Q < RY um aberto, P(D) um operador hipoeliptico
e ue ' (Q) tal que P(D)u € C*(Q). Entdo u € C°(Q). De fato, sejam BccQ
uma bola aberta e y € C2° (Q2) tal que y =1 em B. Entao P(D)(yu) = P(D)u em B.
Repetindo o argumento da demonstracdo do teorema, segue que u = yu é de
classe C* em B. Como B é arbitréria, segue que u € C* (Q).

Coroldrio 12.4. Seja Q) c C um aberto. Entdo as fungdo analiticas em Q sao as
distribuicoes u € 2' (Q) tais que

ou 0
0z

12.2 Alguns exemplos

1) Operador de Laplace:
N 52

0
P(D):A:ZF
Lo

Recordemos a 32 identidade de Green: Sejam Q c RY um aberto limitado com
fronteira de classe C!, u € C? (Q) e x € Q. Entdo

OE ou
u(x):f Au(u)E(x—y)dy+f (u(y)—(x—y)—E(x—y)—(y) do(y),
Q 9Q any any

onde
-1 1

N2 N seN=3
E(x) = (1 —2)on |x|

—log|x|] seN=2
21 8
wy denota a drea da esfera unitaria em R” e do denota a medida de superficie.
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Sejam ¢ € C° (RM) e B uma bola aberta contendo a origem e o suporte de ¢.
Aplicando a 32 identidade de Green com = B obtemos

p(0) = fQE(y)Ago(y) dy=E(A@) = (AE)g,

ou seja,
AE =6.

A fungdo E é chamada potencial newtoniano e é a solucdao fundamental do
operador de Laplace.

2) Operador do calor:

P(D)=03;—A, em RNxR.

A solucao fundamental do operador do calor é

1 —Ix?

~e a, >0
E(x) =1 VAnt
0, t=<0

Proposicao 12.5. E € L}OC(]RN xR) e

@;,~A)E=5.

Demonstragdo. Usando que

0o , 12
f e dr= (—)
oo a

temos que a integral com respeito a x é finita quando ¢ > 0. E claro que a integral
com respeito a ¢ é finita em compactos, portanto E é localmente integravel.

Que E resolve a equacdo do calor fora da origem é uma conta simples. Agora,
dada e C° (RN x R temos

(0 — AY)E(p) = E(at(P —Axp)
:f f E(x,t)(0:¢ — Axp)dxdt.
0 JRN
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Entao, pelo teorema da Convergéncia Dominada, temos que
(ar—Ax)E((p):limf f E(x,t)(0:¢p — Axp)dxdt
e—0J¢ RN

:lim(f f(atE—AxE)(p(x,t)dxdt+f E(x,€)p(x,e)dx
£ Q Q

e—0
—|xf?
=lim e p(x,e)dx
e=0Ja /1"
al l'mf L evened
_—= =11 f
Ve y m Q\/J_'[N(p N y
=(0,0).

Coroldario 12.6. O operador do calor é hipoeliptico.

3) Operador das ondas:
P(D)=0%— Ay

Em alguns textos o operador das ondas aparece denotado por [], e denominado
por "operador d’Alembertiano".

Proposicao 12.7. Seja)={(x,t) € RZ, t>|x|}. Entao

E_l

é a solucgdo fundamental do operador das ondas, ou seja,

(0% —-0%)E=4.

Demonstragdo. Dada ¢ € CZO(]RN x R), temos que
(02 - 02)E(g) = E(@%p—029)
1
= Efgafq) ~02pdxdt
1

=5 [ dl=prdr-g.an
Q

1
=~ | (cprdx-g.d

1
=5 [ Foidr-g.an
Y
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onde y = {(¢,x); t =|x|,—a < x < a} tal que supp ¢ c [t < a]. Entdo, sendo

Y1=(9, 0=ss=<a

Y2=(=55), 0=<s=<a

temos

1
(_(ptdx_‘,oxdt) - Ef (_(ptdx_(ﬂxdt)

2_ A2 _lf
(07 ax)E((P)—Z .,

Y1
Mas

1 1 (@
—f(—wtdx—q)xdt):—f —(5,8) — @x(s,8)ds
2Jy 2Jo

1 red
:__f P58 4
2Jo ds

=2 (0,0)
_z(p ,0).

A outra integral é anéloga, o que conclui a demonstracao.

Dados f € C?>(R) e w € RN tal que |w| = 1 temos que
flw-x+1)
satisfaz a equacdo das ondas. Logo, o operador das ondas nao é hipoeliptico.

4) Operador de Schrodinger:

1
PD)= Eat —Ay

O operador de Schrédinger nao € hipoeliptico.

12.3 Teorema de Hormander

Nesta secdo usaremos a seguinte notacao:

P(D)= )Y auD%

lalsm

onde a soma é obviamente finita e

10
a,€C, D*=D['...DY, Dj=~5—
l x].
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Trocando D por uma variavel ¢ € RY definimos o simbolo de um operador:

S=P@)= ) au"

lal=m

O simbolo principal é obtido tomando-se apenas os termos de grau maximo

do polinémio:

SP =Py (S) = Z aaé’.

lal=m

Definicao 12.8. O operador P(D) é eliptico se
Pnpé&)=0=¢=0
Exemplo 12.9 (Operador de Cauchy-Riemman).
§S=SP= %(—li +D,),
é um operador eliptico.
Exemplo 12.10 (Operador de Laplace).
§=SP=-[l,
é um operador eliptico.
Exemplo 12.11 (Operador do calor).
S=it+[¢f?, SP=[¢P,
ndo é um operador eliptico
Exemplo 12.12 (Operador das ondas).
S=SP=[¢f° 7%,
é um operador eliptico
Exemplo 12.13 (Operador de Schrédinger).
S=1+[¢1%, SP=[F,

nao é um operador eliptico.

O

Proposicao 12.14. Seja P(D) um operador eliptico. Entdo existem constante

C,R >0 tais que

IPE)|=ClEI™, se&eRN, &> R.
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Demonstragdo. Seja K = { € RN, |€] = 1}. Como P(D) é eliptico, temos que

b= m1<in|Pm(€)| > 0.

Logo,
[Pm(&/ENI=Db V(] >0,

donde
1P (E) = DIEI™.

Agora, notemos que

P(&) =Pm(8) +Q(S),

onde Q é um polin6mio de ordem m — 1 (no maximo). Entao

Q)| = AlEI™
para alguma constante positiva A, se || > R para um R suficientemente grande.
Logo,

|P(&)| = bIEI™ - AlEI™ T = €)™ (b— %)

Basta entdao tomar um R conveniente. O
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13 Aulal3-12/04/2019

13.1 Teorema de Hormander (continuacao)

Teorema 13.1 (Hérmander). Sejam P(D) =Y 4/<m aaD%, com a, € C um opera-
dor diferencial de coeficientes constantes e Vp = {{ € cV; P(¢) =0}. Sao equiva-
lentes:

(i) P(D) é hipoeliptico.
IDEP@) 1o

ii 0V 0.
W —p@ “?

(iii) ¢ 200 = Im& — oo se € Vp.

Demonstrag¢do. Ver Hormander (2005) O
Observacao 13.2. Pelo teorema, todo operador eliptico é hipoeliptico.
Observacao 13.3. O operador do calor é hipoeliptico.

Observacdo 13.4. Se o operador ¢ hipoeliptico, entdo Vp nRY é compacto.

13.2 Produto tensorial de distribuicoes

Sejam Q; c RM, Q, c RM abertos e u € C(Q), ve C(Qy). O produto tenso-
rial de u por v € uma funcao continua em Q; x Q,, denotado por u ® v, dada
por

u®v(x,y)=ux)v(y).

O produto tensorial se comporta bem como distribui¢do no seguinte sentido:
dadas ¢ € CX(Q1),y € C°(Q»), temos que

(uev)(pey) :f f ux)v(ex)y(y)dxdy
0 J,
= u(p)v(y).
Vamos mostrar que isto também vale para distribuicoes.

Teorema 13.5. Sejam uy € 2'(Q) e up € 2'(Qy). Entao existe uma tinica distri-
buicdo u € ' (Qq x Q) tal que

u(p1 ® P2) = ur (P u2(p2) Y1 € CC(Q1), P2 € C7(Q).
Além disso, se p € C(Q x Q) entdo

u(p) = uy (uz(p(x1, x2))) = up (U1 (@ (x1, x2)))
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Demonstragdao. Vamos mostrar a existéncia. Sejam K; < () ; compactos. Entao
temos que

luj@)l=C; 3. suplo“e;l.

lal=m; K;j
Para ¢ € C°(Kj x K3), definamos
Iy (x1) = u2((x1,°)).
Pelo Teorema 4.2 temos que I, € C°(Kj) e
0%y = up(0%¢(x1,-)).
Logo,

0%I,l<C, Y. supld“dPel.
|Bl=m, Ko

Definamos
u @ CQxQ) — C

o — uly)

Esta aplicacao é uma distribuicao, pois satisfaz

lu@<Ci Y. suplofl,l=C Y sup 0%l
1Bl=m Ki lal<sm K1 x Kz

Passemos agora a unicidade. Vamos mostrar que
u(p1®@2)=0 V(pj € Cgo(Qj) = u=0.
De fato, sejam U; cc(2;. Basta mostrar que

u|U1><U2 :0'

Sejam y ; € C2°(Q;) tais que y; = 1 em U;. Basta mostrar que

()(1 ®)(2)u=0.

Para isso, tomemos v/ ; € C@O(RNJ') tais que

fwj =1, suppy;c< B;(0)

e para € > 0 definamos

1
Welx,y) = mwl(x/e)wg(yle).
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Assim, temos que
((Y1®x2)u) * Ve € C(Q x Q)

para ¢ suficientemente pequeno e
((1®x2)uw) * ¥e — ((Y1® x2)w.
Mas para todo € temos que
((nexdu) *¥Ye(x,y) = (1@ W) (Ye(x—-,y--))
= (1@ x2duw(Wie(x— P2 (y— )
=u(x1()Wie(x— )20 )wae(y— -))

= u((xlwlg(x— )@ (X2Wae(y — '))
=0,

donde segue o que queremos.
Por fim, seja u = u; ® up. Para ¢ € C°(Q2; x Q2p temos que

u(p) = ur (uz2(p(x1, x2)).
Pela mesma construcao, existe uma distribuicdo v = u, ® u, tal que

v(p) = uz(uy (p(x1, x2)).

Como u e v coincidem quando ¢ € um produto tensorial, entdo coincidem

sempre.

Observacao 13.6. Se u; e up tem suporte compacto, entdo u tem suporte com-

pacto.

Definicao 13.7. A distribuicao u do teorema é o chamado produto tensorial

das distribuicoes u; e u».

Observacdo 13.8. Sejam Q = U x I, com U c RV™! e I c R intervalo, ambos

abertos, e u € 2' (Q) tal que dyu = 0. Entdo existe uy € 2'(U) tal que

u(g) = fl Uo(@( -, xn) iy = o ® 1.

Observacao 13.9. Sejam u,ve P’ (RM), uma delas com suporte compacto. En-

tao
(u* ) (@) = ((u*v) * @) (0)
= (ux* (v*¢)0)

= (W) (g +x2)).

79



Teorema 13.10 (do Nucleo de Schwartz). SejamQ; < RYi, j =1,2 abertos, K :

Qo) — P'(Q) linear e sequencialmente continuo. Entdo existe K € 2'(Qq x
Q») tal que

K@) (@) =Kpoy), YyeCPQ),¢e CPQ).

Demonstragdo. Ver Hormander (1990). O
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14 Aula 14 - 24/04/2019

14.1 Composicao de distribuicoes com aplicacoes

Sejam Q;,Q; c RY abertos e f:Q1 — Qp um difeomorfismo de classe C*.
O operador pullback "puxa" funcdes definidas em Q, para Q; por meio de f:

f* @ CP°(Q) — C®°(Qy)

uHuof

Esta operacdo também pode ser definida para distribuicoes. Mais precisa-
mente, temos o seguinte

Teorema 14.1. Sejam Q1,Q; c RY abertos e f : Q) — Q, um difeomorfismo de
classe C*. O pullback pode ser extendido a uma aplicagdo linear continua

ff: 2@Q) — 2'Q)
u — f*u

Demonstragdo. Vamos nos inspirar no pullback de funcdes continuas para defi-
nir como age o pullback de uma distribuigdo. Sejam ¢ € C°(Q2) e u uma funcdo
continua em €2,. Entdo temos:

f*u(q)):(uOf)(qJ):f u(f(x))px)dx

Q

_ fQ we (£ ) 1det(FY 01y
= u(ldet(f ' lpo ).

Notemos que Idet(f_l)’l(p o f‘1 € C¥ Q. De fato, a compacidade do suporte
segue da compacidade do suporte de ¢, e a regularidade segue do fato de que é
uma composicdo de aplicagoes C*°. Assim, para u € 2'(Q;) definimos

(F*w (@) =u(ldet(f lpof™), @e Q.

Alinearidade é trivial. Vamos mostrar que f* é continua. Seja (1) € 2'(Q2)
tal que u; — 0. Entdo u;(y) — 0 Vy € C°(Q2), donde segue que

(f*up) @) =u;(Idet(f Y lpof') =0 Ve CQ).
Logo, uj — 0 = f*uj— 0, e portanto f* € continua. O

Notemos que o pullback de distribuic¢des foi definido para difeomorfismos
de classe C*°. Apenas a regularidade nao é o bastante, como mostra o contra-
exemplo que segue.
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Exemplo 14.2. Seja
f: R — R

E claro que f € C* (R), mas f ndo é uma bijecdo. Com o sub-indice denotando
o nome da variavel, consideremos

u — uof

Seja . uma familia de mollifiers. Temos que

wgﬂui

Se f* estivesse bem definido, seria continuo, e portanto existiria lim f* y, = f*6.
No entanto, tal limite ndo existe. De fato, sejam y € C° (R,) tal que y(0) =1e
@ € C® (R) tal que ¢(x) = y(x?). Entdo

f*ws((p)=wag(f(x))<p(x)dx
= f Ve (x?) y(x*) dx
R
=2 f Ve (x?) x(x%) dx
0

—foow (30— dt
) f

[l
= (s) (es)—ds
[ viomen

(f w(s))((es)—ds);omo,

pois
j‘oo 1 d o) () 1 d
(S)xes)— s—>f s)—ds < oo,
A vis)x s A U4 Vs
pelo Teorema da Convergéncia Monétona. O

Veremos, no entanto, que a composicao com submersdes é sempre possivel.

Recordemos que uma aplicacao diferenciavel f : Q; — Q, entre abertos de
RM e RM é uma submersdo se f'(x) é sobrejetora em todo ponto x € Q;. Uma
condicdo necessdria para que isto ocorra é N; = N.
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Teorema 14.3. Sejam Q) < RM, Q, c R™ abertos, com Ny = N, ef: Q) —
Q, de classe C* tal que f'(x) é sobrejetora em todo x € Q,. Entdo existe f* :
2'(Q2) — 2'(Qy) linear, continua tal que

ffu=uof seueC(Qy).

Demonstragdo. Se existir uma tal f*, entdo serd a tinica, pois C({2,) é denso
em 2'(Q,) (Teorema 10.7).
Para a existéncia, tomemos xo € Q; e A€ ¥ (RM RN ~N2y tais que

h— (f'(x0)h, Ah) € GLIR™).

Seja F(x) = (f(x), Ax). Entdo F'(x9) € GL(R™). Pelo Teorema da Fungdo Inversa,
existem
U< RM aberto contendo X,

V < Q, aberto contendo f(xo),
W c RM~M aberto contendo 0 € RN N2

tais que
Fly:U — V x W é um difeomorfismo C*.

Consideremos o pullback
F*:C(VxW)— C(U).

Denotemos
yE€ ]RNZ,y’ e RM—N2

Se u € C(Q)) podemos considerar
F*(uy®1ly)=(uy®ly)oF=uof.
Isto inspira a seguinte defini¢do:

ff 2@ — 2'0U)
u — F*(ue®l)

Recordemos que F*(u® 1) é a extensao do pullback para distribuicoes:
Fr(u®l)(p) = fU(u ® 1)(F(x))p(x)dx

= fv W(u®1)(y,y’)<p(F_1(y,y’))|det(F_l)’(y,y’)ldydy'.
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Pelo que foi feito, podemos determinar uma cobertura aberta {U’} de Q; e
operadores .
[ :92'(Q2) — 2'(U)
tais que

i@ =uo fly

se ue C(Qy). Agora, se j, k sdo tais que U/ n U* £ @ entdo

fi Wlyings = fi @lyrayi

se u € C(Qy). Entdo, pelo Teorema 5.13, existe uma distribuicao f*(u) tal que
[T @lys = ;W) =uo fly;.

Basta entdo tomar uma sequéncia em C2°(Q,) convergindo para u € 2'(Q,) e
repetir o argumento de localizacgdo. O

Exemplo 14.4. Sejam Q < RY um aberto, p € C*°(Q) uma funcio real com
dp(x) #0VxeQe M:={xeQ; p(x) =0} # @¢. Entdo, sendo dS a medida de

superficie em M, temos que

ds
“(6) = —.
P IVpl

0
De fato, seja xo € M. Podemos assumir F p (x0) # 0. Com a notacdo do teorema
X

1
anterior, seja

Fx) = (o), X2,..., Xn) -

F tem, numa vizinhanca de xy, uma inversa da forma
FL )= (w0, y2r-o ¥n).
De acordo com o teorema, temos que
p*@G)=F*61)

onde 1 denota a constante em RV~!. Notemos que

ey :f x(0,yHdy :f x(0,yhdy,
Q M
onde y' = (y2,...,yn). Entdo dada ¢ € C° (Q) temos

p"®)p) = G 1) (|det(F Y IpoF!)

_fa’/’
Y

S (0) y,)

©,y",y")dy’
oy, @ (v©0,y),y)dy
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Notemos que
V'—(w©,),y)

é uma parametriza¢do de M. Notemos também que

e(v(»,y)=
donde 5
p N
- , - 1
s v,y 3
e portanto
w_ 1
ay,

op N
axl (W(J/)’.V)
Agora, para j =2,..., N temos que

dp noy  0dp _
ox, (w(),y) %, + o~

Assim,

0
(vm(w(y),y’):(ﬁ(w(y),y’),.. ay”’ o, y) (U/(y)y))
1

N
_9p / _v
= ox, (w(y),y)(l,..., T o, y))

e portanto, sendo

Q:

(1,...,—a—w(o,y’))
ayN

/ 6 /
0 (w0, = Q|32 (W)
1

temos que

Agora, sabemos que
dS=Qdy.

@ (w©,y,y)
P () (p) = f Qdy'
(Vo) (1), )]

justamente o que queriamos demonstrar.

Logo,
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15 Aulal5-26/04/2019

15.1 Transformada de Fourier

Passamos agora ao estudo da transformada de Fourier, uma das ferramentas
mais importantes em Andlise. Recordaremos a transformada de Fourier para
funcoes e algumas de suas propriedades, e depois estenderemos o estudo para
transformadas de distribuicoes.

Folland (1999) apresenta uma discussao bastante interessante sobre as mo-
tivagcOes para a forma da transformacado. Aqui, limitar-nos-emos aos aspectos
técnicos e operacionais.

Definicdo 15.1. Seja f € L' (RY). A transformada de Fourier de f é a aplicacio
f© =f . e’ f(x)dx, EeRN.
R

A notacdo f = Z f também é utilizada.

Observacao 15.2. E facil ver que || f loo < Il fll1. Disto decorre que a aplicagao
linear

F : L'RY) — L®RY
f — Zf
¢ continua.
Proposicdo 15.3. Seja f € L' (RY). Entdof é continua em RY e

¢—o0

Fo=>20.

Demonstrag¢do. Vamos mostrar a continuidade usando sequéncias. Sejam ¢ €
RN e (¢,) cRY tais que &, — &. Entdo

7 4 7 4
e 10&n) _, p—ilx60) vxeRN.

Logo, . .
e—l(xystrﬁf(x) N e—l(xyfwf(x) q.s. .

Além disso, '
le™ "% £ ()| < | F ()],

Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada,

F&w) — fEo,

e portanto f é continua.
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Agora, seja g € C° (RY). Sendo Dj=-~ IO temos que
i 0x.

J

£18@) = fR L(=Dpe P g(x)dx
:fRN e Hxe) (D;jg)(x)dx,

donde
18I =<IDjglh.

Logo, existe ¢ > 0 tal que
§HE@)I<c  VEeRY

e portanto
§—oo

g() ——0.

Como CX (RY) é denso em L! (RY), dados fe L' (RM) e £ > 0 existe geCy RN
tal que

€
If—glh 55-

Além disso,

IFOI<1f©@-g@I+18©
=|(f - gy @ +1g&)
<If-glh+1§Q)l

s§+@@n

Pelo que mostramos anteriormente, existe R > 0 tal que |g(¢)| < €/2 se |£| > R.
Logo,
lfl<e

se [é]| > R. O

Exemplo 15.4. Seja
f(0) =y () € LYR).

Temos:

f‘(f) :j‘l eixfdx: e_ixgr 1 _ ei{_e—if _ geif_e—if _ ZSinf
! —i¢ ] i & 20 ¢
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Definicao 15.5. O espaco de Schwartz, denotado por .%#, é o conjunto de todas
as funcoes u € C*° (R tais que

x*DPueI®®Y)  Va,peZY.
Exemplo 15.6. C° (RM) c .. O

Exemplo 15.7. Se a >0, entao e ¢ o, O

Defini¢do 15.8. Sejam (u;) c.¥ e up € . Dizemos que uj — uy em . se para
todo par de multiindices a, § € ny

x*DP uj— x*DPuy  em L.
Proposicdo 15.9. C° (RN) é denso em .

Demonstra¢do. Vamos mostrar que podemos aproximar elementos de . por
elementos de C° (RN).
Seja u € #. Consideremos a sequéncia de termos

X
Up(X) =1//(E) u(x),

onde y € C° (R) é tal que
Osy=<l1 wkx)=1lsel|x|=l, w=0sel|x|=2.
Temos que u, — u em .. De fato:

x*DPu, (x) — x*DP u(x) = x* DPy (x/ n)u(x) — x* DPu(x)
= x*DPux) (w(x/n)—1)+

B\ apy B-y *
I operaeon o )}

o o3} ()l

1x%DP u, (x) — x*DPu(x)| < |x*DP u(x)| lw(x/n)—1|+C/n,

onde C = C(a, §, u,y).
Seja € > 0. Existe R > 0 tal que |x*DPu(x)| < €/4 se |x| > R. Logo, para n
suficientemente grande temos que

Logo,

1x*DP u,(x) — x*DPu(x)| <e/2+Cln<e.
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Por outro lado, para |x| < R podemos assumir y(x/n) = 1, bastando tomar n
suficientemente grande. Neste caso,

|x*DPu,(x) - x*DPu(x)| < Cin<e.
Logo, para todo € > 0 existe ny € IN tal que

supIx“Dﬁun(x)—x“Dﬁu(x)l <e ‘v’a,ﬁeZﬂy.

Uma caracterizacdo importante do espaco de Schwartz é a seguinte:
Observacao 15.10. Seja u € C* (RM). Entdo
ue.¥ < (1+|x))PDPuerl>® vpezl vpeZ.
De fato, por um lado € claro que para todo a € Zﬂy existe p € Z tal que
sup |x*DPu| < sup|(1+ 1x)? DP ul| < co.

Por outro lado, se u € .% entdo todos os (finitos) termos de (1 + |x|)? DPu sao
finitos.

Observacdo 15.11. Se p € [1,00] entdo ¥ < LP (RY) (em particular, é denso). De
fato, se p = 0o é 6bvio. Seja entdo p < oo. Entdo

1
_ k
~[RNIul”dx—j]‘RN|u(x)(1+|x|) Ip—(1+|x|)kpdx

1
vl
RN (1+|x])kP

00 rN—l
:Mwa —dr
o (1+r)kp

< o0

sekp—N>0.

A importancia do espacgo de Schwartz é que este espaco € invariante pela
transformada de Fourier. Mais ainda, neste espaco a transofrmada tem a propri-
edade fundamental de "trocar" derivadas por multiplicagdes por coordenadas.
Em outros termos, temos o seguinte
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Teorema 15.12. A transformada de Fourier define uma aplicagdo continua
F . — .

Além disso,

(D;fY©&) =¢;f©)

X Y& =—(D; H©
Demonstragdo. Seja f € &. Temos:
f©&= fR Lo fodx.
Entdo
—(D; &) =- fR (xe 0 f(x da
=(x; f) ()

Repetindo o argumento, temos que

Df (&) = (0% f)©.
Evidentemente,

ID% flloo < X fll1.
Notemos também que

D fr@ = [ e Dy dx

= f]RN(—D)"‘e"'“‘"f> f(x)dx
= f]RN E%e~ 19 £(x) dx
=¢f (@)
Agora, sabemos que f € C° (RM) e que D% f € L (R"). Notemos que
& f&) = (DP -0 £ ©)
e portanto f € .%. Por fim, notemos que

1P D F (&) < IDP(-0)%flIh
<ClA+I1xD)'DP (=% flloo

1
c:f
RN (1+|x])!

e l> N. Logo, se f; — 0 em & entdo f] — 0em ., logo & é continua.

onde
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16 Aula 16 -08/05/2019

16.1 Transformada de Fourier (continuacao)

Definicdo 16.1. A transformada inversa de Fourier é dada por

1 o
F 1 HE) = WfRN e' % f(x)dx. (16.1)

Observacao 16.2. Notemos que
(F O = —— -0
- em¥N
Vamos mostrar que de fato faz sentido falar sobre uma inversa para %. Para
isso, precisaremos do seguinte

Lema 16.3. Seja g € . a fungdo gaussiana:

gl =72,

Entdo
g = emN2e k12,

Demonstragdo. Consideremos o caso N = 1. Neste caso, g satisfaz a equacao
diferencial
g'(x)+xg(x)=0.

Tomando a transformada de Fourier desta equacao temos

g'(&) +(xg) (&) =0.

Logo,
1
g+ (—;) g®=0

donde

g +¢&g)=0
e portanto

2

g6 =g0e "2

Mas
8(0) :f gx)e 00 dx = v2r,

R

Logo

g =V2ne 2
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Agora, para N arbitrario, temos que

§(5)=f f e METX2 | omINENTN 2 e Ay
R R

= \/27'[6_6% ... \/Zne_‘ﬁv

_ (ZH)N/26—|{|2/2

O

Teorema 16.4. .F :.¥ — ¥ é uma bijecdo continua com inversa %! continua
(e portanto um isomorfismo topolégico).

Demonstrag¢do. Vamos mostrar que se f € .% entao
1

fx) = N

f '™ f(&)de,
IRN

ouseja, F 1oF =1d. Seja g € & tal que g(0) = 1. Temos:

1 : 1 . .
@mN fRN fRN gy dyde = 2mN fRN et fRN 'Y f(y)dyg () dg

1 .
— {x=y,5)
ot o [ O g dcdy
1 5
= WfRNf(y)g(y—x)dy

Logo,
f !0 £(&)g(é) dé :f flx+yg(dy.
]RN ]RN

Agora, seja € > 0. Pondo g.(x) = g(ex) temos
&)= fRN e Vg (2)dz
= f]RN e VA g(ez)dz

. 1
_ =iy, wle)
_fNe gg(w)—gNdw

_ L (Y
_8Ng(8)'

, R 1
[ e fogend= [ rarnelt]
RN RN €

Assim,

£

:fRNf(x+ez)g(z)dz.
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Fazendo € — 0 temos que

Léyau@f@”“@df_Z&NJW@f““ﬁ’

f]RNf(x+£z)§(z)dz—>f(x)fRNg(z)dz

. _1yl2
Em particular, tomando g = e~*"/2 temos que

N
ﬁwﬁaﬁzemwﬂégfm):@mN

donde segue que

[0 ieac

A continuidade de %! segue de maneira analoga a continuidade de %. O

Vamos agora estudar algumas propriedades fundamentair da transformada
de Fourier no espaco de Schwartz.

Proposicao 16.5. Sejam u,v € . Entdo

(i)[ fwdx:f uvdx
RN RN

1 _
(ii) f uvdx= —— f auvdx (férmula de Parseval)
RN 2 RN

3

(iii) (uxv)' =1
1

a*v

(iv) (uv) = 20N

Demonstragdo. Em primeiro lugar, notemos que

f a(x)v(x)dx = f f e IO yE v(x) dédx
RN RN JRN
:f u()0(6) dé,
RN
0 que demonstra (i).
Para demonstrar a identidade de Parseval, seja

1 3
@m)N
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€ notemos que

Y R

1 ;

= (2 )Nf N ﬁel<x’€> dx
/3 R

=v(S)

pela féormula de inversao de Fourier (16.1). Logo, usando (i) segue que

1 —-= 1

1 .
= —(2n)Nf]RN u(x)v(x)dx
= f u(x) f (x) dx.
]RN

Notando que f percorre ., demonstramos (ii).
Pelo teorema de Fubini, temos que

(u * U)A(f):f f e'i<f’x>u(x—y)v(y)dxdy
RN JRN

R JR

= 1) 0(s),

GE

0 que demonstra (iii).
Por fim, notemos que, por um lado,

FAF )} (0 = Co)Nu(-x)v(-x).

Por outro lado,
Flux v} (x0) = 2m)*Nu-x)v(-x),

donde segue (iv). O

A préoxima definicao é uma das mais importantes do curso. Sua relevan-
cia vem do fato de que se trata do ambiente conveniente para falarmos em
transformadas de Fourier para distribuicoes.

Definicdao 16.6. Uma distribuicao temperada é um funcional linear
u:—=C
continuo no seguinte sentido:
fi—0em ¥ = u(f;) —0em C.

Denotamos por %’ o espaco das distribui¢oes temperadas.
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Observacao 16.7. Temos que
CCRY — &

logo
L — ' (RN).
Observacio 16.8. .% é o maior subespaco de 2’ (R") onde podemos fazer ana-

lise de Fourier.

Observacao 16.9. As derivacoes definem endomorfismos continuos em .#. De
fato,
fi—0em ¥ = D%f; —0em .

Notacao. Dizemos que h € Oy, se as derivadas de h sdao dominadas por po-
linébmios, ou seja, se h € C°RN) e se para todo multiindice a € Zf existe
P, e Rlxy,...,xy] tal que

10%h(x)| < |Pg(x)] VxeRMN.

Notemos que G, é um anel com as operacoes de adicao e multiplicacao de
funcoes usais.

Proposicao 16.10. . é um Oy;-modulo, ou seja, se f € & eh € Oy entdo hf €
.

Demonstragdo. Sejam f e h como no enunciado. Entdo dados multiindices «,
temos que

x*DP(h )| =| ¥ (ﬁ)x“DYhDﬁ—Yf
r=p\Y

IA

anﬁ_Yf‘

z[f)orn

£ D)l

e todos os termos na ultima linha sao finitos pois f € .#. O

IA

anﬁ—Yf‘

Observacdo 16.11. Notemos que .%’ também é um @); modulo. De fato, se
fi—0em . entdo hf; — 0 em . para todo h € Op. Logo, se u € %' entdo

hu(f;) =u(hfj) —0
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Exemplo 16.12. Temos que &' < .%'. De fato, se u € &' entdo existem um com-
pacto K e constantes ¢ > 0, m € Z. tais que

lu(f)l<c Z sup 0% f| Vf€C°°(]RN),Va€Zf.

lalsm K

Assim,
fi—0em ¥ = u(f;) ~0em C.

O

Exemplo 16.13. Para 1 < p < oo temos que L”(RY) c .&'. De fato, sejam u €
LP(RN) e f € &. Entdo, sendo g o expoente conjugado de p, temos que

1/qg
<llul, (fRN|f(x)|qu)

1/q
< llullsup || £ ()] (1 +1x)F] (fRN(l +|x|)“’k) .

URN u(x) f(x)dx

Para k suficientemente grande, (1 + Ix])* e L9(RN), donde segue o resultado. Em
particular, ¥ <., O

Dadas u, v € &, vimos que

f a(x)u(x)dx:f u(x)v(x)dx.
RN RN

Isto motiva a seguinte

Definicdo 16.14. Se u € ' definimos sua transformada de Fourier da seguinte
maneira:

af)=ulf), fe.

Exemplo 16.15. Seja u =1¢€ L®°(RY). Entdo dada f €. temos que

a(f) = u(f) = fR J©de=enV o).

Logo,
i=0emnNs.
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17 Aulal17-10/05/2019

17.1 Transformada de Fourier (continuacao)

Observagao 17.1. Sejam ue %' e f € &. Entdo
Flu)=uwFh

donde
FF lu=7 ' 'Fu=u
Observagao 17.2. Se u € &' valem
(Dju)AZEjLAL
DjI:LZ —(xju)A
De fato, se f € . temos que
(Dju)(f) = Dju(f)
=-u(D;f)
=u(¢; )
=1 f)
=¢;u(f)
e que
Dju(f) =-uD;f)
-ul )
=—u;f)
=—(&;u (.

Em geral, temos que

(PD)uy= ) aq(D%uy

lal<sm

= Z ag&* (&)

lal<=m

=P u(d).

Exemplo 17.3. Vimos que
1=emNe.
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Logo,
-1
) : " emNe@
l|05|
e portanto se P(X) = Y4 <m daX” temos que

G

(@)
“Tal aqd

P =N Y

lal<=m

Teorema 17.4. Se u € & satisfaz
Au=0
entdo u é um polinomio.
Demonstragdo. Temos que
Au=0 = (Au)" =0.

Mas
(Au) = —|EPaE)

donde temos que supp u < {0}. Logo,
0= Z ay 6.
lal<sm

Entdo usando a transformada inversa de Fourier temos que

u= Y agF '6W9W

lal=m

= ) 8ux“

lal=m

Exemplo 17.5. Seja u € L'RN) c &'. Para f € & temos que
a(f) = u(f)
= f u(@ f & dé
RN
- f u(®) f 10 f(y)dyde
RN RN

=fRNf(y)f]RN e Ky &) dedy.

Logo, i como distribuicdo temperada é definida pela integracdo contra

f . e_i<y’€>u(f) d.¢
R
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Notacdo. Seja u € 2' (RY). Entao
() = u(@)
Teorema 17.6. Se u € L*(RN) entdo i1 € I*(RY) e
lallz = @mNZ ) ull,

Demonstragdo. Dadas u € L2(RM e f €< temos

@)l :U w(x) f(x) dx
RN
< lluliz I fll2

< m M2 lulz 11,
pela identidade de Parseval. Consideremos a seguinte aplicacao:

T : & — C

Como % é denso em L? (RY) a aplicacdo T se estende (por continuidade) a
um funcional linear continuo em L2 (RY) com norma || T|| < 2m)V'2||ul,. Pelo
Teorema de Riesz existe v € L2 (R") tal que

T(f):f]RNv(x)f(x)dx:iL(f) Ve

Logo, v=1e ||, < CON2|ul,. Agora, pela férmula de inversao temos que

1
F ) = .
emN
Logo,
1. I x
U=% 1= u.
@mN
Assim,
emNlulz < 1all, < @21l
e portanto
oM ul, < 14l
o que conclui a demonstragao. O

Definicdao 17.7. Uma func¢do heC 1(CN) 6 uma funcao inteira se

on

T—O V.:].,...,N.
azj J
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Observacdo 17.8. Se h é inteira entdo h é C*°(CM). De fato, recordemos que

o 9 1(02+02)
5. 95 ilaz ez
Ozj Oz]- 4 axj Oyj

Assim,

1
—h==-Ah (em R?M).
0z 4

N
0
= Yo 55"

Como A é um operador hipoelliptico, entdo h € C°(R?N).
Exemplo 17.9. Dado a € C, a funcao
h(z) = e®®
¢ inteira.
Teorema 17.10. Se u € &' (RY) entdo i é definida pela funcao
& uy (7T
e esta funcdo se estende a uma funcdo inteira em CY dada por
0(2) = uy(e ™),  zeCV,

Demonstragdo. Sejam ue &' (RY) e ¢ € C° (RY). Entdo

(U ®(p€)(e—i<x,€)) = u, (f]RN(p(é)e—Kx,E) df) = u(p) = ().

Por outro lado,

(x ® ) (e %) = f PE)uy(e M) de.
RN

Por fim, notemos que # € de fato uma funcao inteira:
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Observagao 17.11. Se ue &’ (RM) entdo & € @),. De fato, pelo teorema anterior
temos que .
DE (€)= ux((—x)"e "),

Mas como u € &' entdo existem C >0 e m € Z, tais que

lu(f)l<C Y suplD*fl  VfeC®RM.

lalsm K

Logo, |
Dfa@)l<C ) sup |[DP (x%) e~ 159,
IBlsm K

ou seja, as derivadas de @i sio dominadas por constantes (que sdo polindmios),
donde segue a observacao.

Teorema 17.12. Sejamue ¥ eve&'. Entaou*ve .S evale
(uxv)y =1uv.

Demonstragdo. Em primeiro lugar, observemos que o produto @9 estd bem
definido. De fato, .’ é um @);-md6dulo (Observacgédo 16.11) e pela observacao
acima 0 € Oy, donde segue que D € .¥'.

Seja g e C° (RY). Temos que

(u* v)(g) = [(u*v)*@0).

Vamos mostrar que
[(u* v)PI0) = u(D * ).

De fato, dado x € R" temos que

[((u*v)Pl(x) =[ux* (v*@)l(x)
=uy ((v*@)(x—y)
= 1y (2@l y - 2))

donde
[(u* V)P10) = uy (vz(P(—y - 2))).

Agora, fixado y € RY seja

n=@y+)eCXRY.
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Entao temos

v (@(=y—2)) = v (@)

v(m)

Uz (P(=y+2)
U (p(y-2)
(0 * @) (y).

Logo,
[(u % V)P)0) = uy (D P) (),

donde segue que
W v)(@)=u@*g), @eC>RY.
Inspirados pela identidade acima, consideremos a seguinte aplicagao:
peS —u*p)eC.

Que se trata de uma aplicacao linear é evidente. Vamos mostrar que também é
continua. De fato, como v e portanto ¥ tem suporte compacto entao existem
um compacto K ¢ R e constantes C > 0, m € Z, tais que

sup|x*DP (i + ) (x)| < sup [x*,[DEp(x— )|
RN xeRN

<C Z sup suplx“Dng(p(x—y)l
lylsk xeRN yeK

<C ) sup [x*DVpW),
lyl<k+|Bl xeRN

donde segue que uxve . e
(u*)(@) =u@*@), @eCRY.

Por outro lado, dada ¢ € C° (RY) temos, pela segunda parte do Teorema 13.5:

(U *@)(x) =v[px+ )] =vy

fRN e I (&) de

_ —i0E) ) (i)
—fRNe vy(e” ") &) d¢
=F(pD)(x).
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Assim, dada ¢ € C° (RM), vale que

(u* V) (@) = u(F (p?))
u(pD)
D),

0 que conclui a demonstracao.
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18 Aulal18-17/05/2019

18.1 O Teorema de Paley-Wiener-Schwartz

Teorema 18.1 (Paley-Wiener-Schwartz). Sejam U (&) uma fungéo inteira em CN
e A> 0. Entdo sdo equivalentes:

(Ia) U éa transformada de Fourier de u € &' RN com suporte contido em B4(0).

(Ib) Existem constantes C >0, M € 7., tais que

U] < CA + M eAlme]

Também sdo equivalentes:
(Ila) U é a transformada de Fourier de u € C°(B4(0)).

(ITb) Para todo M € 7., existe uma constante Cy; > 0 tal que

UQ)] < Cpy(A+17))MAel ™

Demonstragdo. (Ia) = (Ib): Seja ys € C°(B4+5(0)) tal que x5 = 1 num aberto
contendo B4(0) e

C
|6a)(§| < 6—5.
Logo, se { € CN entdo
()| = u(e™ <)

= (rsw) (e )

<C Z sup 6“{)(56_i<"(>}'
la|=M |x|<sA+0

=C ), Z(a sup (0% Pys(x)(=ie 0
lal=M B=<a p |X|<A+6
al=M p=a \P

Notemos que
)e—l<x,Re()e—z(x,lIm(‘ — e(x,lm( < e(A+6)|Im(|’
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donde

u@Qi=c ), (1+|(|)Ial plA+0) (|
lalsM 5|a|

=(1+1Eh™H =C' Y (1+lgp*le Allm{ —((
lal=M

(Ila) = (IIb): Seja u € C°(B(0)). Temos

U©) = f u(x)e 0 dx
|x|<A

GOUQ) = f x| < AQ@“w) (e 0 dx.
Logo, para todo a € ZY
U@ < (sup|0“UN (Ba(0)eM™ = |UQ)] = Cpy (1 + 1)~ MeA™E,
(IIb) = (IIa): Temos
U= Cy+7)~Memel,
Em particular,
U <CyA+1IN™ V(eR" = ue s, uell,ue C°R").

Temos
ulx) =

Pelo Teorema de Cauchy, dadon € ]RN temos

f U(E +in)e'™¢tinge,

4= N

Tomando M = N + 1 temos

lu(x)| < (ZN;—;[[ I+[E+inh)” —N-1, 4, <X77>d§

< CeA|n|_<X,n>f (1 + |€|)—N—ld€
]RN

€ portanto
lu(x)| < CeM=>M vy pneRN.
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Pondo n = tx com ¢ > 0 temos
lu(x)| < Ce!MAIXI,

Se |x| > A, fazendo t — +oo concluimos que u(x) = 0.
(Ib) = (Ia): Temos que

U©I=ca+ip, ¢eRrV.

Em particular, U|g € %' e portanto U = il para alguma u € .%’. Seja
1
Pe = E—Np(x/e), €>0.
Entdo p * u — uem 2'(RY). Além disso,
F(pe* U) = F (p) F (W) = F (pe) U

Pela parte (II), para todo M € Z, existe Cys. > 0 tal que

10e)] < Care (1 +1CN~Me ™,
Logo, dado M € Z, existe Cyr > 0 tal que

PeQUQ) < Care(1+ ¢~ M el A+,

Também pela parte (II), supp(pe * 1) € Bae(0). Como p. * u — uem 2' (RY),
entao supp u < B4 (0). O
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19 Aulal9-22/05/2019

19.1 A parametriz

Definicdo 19.1. Seja P(D) um ODPLCC em RY. Entao Ein2' (RY) é uma para-
metriz para P(D) se
PD)E=6-w

com w € C°(RM).
Teorema 19.2. Se P(D) tem uma parametriz que é C°(RN\{0}) entdo P(D) é
hipoeliptico.

Demonstragdo. A demonstracdo é a mesma do caso em que E é solugao funda-
mental. O

Teorema 19.3. Se P(D) é eliptico entdoP(D) admite uma parametriz C*° (RN \{0})
e portanto é hipoeliptico.

Demonstragdo. Seja P(D) =Y |q1<m GaD* (m = 1). Entao o simbolo de P(D) é
PE) = Y aut”

lal=m

e o simbolo principal de P(D) é
Pn(§) = Z aa‘fa-
|lal=m

Recordemos que P(D) € eliptico se e somente se a Ginica raiz de seu simbolo € 0.
Logo,
|Pm(E/1EDI2C VEe RN {0},

ou seja,
IPn(©| = CIEI™ VEeRN (0},
Temos
P($) = Pp($) +Q(S)
com

Q)< ClEMt Vv|EI=1.

Logo, se || = 1 entdo

IP(©)] = clg™ - Cle|™ !

wrf-3

C
= Zgm
_2I€|
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se |¢| > R para algum R = 1. Seja y € C° (RM) tal que y = 1 em |¢| < R. Entao

1-x)

N oo N I
P(cf) eECCRMHNL® (RN c 7.

f@)=

Logo, podemos tomar E € %' tal que £ = f. Assim,

F(P(D)E) = PEEE) =1-x(&)

e portanto
PD)E=6-w
comw=Z"1(y).
Vamos mostrar que
D* < ColéI™™7%, [§I>R.
P© ¢

Se a =0, é trivial. Se vale para |f| < |a| entao

0=D%(1)=D" (P(f)L)

P(&)
1
= D% Fp
1
= P(§)D” - DF D*Pp
©) P(f)) i (P(f) ).
Logo,
1
P(&)DY - DP D*Fp
() (P(:f) ﬁs[;ﬁ#a Pf)) &)
eportanto
1 a
P& D% Cgal&|~ 1Bl gy m=lal+I Bl
) P(cf)) ﬁq;ﬁ#a(ﬁ) 5l<] <]
= CUgm,
donde

1
D% —_ C/ -m- Ial
6] <]
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Temos entao que

Ppe| — || < ¢ |é|/f—m-led > R.
¢ P(&)) l€l €]
5 1-x()
11—y
g) = P
entao
1EPDg(&)] < Cylé)Pl-m=lal yEe RN,
Entao

F (DP(x*E(x))) < Cy|&|/PI=m—1ad

Fixamos f € Z’f e tomamos @ com |&| > N + 1 +|f| — m. Com esta escolha de «
temos que {PD%g(&) € L' (RY) e portanto

1

Dﬁ (x“E(x)) = W

[ D" ge 0 ag e cm.

Concluimos entdo que para todo ff se |a| > N + 1+ || — m entao DF (x“E(x)) €
C(@RM. Em particular, se |a| > N +1— m entdo x*E(x) € C (RN

Dado xp # 0 existe @ com |a| > N +1 - m tal que se xj # 0 entdo x* # 0 em
uma vizinhanga Vj de xo. Logo E(x) é continuo em Vj. Suponhamos entdao DY E
continua em RN \{0} para todo y tal que |y| < |B]. Dado xy # 0 existe @ com
la| > N +1+ || - m tal que se x§ # 0 entdo x“ # 0 em Vp. Temos:

DP (x¥E(x)) = x* DP E(x) + Fop(x).
Logo, DPE é continua em Vj. O

Teorema 19.4. Sejam P(D) eliptico, f € C*(RY) e xo € RN. Entdo existe u €
C® (RY) tal que P(D)u = f em uma vizinhangca de x.

Demonstracdo. Pelo teorema anterior, P(D) admite uma parametriz, entao te-
mos
PMD)E =6 —w.

Seja g € C° (R™). Entao

PO)NExg)=PMD)E*g
:5*g—w*g
=g-w*g.
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Seja y € C° (RM) tal que supp y  Q, onde Q é um aberto contendo xo, e y = 1
em uma vizinhanca de xy. Entao

P(D)[E*(yg)] =xg—w* (18
=x8-x(0*(x)-A-p (w*(xg)
=g—x(w*(x9)-0-p(0*(x®)-1-18g.

Basta determinar g tal que

gy (w*g)=xf

ou seja,
g-Tg=xf (19.1)
com
Tgx)= )((x)fgw(x—y)()(g)(y) dy.

Suponhamos Q de fecho compacto e seja x € Q). Temos

ITg()l < fg G- lxg()ldy
< sup|w(x—y)|suplg(| Q]
QxQ Q
1
< Esgplgl

se Q for pequeno o suficiente. Logo, podemos calcular a inversade I — T

I-n't=) 1.
0

Assim -
g =Y T'(xHeC.RY), suppgcQ.
0
Pela Equacio (19.1) segue que g € C° (RY). O

Observacio 19.5. O operador (1—A) em R”Y tem simbolo 1+|¢|. Logo, (1—A)™
tem simbolo (1 +|&[%)™.

Proposi¢io 19.6. Dada v e &' (RY) existem ue C°RN)n.%' e M € Z, tais que

1-AMMu=v.
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Demonstragdo. Temos que

1-MMu=v= 1+1&»HMa=10

. (&)
= O T
Mas existe k € Z., tal que
D(&) < C(1-|EP)*
e portanto
2 ()| < Cw-
Se2M —2k> N +1 entdo &€ L' (RM) e portanto u € C (RM). O

Teorema 19.7 (da estrutura). Sejam Qc RN, ue @' (Q) eU c Q um aberto rela-
tivamente compacto. Entdao existem v € C RM eMe Z, tais que

uly =1 -MMy|y.

Demonstragdo. Tomemos y € C (Q) tal que ¥ = 1 em uma vizinhanca de U.
Segue da proposicao. O
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20 Aula20-24/05/2019

20.1 Espacos de Sobolev

Definicdo 20.1. Seja s € R. Definimos H* (RY) como o espaco das distribuicoes
temperadas u € %' tais que

oy AHIEP)S
hel (]R T dé|,

ou seja, tais que

1 1/2
lulls = ( f]RN(” |é|2)sm(£)|2dé) <oo.

@2mN
Observacdo 20.2. Notemos que H° (RY) = L2 (RM).

Proposicdo 20.3. Seja s € R. Entdo H* (RY) é um espaco de Hilbert com o pro-
duto interno

f (1 +1EP) 2O B(E) dé.
RN

(w,v) = @mN

Demonstragdo. Recordemos que se u € L? (RM) entdo @ € L? (RM) e vale que
lallz = @MY ullz.
Seja (un) new < H* (RY) uma sequéncia de Cauchy. Notemos que

N/2 A ~ 2
ity — tmll5

ltn = umll3 = (27)
= @02 [l d¢
< (2n)N’2fRN(1+|é|2)S|an—am|2d€—>0,

donde segue que (u,) é de Cauchy em L2 (RM). Mas este é um espaco de Hilbert,
donde segue que existe u € L? (RM) tal que

Up — U.
Agora, queremos que u € H*(R"), logo devemos mostrar que (1 + |£|?)°# €

L2(RM).
Notemos que

1
ltn = umll§ = wa [(L+1EP) 2 — A+ [EP) |
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e portanto a sequéncia ((1 + [¢] 2ysizy in) new € de Cauchy em L2 (RM. Seja v e
L% (RM) o limite desta sequéncia. Vamos mostrar que

v=(1+1¢%)"a

mostrando que os limites em %’ sdo iguais.
Vamos mostrar que (1 + [£]%)%?1%,, — (1 +|£12)%? 0 em %', De fato, para toda
p € . temos que

A+ 1EP) 2 0, () = T, (1 + 11552 )
= fRN 0, () (1 + 18192 (8) d¢

o RGEREERROL
= (1+1E7)°? ulp)
donde segue a afirmacdo. Analogamente,
(L+1E1%)*" () — v(@).
Como o limite é tnico temos que (1 + |5|2)S/2a =ve RN, e portanto u €

H* (RM).
Por fim, temos que

=gl = )Nf 1+ 1)1 1, d
1 N .
:Wf +1E 22— A+ 1872 ) de
— 0,
0 que conclui a demonstracao. O

Observacao 20.4. Se s = r entdo
HS (RN) c Hr
e vale que
lullr < lluls

(donde seque que a incluséo é continua). De fato, seja u € H* (R™). Entdo temos
que

ooz ooy [ i Nar de

= )Nf 1+ 162" |al? de
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Proposicdo 20.5. Seja s € R. Entdo . — H* (RY) ea inclusdo é continua.

Demonstragdo. Seja ¢ € &. Entao

1 (L+51%)° 2t

< Cpsup|(1 +1EA)PPE)]
RN

Il =

para p suficientemente grande.
Para mostrar a continuidade, consideremos uma sequéncia (¢ ;) € & tal que
@;j — 0 em # arbitraria. Entdo temos

@j—0em S = (1+1{*)PP; —0em L™

= ¢;—0em H* (RY)

donde segue a continuidade da inclusao. O

Definicdo 20.6. Seja s € R. Definimos a aplicagdo T°: ¥ — & da seguinte
maneira:
TSu — g—l ((1 + |6|2)3/2a(6))
1
- emN

| eearit o ues

Observacdo 20.7. A aplicacdo ¢ — 1+ |¢|? pertence a Oyy.
Observacao 20.8. Vale que
H'RM ={ue s T'ue * M},
com
lulls = 1T ullo.

Logo, T*: H* (RY) — H° (RY) é uma isometria com inversa 7~°. Em geral, sdo
isometrias as aplicagdes

T": HS(RN) — H" (RY)
comrseR.
Observacao 20.9. Dado s € R temos que
H* (RY) — &'

e a inclusdo é continua. De fato, seja (1) c H® (RM) tal que uj—0em H* RM).
Entao temos que T°u; — 0 em L2 (RN e portanto em .#’. Logo, uj=T"Tuj—
0 em %', donde segue a afirmacao.
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Observacio 20.10. Como . é denso em L? (R temos que T~%.% =.& é denso
em H*(RY).

Teorema 20.11. Ses=me Z, entdo
HS(RM) = {u e I2(R™: D% e I2(RM V|a| < m}

eanorma
1/2

Ml = | 3 1D%ullo

lal=m
éequivalente a || ull .
Demonstragdo. Sabemos (ver Cavalcanti e Cavalcanti (2009)) que
1
— Y =+ EP"=Cp Y, &
Cm lal=m lalsm

Dai segue que

2a 2a
|al*dé < llull?, < |0)% dé.
Notando que
&4a1* = (D wY?
a tese segue facilmente. O

Notemos que H* (R"Y) ¢ H® (RM) = L2 (R) para todo s = 0, entio os elemen-
tos de H? (RY) sao funcoes. Para s < 0 os elementos do respectivo espaco de
Sobolev tem uma natureza mais singular.

Exemplo 20.12. Com N =1, seja
1
flx)= P sin x.
Temos que f =Z L y_1.1):

_ 1 ,
F 1%[—1,11(36):—[ e yio1,1(6) dé
271 JR

1y
=— | e™xdé¢
2mx J-1
1 X
— cos udu
2nx
.
= —sinx.
X
Mas entdo f = X1-1,1] € portanto f € H*(R) paratodo s € R. O
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Exemplo 20.13. Sabemos que § = 1. Entdo

ol = s [ it ae=on [0 ar

@mN

Sabemos a priori que s deve ser negativo, do contrario a integral é claramente
divergente. Entdo temos, para s <0:

o0 o0 1
f (1+r2)SrN_1dr:f —— N ldr
0 0o (1+r%)7s

1 1 N oo 1 N
Sf ———T _ldr+f —rNldr.
o (I+rH)~s o T

6(—:HS(]RN)<:>SS—%N.

Assim,

Seja s > 0. Sabemos que H* (RM) é um espaco de Hilbert, e portanto pode
ser identificado com seu dual (H s (IRN)) de forma natural (via isomorfismo
de Riesz) pelo produto interno. No entanto, o produto interno em L2 (RM) nos
fornece uma forma natural de identificar (H S(RN )) " com H™ % (RM).

Antes, notemos que se v € H® RMentaove H* RMe|Tls=lvs:

1712 = f A+ 1EP 52 de

@mN

- oy [ Al

Tomemos entdo u € H* (RY) e ve HS (RY). Entdo 7€ H™S (RY) e temos que

A

v = | (1+ 52 "2a] [ +1eD) 70| e L' ®Y),

uma vez que ambos os termos no lado direito estdo em L? (RY). Assim, v define
um funcional linear continuo sobre H* (R™):

Jy ¢+ HRY — C

u — avdé
RN

Por outro lado, seja J um funcional linear continuo sobre H* (RY). Como H* (RM)
é um espaco de Hilbert, temos que 3g € H* (RY) tal que

J(w = f 1+ 1EP @ DE) dé

@emN
:f]Rsztu‘sz
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onde

_L 2\S =) N
w(s) = (Zn)N(HIfI )’ve H” (R™)

(pois H® (RM) ¢ H=S(RM).
Notemos que

1 2
1w = [ Ja@old:

1
= o [ L 11+ k001

< lullslivll-s
Para o proximo teorema precisaremos do seguinte
Lema 20.14. Para quaisquer,neRYN ese R vale que
(1+1ER° <28 a+1E-nH M a+mP?
Demonstracgdo. Primeiro, seja s = 0. Entdo temos

(I+1EP)° < @ +1E-n+nA°
< (1L+2[E=nl*+21n)»)*
<25(L+1E=n2+In)»)°
<2°(1L+1E-nP)°A+In°.

Mas
A+n*) S <2°A+ €= A +1EH)°

e entdo, trocando 1 por ¢ temos
(L+[EA) 7 <2°A+IE=nI?) L+ InH) >
O

Vamos mostrar que a multiplicacdo por funcoes de Schwartz preserva os
espacos H* (RY). Isto serd ttil para localizarmos espacos de Sobolev.io

Teorema 20.15. Sejam u € HS (RM) e ¢ € &. Entdo pu € H*(RY) e existe uma
constante C = C(g, s) tal que

lpulls < Cllulls.
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Demonstrag¢do. Suponhamos u € .. Entao

A — 1 o~ _ -~
(pu)(§) = —(2n)Nf]RN @ —m)imn)dn.

De fato:

fRNqb(é—n)ﬁ(n) dnszN (f]RN e~ I g () dx) a(n) dn

_f . (f . e' M f(n) dn) e {50 p(x)dx
RN \UR

- (Zn)Nf u(x)(p(x)e_“x"r) dx
RN
= 2m)N (pu)(©).
Agora, notemos que

|s]/2

2\s/2 ~
A +I1519"(puw)T = 2V

[ =m0 ~mi+ Iy dn

donde seque que

)|s|/2

lpull® < cll @+ A" 2@ Iy lull?.

Concluimos entdo que existe C = C(¢, s) tal que
loulls < Cllulls Yues.
Seja entdo (uj) ¢ & talque u; — ue H® (RM). Se j, k € N temos que
lo(u;—ulls = Clluj — uglls,
ou seja, (¢u;) € uma sequéncia de Cauchy e portanto pu; — v e H* (RM). Mas

uj — uem ., logo pu; — gu em &' e portanto v = ¢u, donde decorre a
tese. O
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21 Aula21 -29/05/2019

21.1 Espacos de Sobolev (continuacao)

Os espacos de Sobolev se comportam bem em relacdo a derivadas:

Teorema 21.1. Seja P(D) um operador diferencial parcial linear de coeficientes
constantes de ordem m e seja s € R. Entdo P(D) define um operador linear
continuo

P(D): H* (RY) — H™RN).

Demonstragdo. Seja u € H® (RY). Notemos que existe C > 0 tal que
PE) < CO+IH™2.
Entao

A +ERD™(PMD)uy ()% < A+ [EP)S™PE) |l auE) 1*
< C*(1+ &)1 2.

Lema 21.2. Sejam s€ R ek € Z., tais que
N
s>k+—.
2
Entao existe C = C(k, N, s) >0 tal que
I1D%ulloo < Cllulls Yue &, Vial<k.
Demonstragdo. Pela formula de inversao de Fourier, temos que
1 ,
ux) = —— f e! ™0 g (&) de.
T RN

Temos também que

a _ 1 i{x,8) rar
D%u(x) = W RN e 6 U(g) d‘f
e portanto

1
ID“u(x)IsWfRNIEI'“'Iﬁ(é)Idé

1 |al
f S 01210 de

T N Jry (11181252

1 e 1/2 12l 172
s—(sz{fRN(wa 14| d&} fR T

1 1
< IIuIIs{ (Zn)N/RN (1+|€|2)5_k}
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pois

1E121 < (1 4+ g2
<1 +[EH
< (1+1&Hk.

Notacao. Denotaremos
B¥(RM):={ue CFRY); D ue [ (RM) Vial < k}

com a norma
lul g == lal < kIl Dt .

Observacdo 21.3. E facil ver que B* (RY) com a norma acima é um espaco de
Banach.

Teorema 21.4. Sdo equivalentes:
N
i) s>k+—.
) 5
(i) H®(RM < BFRY).
Demonstragdo. (i) = (ii) Pelo lema anterior, temos que
lullg = Clluls  YuesS.

Seja v € H*(RY). Entdo existe uma sequéncia (uj) « & tal que uj — v em
H* (RY). Mas entdo
luj—unllixy = Clluj — unlls,

donde segue que (u;) € uma sequéncia de Cauchy em BF (RYM). Mas entao existe
w € BF (RN tal que u; — w. Agora, como ambas as convergéncias se dao em
2' (RM) segue que v = w € BE(RM).

(ii) = (i) Vamos mostrar que a inclusao é continua. Seja (u;) € H S(RM) tal
que

uj—u em H* (RM

uj—v emBk(RN).
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Como as convergéncias se ddo em 2’ (RY) temos que u = v e portanto o grafico
da aplicacao de inclusao é fechado. Pelo Teorema do Grafico Fechado segue a
continuidade da inclusdo. Assim, temos que existe uma constante C > 0 tal que

lullw < Cllulls  Vue H (RY),
ou seja, temos (redefinindo a constante) que

Y ID%u@)|=Clluls VYue H'RY),vxeR".

lal<k
Mas entao
Y 18P ul<Cluls  Vue HS®RM,vxeRY
lal<k
e portanto
16@ul<Clluls VYue HRM),Vxe RV, V|a|< k.
Sendo
Ta,x = 555”
definamos
5= {Ta,x; xeRN, ae Zf, la| < k}.
Temos que

Fo(H®Y) = ®Y

é limitado. Vamos obter uma descricdo de T, ; que nos permita usar este fato.
Notemos que para ¢ € .% temos que

Ta,x((l)) = Ta,x((,b)
~ (fRN e oy dy
= fR LanTe o) dy,

donde concluimos que
Ta,x = (l'J/)ae_Mx’w-

Uma vez que || Ty x|l s < oo segue que

f (1+[E2)S1E2% dé < 0o
RN

donde concluimos que

N
s>k+—.
2
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Até agora vimos apenas espacos de Sobolev em todo o RY. E possivel gene-
ralizar e estudar espagos de Sobolev locais.

Definicdo 21.5. Sejam Q < R” um aberto e s € R. Definimos
HS (Q):= {ue 2' RY); pue H RN Yo c?(Q)}.

Temos em H; ((2) a seguinte nogao de convergeéncia:

Defini¢do 21.6. Seja (u;) c H; (). Entdo

uj—0 emH; (Q)

loc
se
pu;—0 em H*(RM) Vo e C°(RN).

Vamos agora estudar algumas propriedades dos espagos H; | .

Proposicao 21.7. Sejam s = . Entdo H; () < H ZZOC (Q) ea inclusdo é continua.

Demonstrag¢do. Sejau € H lsoc (Q). Por definicao, temos que
pue H* RN c H' RY) vVee C®RY),

donde segue que H lsoc QcH lloc (Q). A continuidade segue de maneira analoga.
OJ

As préximas duas propriedades sao triviais.

=J2

loc

Proposicao 21.8. HP (9))]

loc

Proposicao 21.9. Seu€ H; () e f € C*(Q) entdo fue H;  (Q).

Proposi¢do 21.10. Seu € H; (Q) ea € ZY entao D*u e Hlso—clal_ Em geral, se
P(x,D) = ¥ |qj=m Ga(X) D% com aq € C* (Q) entdo
ue H), (Q) = P(x,D)ue H " (Q).

loc

Demonstragdo. Seja ¢ € C°(QQ). Temos que @u € H® (RY). Temos entio:
¢Dju=Dj(pu)—(Djp)u.

Mas os dois termos no lado direito estdo em H*~! (RY). Como @ € arbitrdria, isto
demonstra que Dju € H ZSO_CI (Q). Procedendo de maneira andloga e utilizando a
regra de Leibniz obtemos a tese. O
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A seguinte propriedade é uma caracterizagdo importante dos espacos H lsoc Q).

Proposicao 21.11. Sejaue€ 2' (Q). Entdo u € H; .(Q) se, e somente se VU < Q
com fecho compacto existe ii € H* (RY) tal que ii= uem U.

Demonstragdo. Seja U c Q) com fecho compacto. Entdo existe uma funcao de
cortey € CX(QQ) talquey =1lem U. Entdo u=yuce 2'(Q)emU.

Por outro lado, seja ¢ € C® (Q). Entdo existe i € H* (RM) tal que u = @i em
supp ¢, donde seque que pu € H* (RM) pelo Teorema 20.15. O

Observacdo 21.12. Seja v € & (RY). Entdo pelo Teorema de Paley-Wiener-
Schwartz existem C >0 e M € Z, tais que

0@l <Ca+igH™ veeRY
donde segue que v € H* (R") para algum s € R.

Teorema 21.13. SejaQ c RN um aberto. Entdo vale que

M ) H},. Q) =C®Q.
seR

(i) U Hj, Q) =2 .
seR

Demonstragdo. Em (i) uma inclusdo é trivial e a outra segue facilmente do
Teorema 21.4.
(|
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22 Aula22-31/05/2019

22.1 Regularidade

Teorema 22.1. Seja P(D) um ODPLCC de ordem m = 1 eliptico. Sejam Q. < RY
um aberto e u € 2' (Q) e suponha que P(D)u € Hlsoc (Q). Entdouc H"(Q).

loc
Demonstragdo. Existe E € 2' (RY) parametriz para P(D) tal que
Elgnyq € CPRM o),
dada por
PD)E=6-w, weC RM).

Fixemos xp € Q e p > 0 tais que B = B, (xp) tem fecho contido em 2. Vamos
mostrar que u € H; ™ (B).
Observamos que se u € 2’ (QQ) é tal que para todo x € Q existe V, < Q vizi-
nhanca de x tal que uly, € H;, (Vo) entdo u € H; (€).
Tomemos y € C? (Q2) tal que ¥ = 1 em um aberto que contém o fecho de B.
Temos:
P(D)[Ex* (yu)] =6 * (yu) —w * (yu),

logo
Yyu=Ex* [PD)yu)]+wx* (wu).

Agora,
PO)yu)=yPD)u+g=:f+g

onde g€ &' (RM), g =0 em B. Temos que f € H*(RM) e
yvu=Ex f+E*xg+wx*(yu).

Seja y € C° (RY) tal que

0, |x—xpl<pl/d
1) = ol<p
1, |x=x0l>p/2

Entao
Exg=(E)*=g+[(1-pE]*g.
Notemos que yE € C*° (R") e portanto

(YE) * g€ C° (RM).
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Além disso,
supp (1 - Y)E * g) < supp ((1 - Y)E) +suppg
c{xeRN : |x—x0|§p/2}+{x€]RN : |x—x0|>p}.
Conclusao:
(1-pE+xg=0 em {xeRN: |x—xol<p/2}

e portanto
(u—E* B, xy) € C°(Bpy2(x0)).

Recordemos que existem C > 0, R > 0 tais que
IP(&)|=ClE|™ VI|E|I=R.

Tomemos y € C° (RM) tal que

v =1, [(I<R
) 1-y©
£ =— .
() P
Entao
F=g1 1-y(S) '
P($)
Logo,
PSS S AP
F(E =E = .
(Ex* f)(&) =EQ&)f() PE) f©)

Notemos que

1
T AR IFE e O aE

1 2 s+m|1_w(€)|2 S 2
= 1 _ d
(M)NfRN( elgtye B R de

IE * flI3,,, =

1 (L+EHT™ oo
< C —_— d
oo C | @R
<CIfI3,
0 que completa a demonstracao. O

Teorema 22.2. Seja P(D) um ODPLCC de ordem m =1 em RN com N = 2. Seja
Q < RN um aberto. Entdo3ue C™1(Q)\ C™(Q) tal que

PD)ueC.(Q))
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Demonstragdo. Suponha que 0 € Q e seja R > 0 tal que
K =Br(0) c Q.

Seja E={ue C"1(K) : P(D)ue C.(K)}. Entdo E é um espaco de Banach com
norma
lulle = llull -1y + 1P(D) ull (o).

Note que Cf (K)={ve Cf(RN) : supp v < K} é um espaco de Banach com a
norma
vl = 3 sup|D7vl.

ask K
Vamos verificar a afirmacao de que E € um espago de Banach. Seja {u;} uma

sequéncia de Cauchy em E. Entdo {u;} € uma sequéncia de Cauchy em C ;”_1 (K),
{P(D)u;} é uma sequéncia de Cauchy em C,(K), e portanto

uj— v em C;”_I(K)

PD)uj—w em C(K).

Note que as convergéncias se ddo também em 2’ (RY).
Mostramos agora que E ¢ C!*(K). Suponha que E c C/*(K). Pelo Teorema
do Gréfico Fechado, a inclusao é continua, e portanto existe C > 0 tal que

Iullimy < CUlull -1y + IP(D)ullo) Yue CHK),

onde
P(D) = P,,(D)+ Py_1(D).

Existe também C’ > 0 tal que
Il gy < C' Ul gn-1) + I1Pm(D)ullg)  Vue C"(K),
pois
IPm-1(D)ull) < Allulm-1y Yue C(K).

Sejam vy € C°(K), ¥ = 1 em Bg/2(0) e U € C®(RY) solugéo de P,,,_1(D)U = 0. Se
Jj =0, definimos

1 .
u;j(x) :W(I//U)(ij).

Temos, para |a|<m—1,

olalj B
omj — g(m-laDj’

ID%u;(x)|<B
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onde B = B(y, U) é uma constante. Seja
M
u(x) =) uj(x) € CX(K).
0
Temos:

M
lulgm-y="D_ Y sup|D%ujl
lalsm-1 0 K

M B
< _
lalsm-1 0 2(m—|oc|)]
M B
_Ialsm—l 0 2j
m .
<D) 27
0
=2D

Agora,

R R
supme(D)uj C Y5 <|x| < 2—]

e portanto
Pm(D)ullo = |Pm(D)ulx.)| < C,

R R ; . _
751 < |x| < ﬁ} para algum j, pois os suportes sao

disjuntos e c independe de M. Concluimos que

onde x. é algum ponto em {

lulgmy =C independentede M.

Em particular, as derivadas Y|4 <, |D“u(0)| sdo limitadas por uma constante
independente de M.
Temos:

M M
u=Y) uj(x), D%(x)=) D%uj(x), D%u(0)=D*U(0).
0 0

Logo,
D%u(0) = (M +1)D*U(0)

M+1) Z la| < m|D*U(0)| < constante independente de M,

e portanto para toda U € C® (RN solucdo de P,,(D)U = 0 temos D*U(0) =0
paratodo |a| = m.
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Temos ¢ € CN tal que P,,(¢) = 0. Entdo, tomando
U(.X') ei<x.(>

temos que P(D)U = 0 e portanto {* = 0 para todo || = m. Logo { =0, o que é
absurdo para N = 2. O
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23 Aula23-05/06/2019

23.1 O conjunto frente de onda

Recorde: da defini¢cdo do suporte singular, temos que xp ¢ supp singu se, e
somente se, u € de classe C*° em uma vizinhanca de x.

Lema 23.1. xj ¢ supp singu < I € C°(Q2), com ¢ = 1 em uma vizinhanga de
Xo, tal que para todo M existe Cyy tal que

1P < CpyA+1EN™M vEeRrN,

Demonstra¢do. (—): existe uma vizinhanca V de x tal que u|y € C*°(V). Se
@ € C°(V),p =1 em uma vizinhanca de xp, entao pu € &#.
(=): Em uma vizinhanga V de x,

u(x) = fRN O GuE) deé, xeV.

@mN
Por derivacao sob o sinal da integral segue que u|y € C*™. O

Observacao 23.2. Um cone fica determinado pela sua interse¢do com a esfera
unitéria, podendo ser escrito como

I'={tx:t>0,x€Q}
onde Q é um subconjunto da esfera.

Definic@o 23.3. u € 2'(Q) é C™ em (xg, &) € Q x (RN '\ {0}) se existe @ € C(Q),
com ¢ = 1 em uma vizinhanca de xj, e I' um cone aberto com ¢ € I tais que

lQu@)l < Cy(L+1EN~M, &€l
O conjunto frente de onda é entao
WF(u) = {(x,8) e 2 x RV \{0}) : undo é C® em (x,&)}.
Note que W F(u) é fechado em Q x (R \ {0}).
Lema 23.4. Sejave &' (RYN) tal que
19©)] < Cy+1En~

para ¢ num cone abertoT. Entdo o mesmo é verdade para v, onde ¢ € C°(RY)
em qualquer coneT'; com fecho contido emT.
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Demonstragdo. Temos

1

quwa(m v(E—mn) dn.

R
Pelo Teorema de Paley-Wiener,
1D(E)] < AL+ €DK,

para A e k fixos.
Temos entao:
emNe(E) = f PV —n) dn +f PV —n) dn,
Inl=clé| ) [nl>clé|

. [ J

) (D

onde c € (0,1) sera escolhido adiante.
Notemos que

B

1
Il >clgl = [E—nl<|{l+n] < (1+E

e portanto temos que

IIIISf B1DE - )] dn
[nl>clél

< ACy A+In)™Ma+1E-nhk dn
[nl>clé|

k

1

< ACy 1+gn™™ 1+(1+—) Inl| dn
Inl>clél ¢

1\k _
<ACy[1+1 f A+ 1)~ +gh* dn
c [nl>clé]

1 k A _N_
< ACy |1+ - f A+ ™M@+ N1dny
c [nl>clé]

1\k A _N—
<ACyp |1+ - f A+clE)™ @+ N tdn
c Inl>cl¢|

k

1 ,
<ACy|1+=] A +clEp™ B,
C

ondeM=M+N+1+ke
B:f (1+n)"N"1an.
[RN
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Concluimos que ,
1< Cpp(Q+1E)M, EerN.

Por outro lado,

< sup Iﬁ(n)lf P& -] dn
In—¢l=clé| RN

= @l sup (D).
In—¢lsclé]

SejaI'; < T um cone fechado. Tomemos c tal que
EesNInr, In-él<c = nel.

Entao,
el In-¢l=clfl = nel.

Logo,se¢ eT'; e|n—¢| < cl¢l, entdo
Inl=1§+n-¢l=0 -0l

Logo, se ¢ €'}, entdo

1D(n)| < Cpr(+1In) ™™
<CyA+1-0En™

€ portanto
sup 0| <Cy1+1-0)EN~™,
[n—¢l=clél
0 que conclui a demonstracao. O

Denotando por 7 a projecao
m:(x,8) eQx RV\{0) — xeQ,
temos a seguinte
Proposicao 23.5. Paratoda ue€ 2'(Q),
n(WF(u)) =suppsing u

Demonstragdo. Por um lado, se x( ¢ suppsingu, entdo u é C* em (xp,¢) para
todo & € RN \ {0} e portanto xo ¢ ¥ (W F(w)).
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Por outro lado, suponhamos que xo ¢ 7(W F(u)). Entdao dado { € RV \ {0}
temos que u é C* em (xy,({) e portanto existe y € C°(Q2), com ¢ = 1 em uma
vizinhanca de xp, e X c RN\ {0} cone aberto, com ( € Z, tal que

Pu@©l<Cu+1EN~™, ez
Como SV~! é compacta, existem I'y,...,I'; cones abertos tais que
rYu..ur® =rN\ o},

onde FS.” c T éfechado, e ¢j,...,¢pr € CZ(Q), com ¢; = 1 em uma vizinhanca
de xy, tais que
lp7u@)l<Cy+1ED~™, &ery.

Seja U uma vizinhanca de xo tal que ¢ ; =1 em U, e seja ¢ € C°(U) tal que
¢ =1 em um aberto contendo x,. Entao

1pu(d)] = 1pep; )]
<Cp(1+1E)7Y,

para¢ e FE.D. O
Proposicao 23.6. Sejam ue 2'(Q) eac C*(Q). Entdo

(i) WF(au) c WF(u);

(i) WF(D%u) c WF(u) para todo a € Z¥.

Demonstragdo. Suponha uC em (xp,$o). Entdo existem ¢ € C2°(Q2), ¢ =1 em
uma vizinhanca de x(, e um cone aberto I' c RN\ {0} tal que ¢ € I'. Ademais,

lpu(®)| < Cya+1EN~™, &eT.
Seja y € C°(Q), y = 1 em supp ¢. Logo,

pau=(ya)(pu)

lpau ()] = |(ya) (eu) (@) < Cy(+1EN™ vEer,

onde I'; é qualquer cone aberto com fecho contido em I' com ¢y € I';. Logo, au
é C*° em (xp,&p).

Agora, assumamos |a| = 1. Existem ¢ € C°(2), ¢ = 1 em uma vizinhanca de
Xo, € um cone aberto I c RV \ {0}, com & € T, tais que

|pu@)| < Cy(A+1EN™™, &€l
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Tomemos y € C*°(V), com ¢ =1 em V. Entdo

xDjlpu) =(xyp)Dju

IDj (o) ()] = E;pu@®)| < Cy+1ED~™, é&eT,

e portanto, para todo ¢ € I'y como antes,

|(x@)D;u)| = |xD;(@w (©)]
<Cy(L+[EN~M,

e segue que D;u é C* em (xp, o). O
Considere

P(x,D)= ) aq(x)D?%

lal=sm

com a, € C*°(Q) (para que o operador possa agir sobre distribuicdes). Recorde:

Pp(x,D)= ) aq(x)D%

lal=m

Pu(x,O)= Y ag0&% (x,HeQx ®V\{0)

lal=m

€p =1{(x,&) €Qx RV\{0}) : Ppy(x,&) =0},
Definicdo 23.7. P(x, D) é eliptico em (xo, o) € Q x RN\ {0}) se (xg,&0) € Ep.
Teorema 23.8. Seuc 2, entao WF(u) c WF(Pu) U€6p.

Exemplo 23.9. Suponha Pu = f € C*(Q). Entdo WF(u) c 6p, i.e., se (xo,&o) ¢
%6p, entdo u é C* em (xg, o).
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24 Aula24-07/06/2019
Teorema 24.1. Sejam P(D) um ODPLCC, Q c RN um aberto e u € 2'(Q). Entdo
WF(u)c WF(P(D)u) U6p.

Demonstragdo. Se (xy,¢o) ¢ €p e P(D)u é C*) em (xy,¢o, entdo u é C*° em

(xO) 50)

P(&o) #0. Logo, Pm(cfo/lchl) # 0, e entdo, por continuidade, 3U < SN~!
vizinhanga de ¢o/|¢o| tal que P(¢) # 0 para todo ¢ € U. Em particular, podemos
assumir que ¢ > 0 tal que | P,,(¢) = ¢ para todo ¢ € U. Definamos

To={té: t>0,E€ Ul

Em I’y vale
|Pm (&) = clE]™.

Procedemos como antes: se (e T'ge || =1,

P(&) = |Pm(&) — Pp(&) + P(O)]
> P (O] = P& = P&
> c[é]™ - K& !

Logo,se¢ €Ty, [¢|=1e|¢|=2K/c, entdo
c
P(5)25|f|m-

Seja y € CP@RN), y = 1 se |é] < R = max{1,2K/c}. Seja h € C®°RN \ {0},
supp h c I'y, positivamente homogénea de grau 0 e & = 1 em um cone I'; con-
tendo &, I'1 com fecho contido em I'y. Seja ainda hy em S¥-1sendo 1 em U,
supp hy compacto contido em I'yn SV~

h(td) = h(&), t>0,

1—x®j

Q&) = h(5) PE)

QD) f(x) =

f e Q) f(&) dé,

@m)N Jry

QD) f =F Q).
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Fato:

S —F .
Q(D): s continuamente
—

Exercicio: Se w € ., entdo
supp sing Q(D)w < supp sing w.
Propriedade: Se v € %' é tal que
196)] < Cu +1EN™Y V¢ eT,

entdo Q(D)v e C*™.

Demonstremos o fato: Seja u € 2'(Q) tal que P(D)u é C* em (xg, &o). Existem
@ € C°(Q), ¢ =1 em uma vizinhanga Vj de xo, e um cone aberto contendo ¢
(que podemos assumir = I'y) tal que

lpP(D)u(®)| < Cpr1+1EN™ VEeT,.
Entao

[QD)P(D)(puw)] = F QD) P(D)pu(d)]
=F () (1 + x () Pud)].

Por outro lado,

[QID)P(D)(puw)] =QD)[pPD)u+w], w=0em V

=QD)[ePD)ul+QD)w.
€C®[RN) €C oco(Vp)

Concluimos que
FUhQ - pdul e C°(Vy).

Mas
F ' h( - peul =F ((hyeul + F ' [hpu).
Agora,
F U hpoul = F HFF HhFleull
=w* pue C®RY),
onde

w=F(hy) eC™.
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Conclusao:
F ' [h(@u] € C®(Vp).

Agora,

Fh(@ul = pu+F (1 - hpul
=u+F 1 -hou)l

e portanto u € C® (V).

Afirmacao: se v € &' (RN), entdo g:= F~H(h-1)D] é C® em (xp, o). De fato,
seja y € CSO([R{N), ¥ =1 em uma vizinhanca de xp (lembrar que h =1 em I'y,
So€eT).

Yg) = PE-n)(hn) -1DD[) dn.
UL3N

Tomemos I', um cone com fecho contido em I';, com & € T',.. Existe § > 0 tal
que
(ely,nel = [E—nl=4bl¢l.

Seja U = SN=1NT,.. Entdao 36 > 0 tal que
EeUn#T = [E-nl=6.

Logo, se ¢ €Ty,

S nls
sl Inl

e portanto
I¢—nl =05l

Resta provar que ¢ g é rapidamente decrescente em I',.. Dado M,

1Pg@<Cy | A+1ENM N1 1195 dn,
nel

onde k é tal que |U(n)| < A(1 + Inl)k. Logo,
I(ﬁ?;(f)ISf A+1E=n)™MA+1E-n) ™V FQ +1qn* dn
nel
— 1+ “N-1-k(q 4 1+ d
(1+5|¢|)Mf( 1=K R+ D an

Cm f ~N-1
<— 1+ 14— dan,
s [ 0 emn

c

0 que completa a demonstracao. O
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