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Introdução

É sabido, do Cálculo elementar, que nem toda função é diferenciável. Hör-
mander (1990), em sua introdução, chama este fato de "unpleasant", "awkward".
Por exemplo, na teoria das equações diferenciais, isto claramente impõe uma
restrição severa no conjunto das funções que poderiam ser solução de um pro-
blema. Algumas contas podem ser encontradas na introdução da obra acima.
Por outro lado, físicos e engenheiros fazem "cálculo diferencial" com objetos
que nem sequer são funções, desenvolvendo métodos de cálculo que se mos-
traram eficazes nas soluções dos seus problemas particulares mas sem rigor
algum do ponto de vista matemático. Exemplos disto são as "funções" degrau
de Heaviside1 e Delta de Dirac2.

Surge então, de forma natural, a necessidade de estendermos a noção de
função para uma classe onde a diferenciabilidade não seja um problema. Aos
objetos desta classe daremos o nome de distribuições. É desejável que tais
objetos satisfaçam algumas propriedades (RUDIN, 1991):

• Funções contínuas devem ser distribuições;

• Devemos poder derivar indefinidamente (ou seja, as derivadas de distri-
buições devem ser distribuições);

• Valem as regras usuais do cálculo;

• Devem valer teoremas de convergência apropriados para manipularmos
limites de forma conveniente.

De fato, o espaço das distribuições é, essencialmente, a menor extensão das
funções contínuas onde a diferenciação está sempre bem definida (HöRMAN-
DER, 1990).

Para mais detalhes sobre as motivações dos estudo das distribuições, ver
Schwartz (1966), onde a teoria foi sistematicamente estabelecida. Para detalhes
históricos, ver Dieudonné (1981).

1Oliver Heaviside, 1850-1925.
2Paul Dirac, 1902-1984.
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1 Aula 1 - 27/02/2019

1.1 Preliminares

Em primeiro lugar, vamos fixar a notação:

• Ω denota um aberto de RN ;

• Se k ∈Z+, então C k (Ω) denota o conjunto das funções f :Ω−!C que são
k vezes continuamente diferenciáveis, ou seja, cujas derivadas parciais de
ordem ≤ k existem e são contínuas. Em particular, C 0(Ω) =C (Ω);

• α= (α1, . . . ,αN ) ∈ZN denota um multi-índice

• |α| :=α1 + . . .+αN é o comprimento do multi-índice α;

• Se x = (x1, . . . , xN ) ∈RN e α ∈ZN
+ é um multi-índice, então xα = xα1

1 . . . xαN
N

• ∂α = ∂|α|

∂xα1
1 . . .∂xαN

N

;

• C∞(Ω) := ⋂
k∈Z+

C k (Ω).

A notação de multi-índices permite escrever algumas coisas com mais facili-
dade. Por exemplo,

f ∈C k (Ω) ⇐⇒ ∂α f extiste e é contínua ∀ α ∈ZN
+ ; |α| ≤ k.

Outro exemplo é a fórmula de Taylor. Sejam f ∈C k (Ω), x0 ∈Ω e h ∈RN tal que
0 < |h| < δ := d(x0,R\Ω). Então

f (x0 +h) = ∑
|α|<k

(∂α f )(x0)

α!
hα+k

∫ 1

0
(1− t )k−1

∑
|α|=k

(∂α f )(x0 + th)

α!
hαdt (1.1)

Definição 1.1. Se u ∈C (Ω) o suporte de u é, por definição,

suppu := {x ∈Ω;u(x) 6= 0},

onde o fecho é em relação a Ω.

Note que x ∉ suppu ⇐⇒ u se anula numa vizinhança de x.

Mais notações:

• C k
c (Ω) := {u ∈C k (Ω); suppu é compacto};
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• C∞
c (Ω) := ⋂

k∈Z+
C k

c (Ω).

Note que C k
c (Ω) ⊂C k

c (RN ), pois basta definir as funções como sendo 0 fora
de Ω.

O conjunto C∞
c (Ω) é denominado Espaço das Funções de Teste3.

Proposição 1.2. Existe φ ∈C∞
c (RN ) tal que φ≥ 0 e φ(0) > 0.

Demonstração. Vamos construir uma função com estas propriedades. Conside-
remos os fatos a seguir:

1. Sejam I ⊂R um intervalo, a ∈ I e f : I −!R contínua e diferenciável em
I \ {a}. Vamos mostrar que se f ′(x)

x!a
−−! 0 então f é diferenciável em a e

f ′(a) = 0. De fato, para cada x < a temos que

| f (x)− f (a)| ≤ f ′(y)|x −a|
para algum y ∈]x, a[. Quando x! a, temos que y! a e portanto

∃ lim
x!a−

f (x)− f (a)

x −a
= 0.

Aplicando raciocínio análogo para x > a, segue que

∃ lim
x!0

f (x)− f (a)

x −a
= f ′(a) = 0.

Em particular, se f ∈C 1(I \ {a}) então f ∈C 1(I ).

2. Seja P (t ) ∈R[t ] um polinômio emR. Defina

u(x) =
P (1/x)e−1/x se x > 0

0 se x ≤ 0
.

Notemos que u ∈C 1(R\{0})
⋂

C (R). Além disso,

u′(x) =


P (1/x)−P ′(1/x)

x2
e−1/x se x > 0

0 se x ≤ 0
.

Temos que u′(x)
x!0
−−! 0 e portanto u ∈ C 1(R). Repetindo o argumento,

segue que u ∈C∞(R). Em particular, temos que

ϕ(x) :=
e− 1

x se x > 0

0 se x ≤ 0
∈C∞(R).

3A topologia deste espaço é bastante complicada, e não será estudada no curso. Kesavan
(1989) trata brevemente do assunto num apêndice. Para tratamentos mais completos, ver Rudin
(1991), Tréves (1967) ou Schwartz (1966)
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Consideremos agora a função φ(x) :=ϕ(1−|x|2). Esta função é tal que

• φ ∈C∞(RN ), pois é uma composição de aplicações C∞;

• φ≥ 0, por construção;

• φ(0) = 1/e > 0;

• suppφ é compacto, pois φ(x) = 0 se |x| ≥ 1.

Notação. Sejam x0 ∈RN e δ> 0. Então definimos

ψδ(x) =φ(
x −x0

δ
).

Notemos que ψδ ∈C∞
c (RN ) e que suppψδ = Bδ(x0).

Teorema 1.3. Sejam u, v ∈C (Ω) tais que∫
Ω

uϕ=
∫
Ω

vϕ ∀ ϕ ∈C∞
c (Ω) .

Então u = v.

Demonstração. Seja h = u − v . É claro que h ∈ C (Ω) e
∫
Ω

hϕ = 0 ∀ ϕ ∈ C∞
c (Ω).

Notemos que para toda ϕ ∈C∞
c (Ω) a valores reais temos∫

Ω
hϕ=

∫
Ω

(Reh)ϕ+ i
∫
Ω

(Imh)ϕ= 0,

o que implica ∫
Ω

(Reh)ϕ=
∫
Ω

(Imh)ϕ= 0

Logo, basta considerar o caso em que h é real.
Vamos mostrar que∫

Ω
hϕ= 0 ∀ϕ ∈C∞

c (Ω) real =⇒ h = 0.

Vamos argumentar por contradição. Suponhamos que existam h ∈C (Ω) e x0 ∈Ω
tais que h(x0) 6= 0. Assumamos h(x0) > 0. Então, pela continuidade de h existe
δ> 0 tal que h(x) > 0 em Bδ(x0). Então, sendo ψδ como definida acima, temos
que

0 =
∫
Ω

hψδ =
∫
|x−x0|≤δ

hψδ > 0,

o que é uma contradição.
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Definição 1.4. DadosΩ⊂RN aberto e p ∈ [1,∞] definimos Lp
loc (Ω) como sendo

o espaço das funções f :Ω−!C Lebesgue-mensuráveis tais que∫
K
| f |p <∞ ∀ K ⊂ Ω compacto .

Como usual, identificamos os elementos que só diferem em um conjunto de
medida nula (ou seja, Lp

loc (Ω) não é um conjunto de funções, mas sim de classes
de equivalência).

No curso, falaremos principalmente de L1
loc (Ω).

Note que C (Ω) ⊂ L1
loc (Ω);

Lp (Ω) ⊂ L1
loc (Ω) ∀p ∈ [1,∞].

Um fato importante é que uma distribuição determina univocamente uma
classe de funções em L1

l oc (Ω). Este é o conteúdo do seguinte teorema.

Teorema 1.5. Sejam Ω⊂RN um aberto e f , g ∈ L1
l oc (Ω). Se∫

Ω
f ϕ=

∫
Ω

gϕ ∀ ϕ ∈C∞
c (Ω)

então f = g q.s..
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2 Aula 2 - 01/03/2019

2.1 Preliminares (continuação)

Começamos enunciando um teorema que será de grande utilidade no curso,
porém cuja demonstração será omitida.

Teorema 2.1 (de Lebesgue). Seja f ∈ L1
l oc (RN ). Então

1

m(Br (x))

∫
Br (x)

f (y)dy
r!0
−−! f (x) q.s..

Para uma discussão detalhada e a demonstração do Teorema 2.1, consultar
Stein (1970).

Podemos agora demonstrar o Teorema 1.5

Demonstração do Teorema 1.5. Seja h := f − g . Então é claro que∫
Ω

h(x)ϕ(x)dx = 0 ∀ϕ ∈C∞
c (Ω) .

Fixemos x ∈Ω e δ< d(x,RN \Ω). Para cada t ∈]0,δ[ tomemos a aplicação

y 7!ϕ

(
x − y

t

)
onde ϕ ∈C∞

c (Ω) é tal que suppϕ⊂ B1(0) e
∫

B1(0)ϕ(z)dz = 1. Notemos que esta
aplicação é C∞

c (Ω) e portanto

0 =
∫
Ω

h(y)ϕ

(
x − y

t

)
1

t N
dy

=
∫
Ω

(
h(y)−h(x)

)
ϕ

(
x − y

t

)
1

t N
dy + h(x)

∫
Ω
ϕ

(
x − y

t

)
1

t N
dy

Note que, de fato, fazendo a mudança de variáveis z = x−y
t , dz = 1

t N dy ,∫
Bt (x)

ϕ

(
x − y

t

)
1

t N
dy =

∫
B1(0)

ϕ(z)dz = 1.

Temos então que

h(x) =
∫
Ω

(
h(x)−h(y)

)
ϕ

(
x − y

t

)
1

t N
dy.

Agora, pondo w := x − y temos

h(x) =
∫

Bt (0)

(
h(x)−h(x −w)

)
ϕ

(
w

t

)
1

t N
dw =: Qt .
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Vamos mostrar que Qt
t!0+
−−−! 0 q.s.. De fato:

|Qt | ≤ 1

t N

∫
Bt (0)

|h(x)−h(x −w)|ϕ
(

w

t

)
dw

≤C
1

m(Bt (0))

∫
Bt (0)

|h(x)−h(x −w)|dw −! 0 q.s. pelo Teorema 2.1.

Logo, h(x) = 0 q.s..

2.2 Convolução

Vamos agora definir e estudar propriedades da convolução, uma operação
em espaços de funções muito útil em diversos ramos da análise.

Definição 2.2. O produto de convolução das funções u e v em L1(RN ) é a
função (u ∗ v) :RN −!R dada por

(u ∗ v)(x) :=
∫
RN

u(x − y)v(y)dy

Observação 2.3. Como a medida de Lebesgue é invariante por translações,
podemos tomar x − y como variável de integração:∫

RN
u(x − y)v(y)dx =

∫
RN

u(x)v(x − y)dx

e portanto a operação de convolução é simétrica, ou seja,

(u ∗ v) = (v ∗u).

Proposição 2.4. A operação de convolução tem as seguintes propriedades:

(i) Se u, v ∈ L1(RN ), então u ∗ v ∈ L1(RN )

‖u ∗ v‖1 ≤ ‖u‖1‖v‖2

(ii) Se u ∈ L1(RN ) e v ∈ L∞(RN ), entãou ∗ v ∈ L∞(RN )

‖u ∗ v‖∞ ≤ ‖u‖1‖v‖∞
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Demonstração. Notemos que∫
RN

|(u ∗ v)(x)|dx =
∫
RN

∣∣∣∣∫
RN

u(x − y)v(y)dy

∣∣∣∣dx

≤
∫
RN

∫
RN

|u(x − y)‖v(y)|dy dx

=
∫
RN

(
|v(y)|

∫
RN

|u(x − y)|dx

)
dy

= ‖u‖1‖v‖1.

Mas ∫
RN

|(u ∗ v)(x)|dx = ‖u ∗ v‖1,

donde segue o resultado. Analogamente, notemos que

|u ∗ v(x)| =
∣∣∣∣∫
RN

u(x − y)v(y)dy

∣∣∣∣
≤

∫
RN

|u(x − y)||v(y)|dy

≤ ‖v‖∞‖u‖1,

o que conclui a demonstração.

Para generalizar a proposição acima, utilizaremos o seguinte fato:

Lema 2.5. Sejam 1 < q <∞ e f ∈ L1
l oc (RN ) e C > 0 tais que∣∣∣∣∫

RN
f (x)g (x)dx

∣∣∣∣≤C‖g‖q ∀g ∈ Lq (RN ).

Então f ∈ Lp (RN ) e ‖ f ‖p ≤C .

Demonstração. Consideremos o seguinte funcional em Lq (RN):

T f : Lq (RN ) −! R

g 7−!
∫
RN

f g dx

Então, pelo Teorema de Riesz4 temos que ∃ h ∈ Lp (RN ) tal que

T f (g ) =
∫
RN

h(x)g (x)dx ∀g ∈ Lq (RN)

4Ver Teorema 4.11 em Brezis (2010).
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com ‖T f ‖(Lq (RN))∗ = ‖g‖q . Como C∞
c (RN) ⊂ Lq (RN), seque que∫

RN
f gϕdx = 0 ∀ϕ ∈C∞

c

e portanto f = h q.s. pelo Teorema 1.5. Logo, f ∈ Lp (RN). Como5 ‖ f ‖p = inf{K ∈
R; |T f (g )| = |∫RN f g | ≤ K ‖g‖q }, segue que ‖ f ‖p ≤C .

Teorema 2.6 (Minkowski). Sejam u ∈ L1(RN ) e v ∈ Lp (RN ). Entãou ∗ v ∈ Lp (RN )

‖u ∗ v‖p ≤ ‖u‖1‖v‖p (Desigualdade de Young)

Demonstração. O caso p ∈ {1,∞} já foi tratado acima. Suporemos então 1 < p <
∞.

Seja g ∈ Lq (RN ). Então∣∣∣∣∫
RN

(u ∗ v)(x)g (x)dx

∣∣∣∣≤ ∫
RN

|(u ∗ v)(x)‖g (x)|dx

≤
∫
RN

(∫
RN

|v(x − y)‖u(y)|dy

)
|g (x)|dx

(pelo teorema de Tonelli) =
∫
RN

|u(y)|
∣∣∣∣∫
RN

|v(x − y)||g (x)|dx

∣∣∣∣dy

≤
∫
RN

|u(y)| ‖τy v‖p ‖g‖q dy

=
∫
RN

|u(y)| ‖v‖p ‖g‖q dy

=
(
‖u‖1 ‖v‖p

)
‖g‖q .

Então, pelo Lema 2.5, segue que u ∗ v ∈ Lp (RN).

Observação 2.7. O Teorema de Minkowski pode ser demonstrado de maneira
mais direta com o auxílio da desigualdade de Minkowski. Ver Teoremas 8.7 e 6.19
em Folland (1999). Para uma versão mais geral, ver Teorema 4.3 (Desigualdade
de Young) em Lieb e Loss (2001).

O a noção do produto de convolução de duas funções pode ser estendida
para outros contextos. Por exemplo, se u, v ∈ C (RN) e pelo menos uma delas
tem suporte compacto, o produto de convolução fica bem definido, pois existe a
integral ∫

RN
u(x − y)v(y)dy =: (u ∗ v)(x).

5Ver Bachman e Narici (2000).
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Neste caso, temos u ∗ v ∈C (RN). De fato, suponhamos sem perda de generali-
dade que v tem suporte compacto. Sendo x0 um ponto arbitário deRN , vamos
mostrar que u ∗ v é contínua em x0:

Seja (xn)n∈N uma sequência em RN tal que xn! x0. Então, por continui-
dade de u e v ,

u(xn − y)v(y)! u(x0 − y)v(y) ∀y ∈RN

Então, sendo K := supp v , temos que∫
RN

u(xn − y)v(y)dy =
∫

K
u(xn − y)v(y)dy

−!
∫

K
u(x0 − y)v(y)dy

=
∫
RN

u(x0 − y)v(y)dy

Notemos que
{xn − y ;n ∈N, y ∈ K } ⊂ (

{xn}n∈N∪ {x0}
)

\ K

também é compacto.
Em geral, se u ∈ C j (RN) e v ∈ C (RN), pelo menos uma delas com suporte

compacto, então

u ∗ v ∈C j (RN);

∂α(u ∗ v) = (
∂αu

)
v ∀α ∈ZN

+ ; |α| ≤ j .

Notação.

L1
c (RN) :=

{
f ∈ L1 (RN); f = 0 q.s. no complementar de um compacto

}
.

Da mesma forma, se u ∈C j (RN) e v ∈ L1
c (RN), então

(u ∗ v)(x) =
∫
RN

u(x − y)v(y)dy

e vale que

(u ∗ v) ∈C j (RN);

∂α(u ∗ v) = (
∂αu

)∗ v ∀α ∈ZN
+ ; |α| ≤ j .

Observação 2.8. Os exemplos acima evidenciam uma das propriedades mais
úteis da convolução: o produto u∗v herda a regularidade do fator mais regular.
Isto será útil no estudo da regularização que faremos adiante.
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Teorema 2.9. Sejam u ∈C (RN) e v ∈ L1
c (RN) tal que v = 0 q.s. emRN \K , onde

K é um compacto. Então

supp(u ∗ v) ⊂ suppu +K .

Em particular, se v ∈C∞
c (RN) então

supp(u ∗ v) ⊂ suppu + supp v.

Demonstração. É claro que suppu +K é fechado em RN . Se x0 ∉ suppu +K
então ∃ δ> 0 tal que

|x −x0| < δ=⇒ x ∉ suppu +K

Agora, se |x −x0| < δ e y ∈ K então x − y ∉ suppu. Assim,

|x −x0| < δ=⇒ (u ∗ v)(x) =
∫

K
u(x − y)v(y)dy = 0

=⇒ x ∉ suppu.

A seguir, definimos uma classe de objetos que tem papel fundamental nas
técnicas de regularização. A ideia da regularização é aproximar funções que po-
dem ser bastante irregulares (em Lp , por exemplo) por funções muito regulares.
Como estudaremos adiante, isto é feito mediante o produto de convolução da
função que queremos aproximar com os elementos de uma família conveniente
de mollifiers, que definimos a seguir.

Definição 2.10 (Família de mollifiers). Seja ψ ∈C∞
c (RN) tal que

• suppψ⊂ B1(0);

• ψ≥ 0;

•
∫

B1(0)
ψ(x)dx = 1;

Se ε> 0, seja

ψε := 1

εN
ψ

(
x

ε

)
.

Famílias de funções
(
ψε

)
ε>0 com essas propriedades são ditas famílias de mol-

lifiers.

Proposição 2.11. As famílias de mollifiers tem as seguintes propriedades, ∀ε> 0:

• ψε ∈C∞
c (RN);
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• suppψε ⊂ Bε(0);

• ψε > 0;

•
∫

Bε(0)
ψε(x)dx = 1.

Observação 2.12. Se f ∈ L1
c (RN), f = 0 q.s. em RN \K , então supp(ψε ∗ f ) ⊂{|x| ≤ ε}+K e ψε∗ f ∈C∞

c (RN).

2.3 Partições da unidade

A esta altura, já está bastante evidente a importância das funções de suporte
compacto. O próximo teorema nos dá uma ferramenta para substituir uma
função arbitrária por uma de suporte compacto.

Teorema 2.13. Seja K ⊂Ω, sendo K compacto e Ω aberto. Então ∃ ϕ ∈C∞
c (RN)

tal que 0 ≤ϕ≤ 1 e ϕ= 1 em uma vizinhança de K .

Demonstração. Demonstraremos o teorema construindo uma função que satis-
faça as hipóteses. Para isso, usaremos o produto de convolução e a existência de
funções de teste.

A ideia é mostrar que a convolução de uma função de teste conveniente com
a função característica de um compacto "um pouco maior" que K satisfaz as
propriedades.

Seja ε> 0 tal que

ε< 1

4
d(K ,ÙΩ).

Para cada δ> 0, seja

Kδ :=
{

x ∈RN ; d(x,K ) ≤ δ
}

,

e seja v a função característica de K2ε.
Pela Proposição 1.2, existe ψ ∈C∞

c (B1(0)) tal que
∫
ψ(x)dx = 1. Então, como

já vimos,ψε := 1
εN ψ(x/ε) é tal que suppψε ⊂ Bε(0) e

∫
ψε(x)dx = 1. Então temos

que6

ϕ(x) := (ψε∗v)(x) =
∫

K2ε

ψε(x − y)dy ∈C∞ (RN),

com
suppϕ⊂ Bε(0)+K2ε = K3ε ⊂Ω.

6Notemos que fato de que o argumento da função de teste aparece transladado na integral
que define a convolução é fundamental.
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Como K3ε é compacto, temos que ϕ ∈ C∞
c (Ω). É claro que ϕ ≥ 0. Além disso,

como a medida de Lebesgue é invariante por translações, temos que

∀ x ∈RN ϕ(x) ≤
∫
RN

ψε(x − y)dy

=
∫
RN

ψε(y)dy = 1.

Por fim, vamos mostrar que ϕ= 1 em Kε. De fato, notemos que

1−ϕ(x) =
∫
|y |≤ε

ψε(y)dy −
∫
|y |≤ε

v(x − y)ψε(y)dy

=
∫
|y |≤ε

(
1− v(x − y)

)
ψε(y)dy.

Mas se x ∈ Kε e |y | ≤ ε então x−y ∈ K2ε e portanto v(x−y) = 1. Logo,ϕ(x) = 1.

Definição 2.14. Uma função com as propriedades da função ϕ construída no
Teorema 2.13 é dita uma função de corte.
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3 Aula 3 - 08/03/2019

3.1 Partições da unidade (continuação)

Vamos estimar as derivadas da função de corte construída no Teorema 2.13:

ϕ(x) = (
χ2ε∗ψε

)
(x).

Temos:

ϕ(x) =
∫

K2ε

ψε(x − y)dy

=
∫

K2ε

1

εN
ψ

(
x − y

ε

)
dy.

Como o integrando é bastante regular e tem suporte compacto, podemos derivar
sob o sinal da integral. Logo,

(
∂αϕ

)
(x) = 1

ε|α|

∫
K2ε

1

εN

(
∂αψ

)(x − y

ε

)
dy

e portanto

∣∣∣(∂αϕ)
(x)

∣∣∣≤ 1

ε|α|

∫
RN

1

εN

∣∣∣∣∣(∂αψ)(x − y

ε

)∣∣∣∣∣dy

= 1

ε|α|

∫
RN

∣∣∣(∂αψ)
(z)

∣∣∣dz.

Seja

Cα :=
∫
RN

∣∣∣(∂αψ)
(z)

∣∣∣dz.

Então concluímos que

|(∂αϕ)(x)| ≤ 1

ε|α|
Cα ∀ α ∈ZN

+ , ∀x ∈RN . (3.1)

Teorema 3.1. Sejam Ω1, . . . ,Ωn ⊂ RN abertos e ϕ ∈ C∞
c

(
Ω1 ∪ . . .∪Ωn

)
. Então

para cada j ∈ {
1, . . . ,n

} ∃ϕ j ∈C∞
c (Ω j ) tais queϕ=ϕ1+. . .+ϕn . Seϕ≥ 0, podemos

tomar ϕ j ≥ 0 para todo j .

Demonstração. Por hipótese, temos que suppϕ⊂⋃n
1 Ω j . Então para cada x ∈

suppϕ existem j ∈ {
1,2, . . . ,n

}
e rx > 0 tais que Brx (x) ⊂Ω j . Dessa forma,

suppϕ⊂ ⋃
x∈suppϕ

Brx (x).
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Então por compacidade existem x1, . . . , xk ∈ suppϕ tais que

suppϕ⊂
k⋃
1

Brx j
(x j ).

Para cada l ∈ {
1, . . . ,n

}
definimos

Kl := reunião das bolas Brx j
(x j ) tais que Brx j

(x j ) ⊂Ωl .

Desta forma, temos,

suppϕ⊂
n⋃
1

K j , K j ⊂Ω j ∀ j .

Pelo Teorema 2.13, para cada j existeψ j ∈C∞
c (Ω j ) tal que 0 ≤ψ j ≤ 1 comψ j = 1

em uma vizinhança de K j . Então, definindo

ϕ1 =ϕψ1 ∈C∞
c (Ω1),

ϕ2 =ϕψ2
(
1−ψ1

) ∈C∞
c (Ω2),

...

ϕn =ϕψn
(
1−ψn−1

)
. . .

(
1−ψ1

) ∈C∞
c (Ωn),

temos:

ϕ−
n∑
1
ϕ j =ϕ−ϕ

(
ψ1 +ψ2

(
1−ψ1

)+ . . .+ψn . . .
(
1−ψ1

))
=ϕ(

1−ψ1
)(

(1−ψ2)+ . . .+ψn . . .
(
1−ψ2

))
...

=ϕ(
1−ψ1

)(
1−ψ2

)
. . .

(
1−ψn

)
= 0,

o que conclui a demonstração.

Corolário 3.2. SejamΩ1, . . . ,Ωn ⊂RN abertos e K ⊂Ω1∪. . .∪Ωn compacto. Então
existem ϕ j ∈C∞

c (Ω j ) tais que ϕ j ≥ 0,
∑n

1 ϕ j ≤ 1 e
∑n

1 ϕ j = 1 em uma vizinhança
de K.

Demonstração. Seja ϕ ∈ C∞
c

(⋃n
1 Ω j

)
tal que 0 ≤ ϕ ≤ 1 e ϕ = 1 em uma vizi-

nhança de K . Tal ϕ existe pelo Teorema 2.13. Basta então aplicarmos o Teorema
3.1.

Definição 3.3. As funções ϕ j do Corolário 3.2 são ditas uma Partição da Uni-
dade no compacto K subordinada ao recobrimento Ω1, . . .Ωn .

Observação 3.4. É possível falar em Partições da Unidade considerando reco-
brimentos infinitos. Para mais detalhes, veja Hörmander (1990).
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3.2 Regularização

Seja (ψε)ε>0 uma família de mollifiers. Se f ∈ L1
l oc (RN) definimos

fε(x) = (ψε∗ f )(x) =
∫
RN

ψε(x − y) f (y)dy.

Notemos que fε ∈C∞ (RN).

Teorema 3.5.

(i) Se u ∈ C k
c (RN) e uε := ψε∗u temos que ∂αuε

ε!0
−−! ∂αu uniformemente em

RN ∀ |α| ≤ k.

(ii) Se 1 ≤ p ≤ ∞ e f ∈ Lp (RN) temos que fε ! f em Lp (RN) (notemos que
fε ∈ Lp ∩C∞).

Demonstração.

(i) Como ∂αuε = ψε∗
(
∂αu

)
, basta analisar o caso α = 0. Vamos mostrar que

uε
ε!0
−−! u uniformemente emRN , ou seja, que sup |uε−u| ε!0

−−! 0.

Notemos que

uε(x)−u(x) =
∫
RN

u(x − y)ψε(y)dy −u(x)
∫
RN

ψε(y)dy

=
∫
RN

(
u(x − y)−u(x)

)
ψε(y)dy

e portanto

|uε(x)−u(x)| ≤
∫
RN

|u(x − y)−u(x)|ψε(y)dy

≤ sup
|y |≤ε

|u(x − y)−u(x)|

Agora, como u é contínua então é uniformemente contínua sobre compactos.
Logo, dado η> 0 ∃ ε0 > 0 tal que

|y | ≤ ε0 =⇒ |u(x − y)−u(x)| ≤ η ∀x ∈RN .

(ii) Como Cc (RN) é denso em Lp (RN) para 1 ≤ p < ∞7, dados f ∈ Lp (RN) e
η> 0 podemos tomar g ∈Cc (RN) tal que ‖ f − g‖p ≤ η

3 . Assim, temos:

‖ fε− f ‖p ≤ ‖ fε− gε‖p +‖gε− g‖p +‖g − f ‖p

= ‖ψε∗( f − g )‖p +‖gε− g‖p +‖ f − g‖p

≤ ‖ψε ‖1 ‖ f − g‖p +‖gε− g‖p +‖ f − g‖p

≤ 2η

3
+‖gε− g‖p

7Ver Folland (1999).
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Agora, seja K ⊂RN um compacto tal que supp(gε− g ) ⊂ K ∀ε ∈ [0,1[. Pela parte
(i) temos que

sup
K

|gε− g | ε!0
−−! 0

e portanto

‖gε− g‖p
p =

∫
K

(gε(x)− g (x))p dx
ε!0
−−! 0.

Logo, existe ε0 > 0 tal que ∀ε ∈ [0,ε0[ temos ‖gε − g‖p ≤ η
3 , o que conclui a

demonstração.

3.3 Distribuições

Estudaremos agora as definições e propriedades básicas das distribuições.

Notação. Se K ∈RN é um compacto, denotamos

C∞
c (K ) := {

ϕ ∈C∞
c ; suppϕ⊂ K

}
.

Definição 3.6. Seja Ω⊂RN um aberto. Uma distribuição u em Ω é um funcio-
nal linear u : C∞

c (Ω)−!C tal que ∀ K ⊂Ω compacto existem constantes C > 0
e m ∈Z+ tais que

|u(ϕ)| ≤C
∑

|α|≤m
sup

K
|∂αϕ| ∀ ϕ ∈C∞

c (K ). (3.2)

O espaço das distribuições sobre Ω é denotado por D′ (Ω). Se (3.2) vale para
todos os compactos K com o mesmo m, a distribuição é dita de ordem ≤ m.
O espaço das distribuições de ordem ≤ m sobre Ω é denotado por D′

(m) (Ω).
Denotamos por D′

F (Ω) := ⋃
m∈Z+

D′
(m) (Ω) o conjunto das distribuições de ordem

finita.

Exemplo 3.7. Se f ∈ L1
loc (Ω), então f induz de forma natural uma distribuição

T f ∈D′ (Ω):

T f (ϕ) =
∫
Ω

f (x)ϕ(x)dx.

Se K ⊂Ω é compacto e ϕ ∈C∞
c (K ), então

|T f (ϕ)| ≤
∣∣∣∣∫
Ω
| f (x)|dx

∣∣∣∣sup
K

|ϕ|

e portanto T f ∈D′
(0).
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Observação 3.8. Como f 7! T f é injetora (pelo Teorema 1.5), podemos identifi-
car L1

l oc (Ω) com um subespaço de D′ (Ω).

Observação 3.9. A fórmula de Leibniz para a derivada de um produto de funções
emRN é

∂α( f g )(x) = ∑
β≤α

(
α

β

)(
∂β f

)
(x)

(
∂α−βg

)
(x), (3.3)

onde f , g ∈C∞ e α ∈ZN
+ .
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4 Aula 4 - 13/03/2019

4.1 Distribuições (continuação)

Exemplo 4.1. Sejam x0 ∈Ω e α ∈ZN
+ , |α| = k. Então a distribuição

T : C∞
c (Ω) −! C

ϕ 7−! (∂αϕ)(x0)

pertence a D′
(k) (Ω)\D′

(k−1) (Ω). De fato, dado qualquer K ⊂Ω compacto temos

|u(ϕ)| = |∂αϕ(x0)| ≤CK sup
K

|∂αϕ|

≤CK
∑

|γ|≤k
sup

K
|∂γϕ|,

onde CK depende apenas do compacto K em questão8.
Por outro lado, suponhamos que T ∈D′

(k−1) (Ω). Seja r > 0 tal que Br (x0) ⊂Ω.
Então existe C > 0 tal que

|T (ϕ)| ≤C
∑

β≤k−1
sup |∂βϕ| ∀ϕ ∈C∞

c

(
Br (x0)

)
,

ou seja,

|∂αϕ(x0)| ≤C
∑

β≤k−1
sup |∂βϕ| ∀ϕ ∈C∞

c

(
Br (x0)

)
.

Fixemos ψ ∈C∞
c

(
Br (x0)

)
tal que ψ(0) = 1. Se δ≤ r , seja

ψδ(x) = (x −x0)αψ

(
x −x0

δ

)
.

É claro que ψδ ∈C∞
c

(
Br (x0)

)
. Além disso,

∂αψδ(x0) =
(
α1 . . .αNψ

(
x −x0

δ

)
+ (x −x0)α(∂αψ)

(
x −x0

δ

))∣∣∣∣∣
x=x0

=α!

Agora, notemos que

|β| ≤ k −1 =⇒ sup |∂βψδ| ≤Cβδ,

8Como os supremos são atingidos em K , basta tomarmos CK pequeno o suficiente para que
valha a última desigualdade.
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onde Cβ é uma constante que depende apenas de β. De fato,

∂βψδ(x) = ∑
γ≤β

(
β

γ

)
∂γ(x −x0)α

(
∂β−γψ

)(
x −x0

δ

)

= ∑
γ≤β

(
β

γ

)
α!

γ!
(x −x0)α−γ

1

δ|β−γ|
(
∂β−γψ

)(
x −x0

δ

)
e portanto

|∂βψ(x)| ≤ ∑
γ≤β

(
β

γ

)
α!

γ!
|x −x0||α−γ| 1

δ|β−γ|

∣∣∣∣∣(∂β−γψ)(
x −x0

δ

)∣∣∣∣∣
≤ ∑
γ≤β

(
β

γ

)
α!

γ!

δ|α−γ|
δ|β−γ|

C ′
β

≤ δ|α−β|C ′′
β

= δCβ

Assim, temos que

|∂αψδ(x0)| =α! ≤
C

∑
|β|≤k−1

Cβ

δ δ!0
−−! 0,

o que é absurdo.

O próximo teorema mostra que as distribuições se comportam bem quando
agindo sobre funções que dependem de parâmetros: mudar pouco o parâmetro
muda pouco o valor da distribuição na função (continuidade) e essa mudança é
controlada (diferenciabilidade).

Teorema 4.2. Sejam Ω ⊂RN e U ⊂RM abertos, u ∈ D′ (Ω) e Φ ∈ C∞(Ω×U ) tal
que

∃ K ⊂Ω compacto tal que suppΦ(·, y) ⊂ K ∀y ∈U .

Então y 7! u(Φ(·, y)) pertence a C∞(U ) e

∂αy u(Φ(·, y)) = u
(
∂αyΦ(·, y)

)
.

Demonstração. Sejam y0 ∈U e r > 0 tal que Br (y) ⊂U . Se h ∈RN com |h| ≤ r e
x ∈Ω então temos, pela fórmula de Taylor (1.1) temos que

Φ(x, y0 +h) =Φ(x, y0)+
M∑
1

∂Φ

∂y j

(x, y0)h j

+2
∫ 1

0
(1− t )

∑
|β|=2

1

β!

(
∂
β
yΦ

)
(x, y0 + th)hβdt
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Denotando por I (x, y0,h) o último termo no lado direito, temos que

supp I (·, y0,h) ⊂ K ∀h ∈RN ; |h| < r

|∂αx I (x, y0,h)| ≤Cα|h|2

Pela linearidade de u, temos

u
(
Φ(·, y0 +h)

)= u
(
Φ(·, y)

)+ M∑
1

u

 ∂Φ
∂y j

(·, y0)

h j +u(I (·, y0,h)).

Mas

|u(I (·, y0,h))| ≤C
∑

|α|≤m
sup

K
|∂αx I (·, y0,h)|

≤C |h|2,

e portando u
(
Φ(·, y)

)
é diferenciável, com

∂u
(
Φ(·, y)

)
∂y j

= u

∂Φ(·, y)

∂y j

 .

Exemplo 4.3. Sejam Ω ⊂RN aberto, (xn)n∈N ⊂Ω uma sequência sem pontos
de acumulação em Ω, (αn)n∈N ⊂ZN

+ e

u(ϕ) =
∞∑
1

(
∂αnϕ

)
(xn), ϕ ∈C∞

c (Ω) .

Como cada compacto de Ω contém apenas um número finito de pontos da
sequência (xn), então u é uma distribuição. Mais ainda, se K ⊂Ω é um compacto,
denotando A := {

n; xn ∈ K
}

temos

|u(ϕ)| ≤ ∑
n∈A

|(∂αnϕ
)

(xn)|

≤ ∑
n∈A

sup
K

|∂αnϕ|

≤ ∑
|α|≤mK

sup
K

|∂αnϕ|

onde mK = max
{|αn |;n ∈ A

}
. Logo, u ∈D′

F (Ω) se
{|αn |;n ∈ A

}
for limitado.

Na definição de distribuições, (3.2) expressa uma condição de continuidade.
A seguir, estudamos uma forma de tratar esta continuidade por meio de sequên-
cias.
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Definição 4.4. Seja {ϕn} ⊂C∞
c (Ω). Dizemos que ϕn! 0 em C∞

c (Ω) se

(i) ∃K ⊂Ω compacto tal que suppϕn ⊂Ω ∀n ∈N.

(ii) ∀α ∈ZN
+ supK |∂αϕ|! 0 (convergência uniforme em K ).

Notação: ϕn� 0.

O espaço C∞
c (Ω) com a topologia da convergência acima era denotado por

D (Ω) por Laurent Schwartz. Daí a notação D′ (Ω) para o espaço das distribuições
sobre Ω, pois as distribuições são exatamente os funcionais lineares contínuos
sobre este espaço.

Teorema 4.5. Seja u : C∞
c (Ω)−!C um funcional linear. Então u ∈D′ (Ω) se, e

somente se para toda sequência {ϕn} ⊂C∞
c (Ω) vale que

ϕn� 0 =⇒ u(ϕn)! 0.

Demonstração.

(=⇒) Sejam u ∈D (Ω),
{
ϕn

}⊂C∞
c (Ω) tal que ϕn� 0 e K como em (i). Por (3.2)

existem C > 0 e m ∈Z+ tais que

|u(ϕn)| ≤C
∑

|α≤m
sup |∂αϕn |! 0.

(⇐=) Suponhamos que u não seja uma distribuição. Então existem um com-
pacto K ⊂Ω e uma sequência

{
ψn

}⊂C∞
c (Ω) tais que

|u(ψn)| > n
∑

|α|≤n
sup |∂αψn | ∀n ∈N .

Para cada n ∈N, seja an := |u(ψn)| > 0. Podemos então definir uma nova sequên-
cia em C∞

v (Ω): para cada n, seja

ϕn := ψn

an
.

Então
∑

|α|≤n
sup |∂αϕn | ≤ 1/n, donde segue que sup |∂αϕn | < 1/n ! 0. Logo,

ϕn� 0, mas u(ϕn) = 1 ∀n ∈N.
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4.2 Extensões de distribuições

Até agora, consideramos distribuições agindo apenas em C∞
c (Ω). O próximo

teorema mostra que é possível estender as distribuições para um espaço maior
de funções que são continuamente diferenciáveis apenas um número finito de
vezes. O preço a se pagar é que nem todas as distribuições podem ser estendidas,
apenas as de ordem finita.

Teorema 4.6. Seja u ∈ D′
(k) (Ω). Então u se estende a um funcional linear u :

C k
c (Ω)−!C tal que

∀K ⊂Ω compacto ∃ C > 0; |u(ϕ)| ≤C
∑

|α|≤k
sup |∂αϕ| ∀ϕ ∈C k

c (K ).

Demonstração. A ideia da demonstração é a seguinte: aproximaremos funções
em C k

c (Ω) por funções C∞
c (Ω), e definiremos o valor do funcional u como sendo

o limite dos valores que u assume nos elementos da sequência. Aqui a convolu-
ção e a técnica de regularização são de fundamental importância.

Seja ψ ∈C k
c (Ω). Então pelo Teorema 3.5 existe uma sequência {ϕ j } ⊂C∞

c (Ω)
tal que suppϕ j ⊂ K ∀ j ∈N para algum compacto K ⊂Ω e ∂αϕ j ! ∂αψ unifor-
memente ∀|α| ≤ k. Como u é uma distribuição de ordem k, existe C > 0 tal
que

|u(ϕ)| ≤C
∑

|α|≤k
sup |∂αϕ| ∀ϕ ∈C∞

c (int(K )).

Em particular,

|u(ϕ j −ϕl )| = |u(ϕ j )−u(ϕl )| ≤C
∑

|α|≤k
sup |∂αϕ j −∂αϕl |! 0.

Logo, {u(ϕ j )} ⊂C é uma sequência de Cauchy e portanto ∃ limu(ϕ j ) =: u(ψ).
Logo, existe a extensão, e está bem definida, i.e., não depende da sequência
tomada. De fato, seja {φ j } outra sequência em C∞

c (Ω) com suporte em K (basta
tomar a união dos suportes) e cujas derivadas convergem uniformemente para
ψ. Então temos

|u(ϕ j )−u(φ j )| ≤C
∑

|α|≤k
sup |∂αϕ j −∂αφ j |! 0,

donde segue que limu(ϕ j ) = limu(φ j ) = u(ψ).
Sejam ψ,ξ ∈C k

c (Ω), λ ∈C e {ϕ j }, {φ j } sequências C∞
c que aproximam ψ e ξ

respectivamente. Então

u(λψ+ξ) = u
(
lim(λϕ j +φ j )

)
= limu(λϕ j +φ j )

=λu(ψ)+u(ξ).
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Por fim, notemos que dados K ⊂ Ω compacto, ψ ∈ C k
c (Ω) e {φ j } ⊂ C∞

c (Ω)
uma sequência que aproxima ψ, temos que

|u(ψ)| = lim |u(φ j )|

≤ lim

C
∑

|α|≤k
sup |∂αφ j |


=C

∑
|α|≤k

sup |∂αψ|,

donde segue a continuidade de u.

Observação 4.7. Considerando o Teorema 4.6, temos em particular que D′
(0) (Ω)

é precisamente o espaço das medidas complexas em Ω.
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5 Aula 5 - 15/03/2019

5.1 Extensões de distribuições (continuação)

Teorema 5.1. Seja u ∈ D′ (Ω) tal que u(ϕ) ≥ 0 ∀ϕ ∈ C∞
c (Ω); ϕ ≥ 0. Então u ∈

D′
(0) (Ω), ou seja, u é uma medida de Radon.

Demonstração. Temos que mostrar que para qualquer compacto K ⊂Ω dado
existe C > 0 tal que

|u(ϕ)| ≤ sup |ϕ| ∀ϕ ∈C∞
c (Ω) .

Fixemos K e χ ∈C∞
c (Ω) tal que

0 ≤χ≤ 1, χ= 1 em K .

Se ϕ ∈C∞
c (K ), é claro que ϕ=χϕ em K . Logo, ∀x ∈Ω vale

ϕ(x) ≤χ(x)sup
K

|ϕ|.

Suponhamos ϕ a valores reais. Então

sup
K

|ϕ|χ±ϕ≥ 0.

Como u ≥ 0 segue que
sup

K
|ϕ|u(χ)±u(ϕ) ≥ 0.

Logo,
|u(ϕ)| ≤ sup

K
|ϕ|u(χ),

ou seja, u é "de ordem 0 para funções reais".
Notemos que u(ϕ) ∈R se ϕ : C∞

c (Ω)−!R. Então se ϕ for uma função teste
arbitrária temos que

u(Reϕ) = Reu(ϕ).

Logo, se θ ∈R temos que

u(Re(e−iθϕ)) = Re(e−iθu(ϕ))

∴ |Re(e−iθu(ϕ))| ≤ u(χ)sup
K

|Re(e−iθϕ)|

≤ u(χ)sup
K

|ϕ|

A desigualdade acima vale para todo θ ∈R. Escolhendo este número de forma
que e iθu(ϕ) = |u(ϕ)| concluímos a demonstração.
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5.2 Convergência de distribuições

Vamos introduzir uma noção de convergência no espaço D′ (Ω).

Definição 5.2. Seja {u j } j∈N ⊂D′ (Ω). Dizemos que u j ! u em D′ (Ω) se

u j (ϕ)! u(ϕ) ∀ϕ ∈C∞
c (Ω) .

Observação 5.3. A convergência de distribuições é justamente a convergência
fraca* em D′ (Ω). Logo, D′ (Ω) é o espaço dos funcionais lineares contínuos sobre
C∞

c (Ω) com a topologia fraca*.

Vale a seguinte propriedade de completude no espaço D′ (Ω):

Teorema 5.4. Seja {u j } j∈N ⊂D′ (Ω) uma sequência de distribuições tal que

∀ϕ ∈C∞
c (Ω) ∃ u(ϕ) := limu j (ϕ).

Então u ∈D′ (Ω) e u j ! u. Além disso, vale 3.2 para toda u j com constantes C ,k
que independem de j . Se ϕ j !ϕ então u j (ϕ j )! u(ϕ).

Demonstração. Ver Hörmander (1990), Teorema 2.1.8.

Observação 5.5. Pelo critério de convergência de Cauchy para C, temos que

u j (ϕ)−uk (ϕ)
j ,k!∞
−−−−! 0 é equivalente à existência do limite no enunciado do

Teorema 5.4. Logo, vale um análogo do critério de Cauchy para D′ (Ω), i.e., se

u j (ϕ)−uk (ϕ)! 0 ∀ϕ ∈C∞
c (Ω)

então existe o limite u ∈D′ (Ω).

Exemplo 5.6. Sejam a ∈RN e δa ∈D′ (Ω) dada por

δa(ϕ) :=ϕ(a), ϕ ∈C∞
c (Ω) .

Notemos que δ0 = δ (delta de Dirac). Seja ψε = (1/εN )ψ(x/ε) uma família de
mollifiers. Então temos que

ψε ∈C∞
c (Ω) ⊂ L1

l oc (RN ) ⊂D′(RN )

para todo ε> 0. Vamos mostrar que

ψε
ε!0
−−! δ em D′ (Ω) .
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De fato, ∫
RN

ψε(x)ϕ(x)dx =
∫
RN

1

εN
ψ

(
x

ε

)
ϕ(x)dx

=
∫
RN

ψ(y)ϕ(εy)dy

!ϕ(0)
∫
RN

ψ(y)dy,

pelo Teorema da Convergência Dominada.

Exemplo 5.7. Dado n ∈N, seja

ut (x) = t ne i t x x ∈R .

Então ut
t!∞
−−−! 0 em D′ (Ω). De fato, para toda função de teste na reta temos,

integrando por partes n +1 vezes,∫
R

ut (x)ϕ(x)dx = t n
∫
R

e i t xϕ(x)dx

=− t n

i t

∫
R

e i t xϕ′(x)dx = i t n−1
∫
R

e i t xϕ′(x)dx

...

= i n+1

t

∫
R

e i t xϕ(n+1)(x)dx

Logo, ∣∣∣∣∫
R

ut (x)ϕ(x)dx

∣∣∣∣≤ 1

t

∫
R
|ϕ(n+1)(x)|dx

t!∞
−−−! 0.

5.3 Localização

Sejam ω⊂Ω⊂RN abertos. Temos que C∞
c (ω) ⊂C∞

c (Ω) (basta estender as
funções de maneira trivial como 0 fora de ω).

Definição 5.8. Sejam ω⊂Ω⊂RN abertos e u ∈D′ (Ω). A restrição de u aω é

u|ω(ϕ) = u(ϕ), ϕ ∈C∞
c (ω).

Com a noção de restrição, é natural que nos indaguemos se uma distribuição
fica definida por suas restrições. Os próximos resultados dão uma resposta
afirmativa a esta pergunta.
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Proposição 5.9. Sejam Ω=⋃
i∈I ωi uma reunião de abertos e u ∈D′ (Ω) tal que

u|ωi = 0 ∀i ∈ I .

Então u = 0.

Demonstração. Seja ϕ ∈C∞
c (Ω). Então ∃ I0 ⊂ I finito tal que suppϕ⊂⋃

i∈I0 ωi .
Pelo Teorema 3.1 temos que

ϕ= ∑
i∈I0

ϕi

com ϕi ∈C∞
c (ωi ) para todo i ∈ I0. Então, pela linearidade de u,

u(ϕ) = ∑
i∈I0

u(ϕi ) = 0.

As considerações acima permitem estender a noção de suporte de uma
função para distribuições.

Definição 5.10. Seja u ∈D′ (Ω). O suporte de u é o conjunto dos pontos que não
possuem vizinhança aberta onde a restrição de u se anula. Em outros termos,

x ∉ suppu ⇐⇒∃ ω⊂Ω vizinhaça aberta de x tal que u|ω = 0.

Observação 5.11. Se suppu
⋂

suppϕ=; então u(ϕ) = 0.

Exemplo 5.12.
suppδ= {0}.

Teorema 5.13. Sejam Ω=⋃
i∈I ωi uma reunião de abertos e ui ∈D′(ωi ) tais que

ui |ωi∩ω j = u j |ωi∩ω j ∀i , j ∈ I .

Então ∃! u ∈D′ (Ω) tal que
u|ωi = ui .

Demonstração. Seja ϕ ∈C∞
c (Ω). Então ∃ I0 ⊂ I finito tal que suppϕ⊂⋃

i∈I0 ωi e
temos ϕ=∑

I0 ϕi , com ϕi ∈C∞
c (ωi ) para todo i ∈ I0.

Consideremos a distribuição dada por9

u(ϕ) :=∑
I0

ui (ϕi ).

9O conjunto I0 deveria estar indexado pela função ϕ. Omitiremos a indexação para não
sobrecarregar a notação.
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Vamos mostrar que u está bem definida, ou seja, se J0 ⊂ I é outro sub-
conjunto finito tal que suppϕ ⊂ ⋃

J0 ω j e ϕ = ∑
J0 ϕ

′
j , com ϕ′

j ∈ C∞
c (ω j ), então∑

I0 ui (ϕi ) =∑
J0 u j (ϕ j ). Tomando I0 ∪ J0 nas duas somas podemos assumir que

I0 = J0. Seja
K :=⋃

I0

supp(ϕi −ϕ′
i ) ⊂⋃

I0

ωi .

É claro que K é compacto, pois é uma união finita de compactos. Pelo Corolário
3.2 existe uma partição da unidade em K , ou seja, uma família {ψi }i∈I0 tal que
para cada i ∈ I0 ψi ∈C∞

c (ωi ) e ∑
I0

ψi = 1 em K .

Por hipótese, se i ,k ∈ I temos que

ui (ψk (ϕi −ϕ′
i )) = uk (ψk (ϕi −ϕ′

i )),

pois ψk (ϕi −ϕ′
i ) ∈C∞

c (ωi ∩ωk ). Logo,

∑
I0

ui (ϕi −ϕ′
i ) = ∑

i∈I0

ui

 ∑
k∈I0

ψk (ϕi −ϕ′
i )


= ∑

i∈I0

∑
k∈I0

ui (ψk (ϕi −ϕ′
i ))

= ∑
i∈I0

∑
k∈I0

uk (ψk (ϕi −ϕ′
i ))

= ∑
k∈I0

uk

ψk

∑
i∈I0

(ϕi −ϕ′
i )


= ∑

k∈I0

uk
(
ψk (ϕ−ϕ)

)
= 0

donde
u(ϕ) =∑

I0

ui (ϕi ) =∑
I0

ui (ϕ′
i )

e portanto u está bem definida. Além disso, pela forma como definimos u, é
imediato que u|ωi = ui e que u é linear.

Vamos mostrar que a aplicação u é de fato uma distribuição, ou seja, que
satisfaz a propriedade (3.2). Seja K ⊂ Ω um compacto. Então existem um
recobrimento finito K ⊂ ⋃

I0 ωi e uma partição da unidade {ψi }i∈I0 , com ψi ∈
C∞

c (ωi ) ∀i ∈ I0 e
∑

I0 ψi = 1 em K . Assim, se ϕ ∈C∞
c (K ) temos

ϕ=∑
I0

ψiϕ.
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Então, pela definição de u,

u(ϕ) =∑
I0

ui (ψiϕ).

Agora, para cada i ∈ I0 seja Ki = suppψi ⊂ωi . Como ui ∈D′(ωi ) então existem
constantes Ci > 0,mi ∈Z+ tais que

|ui (Φ)| ≤Ci
∑

|α|≤mi

sup |∂αΦ| ∀Φ ∈C∞
c (ωi ).

Então, sendo C := maxCi ,m := maxmi , temos que

|u(ϕ)| ≤C
∑

i∈I0

∑
|α|≤m

sup |∂α(ψiϕ)|

≤C ′ ∑
|α|≤m

sup |∂αϕ|.

Notemos que as distribuições definidas por funções localmente integráveis
podem ser estendidas para agir em ”funções de teste” que não tem suporte
compacto, ou seja, para C∞. De fato, se u ∈ L1

loc (Ω) a expressão

u(φ) =
∫

uφdx

faz sentido se suppu ∩ suppφ⊂⊂Ω ∀φ ∈ C∞ (Ω). Isto nos dá uma condição
natural para tentarmos estender o domínio das distribuições.

Teorema 5.14. Sejam u ∈ D′ (Ω), F ⊂Ω um fechado tal que suppu ⊂ F e E F :={
f ∈C∞ (Ω); suppϕ∩F ⊂⊂Ω}

. Então ∃! ũ : E F −!C linear tal queũ(ϕ) = u(ϕ) se ϕ ∈C∞
c (Ω)

ũ(ϕ) = 0 se ϕ ∈C∞ (Ω) e suppϕ∩F =;
Demonstração.

• Unicidade: Seja g ∈ E F . Como supp g ∩F é compacto, temos que ∃ ψ ∈
C∞

c (Ω) tal que ψ= 1 em uma vizinhança U de supp g ∩F . Assim,

g =ψg + (1−ψ)g .

Agora, seja ṽ : E F −!C tal que ṽ(ϕ) = 0 seϕ ∈C∞
c (Ω) ou se suppϕ∩F =;.

Então
ṽ(g ) = ṽ(ψg )+ ṽ((1−ψ)g ) = 0,

pois ψg ∈ C∞
c (Ω) e supp(1−ψ)g ∩ F = ;. Assim, se ũ1 e ũ2 são duas

extensões satisfazendo i) e ii), então ṽ = ũ1 − ũ2 = 0, e portanto ũ1 = ũ2.
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• Existência: Toda g ∈ E F pode ser escrita como g =φ1+φ2 comφ1 ∈C∞
c (Ω)

e suppφ2 ∩F =; (fizemos a construção na demonstração da unicidade
usando a função de corte ψ). Então, para g ∈ E F definimos

ũ(g ) = ũ(φ1 +φ2) := u(φ1).

Vamos mostrar que esta aplicação está bem definida. Se g = ψ1 +ψ2 é
outra decomposição de g , temos que

φ1 −ψ1 =ψ2 −φ2.

Então φ1−ψ1 ∈C∞
c (Ω) e supp(φ1−ψ1)∩F = supp(ψ2−φ2)∩F =;. Logo,

u(φ1 −ψ1) = u(φ1)−u(ψ1) = 0,

logo u(φ1) = u(ψ1) e portanto a extensão está bem definida.
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6 Aula 6 - 20/03/2019

6.1 Distribuições de suporte compacto

Estudaremos as consequências do Teorema 5.14 para o caso particular das
distribuições de suporte compacto.

Sejam u ∈D′ (Ω) uma distribuição de suporte compacto e F = suppu. Neste
caso E F =C∞ e portanto u se estende a um funcional linear

ũ : C∞−!C .

Se χ ∈C∞
c (Ω) tal que χ= 1 em uma vizinhança de suppu, então

ũ(ϕ) = u(χϕ) ∀ϕ ∈C∞ (Ω) .

Como u ∈D′ (Ω) existem constantes C > 0, k ∈Z+ tais que

|u(ψ)| ≤C
∑

|α|≤k
sup |∂αψ| ∀ψ ∈C∞

c (suppχ).

Logo,
ũ(ϕ) = u(χϕ) ≤C

∑
|α|≤k

sup |∂αχϕ| ∀ϕ ∈C∞(Ω).

Então, pela fórmula de Leibniz,

ũ(ϕ) ≤C ′ ∑
|α|≤k

sup
suppχ

|∂αϕ| ∀ϕ ∈C∞(Ω).

Faremos um pequeno abuso de notação e passaremos a denotar a extensão por
u.

Conclusão: se u ∈ D′ (Ω) tem suporte compacto então u se estende a um
funcional linear

u : C∞ (Ω)−!C

tal que existem K ⊂Ω compacto, C > 0 e k ∈Z+ tais que

u(ϕ) ≤C
∑

|α|≤k
sup

K
|∂αϕ| ∀ϕ ∈C∞(Ω).

Reciprocamente, seja v : C∞ −! C um funcional linear tal que existem
K ⊂Ω compacto, C > 0 e k ∈Z+ tais que

(∗)

{
v(ϕ) ≤C

∑
|α|≤k

sup
K

|∂αϕ| ∀ϕ ∈C∞
c (Ω).

Então u := v |C∞
c (Ω) é uma distribuição de suporte contido em K e ordem ≤ k.
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Assim, concluímos que

{u ∈D′ (Ω); suppu é compacto} = {v ∈L (C∞ (Ω),C); vale (∗)} =: E ′ (Ω) (6.1)

Laurent Schwartz usava a notação E (Ω) para o espaço C∞ (Ω) com a topolo-
gia gerada pelas seminormas

ϕ!
∑

|α|≤k
sup

K
|∂αϕ|,

onde K varia entre os compactos de Ω e k varia entre os inteiros não-negativos.
Daí segue a notação E ′ (Ω).

Teorema 6.1. Seja u ∈ E ′ (Ω) uma distribuição de ordem ≤ k. Então

u(ϕ) = 0 se ∂αϕ(x) = 0

∀|α| ≤ k, ∀x ∈ suppu, ∀ϕ ∈C∞ (Ω).

Demonstração. Sejam K = suppu e Kε = {x ∈Ω; d(x,K ) ≤ ε} uma vizinhança K .
Se 0 < ε < ε0 := d(K ,∂Ω) então Kε ⊂Ω e é compacto. Seja χε ∈ C∞

c (Kε) tal que
χε = 1 em K . Recordemos (ver (3.1)) que

|∂αχε| ≤ Cα

ε|α|
.

Seja ϕ como no enunciado. Então

|u(ϕ)| = |u(χεϕ)|
≤C

∑
|α|≤k

sup |∂α(χεϕ)|

≤C ′ ∑
|α|≤k

1

εk−|α| sup
Kε

|∂α(ϕ)|.

A conclusão do teorema seguirá se mostrarmos que

1

εk−|α| sup
Kε

|∂αϕ| ε!0+
−−−! 0 ∀|α| ≤ k.

Temos dois casos a considerar:

1° caso: |α| = k

Seja xε ∈ Kε tal que
sup

Kε

|∂αϕ| = |∂αϕ(xε).
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Então existe yε ∈ K tal que xε− yε ≤ ε. Por continuidade uniforme, para cada
η> 0 existe δ> 0 tal que ∀x, y ∈ Kε

|x − y | ≤ δ =⇒ |∂αϕ(x)−∂αϕ(y)| ≤ η.

Logo, se ε< δ temos que

|xε− yε| ≤ ε< δ =⇒ |∂αϕ(xε)−∂αϕ(yε)| ≤ η

Mas ∂αϕ(yε) = 0 por hipótese, logo

∀η> 0 ∃ ε> 0; |∂αϕ(x)| ≤ η ∀x ∈ Kε

donde segue que
∂αϕ(x) = 0 em K se |α| = k.

2° caso: |α| < k

Como no 1° caso, sejam xε o ponto onde o supremo é atingido,

sup
Kε

|∂αϕ| = |∂αϕ(xε)|,

e yε ∈ K tal que |xε− yε| ≤ ε. Pela fórmula de Taylor (1.1),

∂αϕ(xε) = ∑
|β|≤k−|α|

1

β!
∂α+βϕ(yε)(xε− yε)β

+ ∑
|β|≤k−|α|

(k −|α|)
∫ 1

0
(1− t )k−|α|∂

α+βϕ(yε+ t (xε− yε))

β!
(xε− yε)βdt .

Logo,

|∂αϕ(xε)| ≤C
∑

|β|≤k−|α|
max
0≤t≤1

{
|∂α+βϕ(

yε+ t (xε− yε)
) |} |xε− yε|β,

donde
ε|α|−k |∂ϕ(xε)| ≤C

∑
|β|≤k−|α|

max
0≤t≤1

{
|∂α+βϕ(

yε+ t (xε− yε)
) |} .

Mas

|∂α+βϕ(
yε+ t (xε− yε)

) | = |∂α+βϕ(
yε+ t (xε− yε)

)−∂α+βϕ(
yε

) |
ε!0+
−−−! 0

por continuidade uniforme, donde segue a conclusão do teorema.
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Corolário 6.2. Seja u ∈ E ′ (RN) tal que suppu = {0}. Então existem constantes
k ∈Z+ e Cα, para |α| ≤ k tais que

u(ϕ) = ∑
|α|≤k

Cα∂
αϕ(0), ϕ ∈C∞ (RN) .

Demonstração. Se ϕ ∈C∞ (RN) temos, pela Fórmula de Taylor (1.1):

ϕ(x) = ∑
|α|≤k

1

α!
∂αϕ(0)xα+Rk (x)

onde k ∈Z+ é tal que u tem ordem ≤ k. Temos que ∂αRk (0) = 0 para todo |α| ≤ k.
Então, pelo teorema anterior, u(Rk ) = 0. Logo,

u(ϕ) = ∑
|α|≤k

1

α!
u(xα)∂αϕ(0)

= ∑
|α|≤k

1

α!
Cα∂

αϕ(0)

6.2 Diferenciação e multiplicação por funções

Como já discutimos, uma das maiores motivações da teoria de distribuições
são as restrições relacionadas à diferenciabilidade de funções, principalmente
na teoria das equações diferenciais parciais. A busca por uma generalização de
derivada que permitisse tratar de uma classe maior de objetos e se reduzisse à
derivada usual quando aplicada a funções diferenciáveis vem, pelo menos, dos
trabalhos de Sobolev10.

Estudaremos as operações de diferenciação de distribuições e de multiplica-
ção de distribuições por funções infinitamente diferenciáveis. Estas operações
aparecem de forma natural nas aplicações da teoria de distribuições.

Sejam Ω⊂RN um aberto e u ∈C 1 (Ω). Então ∂u
∂x j

∈C (Ω) para j = 1, . . . , N e

ambas definem distribuições, pois

C 1 (Ω) ⊂C (Ω) ⊂ L1
l oc (Ω) ⊂D′ (Ω) .

10Sergei Sobolev.
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Se ϕ ∈C∞
c (Ω) temos que

∂u

∂x j

(ϕ) =
∫
Ω

∂u

∂x j

(x)ϕ(x)dx

=−
∫
Ω

u(x)
∂ϕ

∂x j

(x)dx

=−u

(
∂ϕ

∂x j

)
.

Isto motiva a seguinte

Definição 6.3. Sejam u ∈D′ (Ω) e α ∈Z+. Definimos a derivada de ordemα de
u da seguinte forma:

(∂αu)(ϕ) := (−1)|α|u(∂αϕ). (6.2)

Observação 6.4. Notemos que a derivada está bem definida quando |α| = 1, e
que isto implica que podemos mudar arbitrariamente a ordem de diferenciação,
de forma que a notação adotada e a definição dada fazem sentido.

Observação 6.5. Seja {ϕ j } ⊂C∞
c (Ω) tal que ϕ j � 0. Então é claro que ∂αϕ j � 0.

Logo,
∂αu(ϕ j ) = (−1)|α|u(∂αϕ j )! 0

e portanto ∂αu é de fato uma distribuição, pelo Teorema 4.5.

Exemplo 6.6. Função de Heaviside:

H(x) =
1, se x > 0

0, se x < 0

É claro que H ∈ L1
l oc (R) ⊂D′ (R). A derivada da função de Heaviside é o Delta

de Dirac. De fato, ∀ϕ ∈C∞
c (R) temos que

H ′(ϕ) =−H(ϕ′) =−
∫
R

H(x)ϕ′(x)dx

=−
∫ ∞

0
ϕ′(x)dx

=ϕ(0)

= δ(ϕ).
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Exemplo 6.7. Vamos calcular as derivadas do Delta de Dirac. Dada ϕ ∈C∞
c (Ω),

temos que

(∂αδ)(ϕ) = (−1)|α|δ(∂αϕ)

= (−1)|α|∂αϕ(0).

Observação 6.8. Seja u ∈ D′ (Ω) tal que suppu = {0}. Pelo Corolário 6.2 dada
ϕ ∈C∞

c (Ω) temos que

u(ϕ) = ∑
|α|≤k

Cα∂
αϕ(0)

= ∑
|α|≤k

(−1)|α|Cα(∂αδ)(ϕ),

ou seja, u é um combinação linear do Delta de Dirac e suas derivadas:

u = ∑
|α|≤k

bα∂
αδ.
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7 Aula 7 - 22/03/2019

7.1 Diferenciação e multiplicação por funções (continuação)

Exemplo 7.1. A distribuição Valor Principal de 1/x é

VP[1/x](ϕ) = lim
ε!0

∫
|x|>ε

ϕ(x)

x
dx, ϕ ∈C∞

c (R).

Temos que VP[1/x] ∈D′
(1) (R).

Vamos mostrar que o limite de fato existe. Sejam a > 0 e ϕ ∈ C∞
c ([−a, a]).

Pelo Teorema Fundamental do Cálculo,

ϕ(x) =ϕ(0)+
∫ x

0
ϕ′(t )dt

=ϕ(0)+
(∫ 1

0
ϕ′(sx)ds

)
x.

Logo,
ϕ(x) =ϕ(0)+xψ(x),

com ψ ∈C∞(R). Notemos que, por simetria,∫
a≥|x|>ε

ϕ(0)

x
= 0 ∀ε> 0.

Logo,

VP

[
1

x

]
(ϕ) = lim

ε!0

∫
a≥|x|>ε

(ϕ(0)

x
+ψ(x)

)
dx

=
∫ a

−a
ψ(x)dx ∈R .

Notemos que

|ψ(x)| ≤ sup
[−a,a]

|ϕ′|

∴
∣∣∣∣VP

[
1

x

]
(ϕ)

∣∣∣∣≤ 2a sup
[−a,a]

|ϕ′|.

Por fim, notemos ainda que

VP

[
1

x

]∣∣∣∣∣
R\{0}

= 1

x

∣∣∣∣∣
R\{0}

.
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No exemplo acima estendemos a distribuição 1/x, definida emR\{0} para
uma distribuição definida em toda a reta. Estender distribuições para abertos
maiores, em geral, não é possível.

Exemplo 7.2. Seja u ∈D′(]0,∞[) dada por

u =
∞∑
1
δ(n)

1/n .

Suponhamos que exista ũ ∈D′(]−η,η[) tal que

ũ
∣∣
]0,η[ = u

∣∣
]0,η[ .

Então existem constantes C > 0 e m ∈Z+ tais que

|ũ(ϕ)| ≤C
m∑
0

sup |ψ( j )| ∀ϕ ∈C∞
c (]−η/2,η/2[).

Mas então temos que

|u(ψ)| ≤C
m∑
0

sup |ψ( j )| ∀ψ ∈C∞
c (]0,η/2[),

o que é absurdo. Por exemplo, seja η> 2 e consideremos uma função de corte
constante em [1/n,1], com suporte em ]0,η/2[. Sabemos que as derivadas da
função são limitadas, então basta tomarmos n suficientemente grande.

Exemplo 7.3. Seja u(x) = e1/x ∈C∞(]0,∞[) ⊂ L1
loc (]0,∞[). Esta distribuição não

pode ser estendida a uma distribuição em torno da origem.

Exemplo 7.4. Seja
u(x) = log |x|, x ∈R\{0}.

Se a > 0 temos que ∫ a

−a
| log |x‖dx <∞

e portanto u(x) ∈ L1
l oc (R). Isto equivale a mostrar que∫ a

0
| log x|dx <∞.

De fato, seja a ≤ 1. Temos:

lim
ε!0

∫ a

ε
| log x|dx = lim

ε!0

∫ a

ε
− log x dx

=−a log a +a +ε logε−ε
!−a log a +a,

pois o polinômio decresce mais rápido que o logaritmo. Logo, a distribuição
u(x) = log |x| ∈D′(R\{0}) se estende a uma distribuição u ∈D(R).
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Exemplo 7.5. Vamos mostrar que

(log |x|)′ = VP

[
1

x

]
. (7.1)

Seja ϕ ∈C∞
c (R). Então:

(log |x|)′(ϕ) = (− log |x|)(ϕ′)

=−
∫
R

log |x|ϕ′(x)dx

=− lim
ε!0

∫
|x|≥ε

(log |x|)ϕ′(x)dx

=− lim
ε!0

(∫ ε

−∞
log(−x)ϕ′(x)dx +

∫ ∞

ε
log xϕ′(x)dx

)
=− lim

ε!0

(
log(−x)ϕ(x)

∣∣∣−ε−∞−
∫ −ε

−∞
ϕ(x)

x
dx + log xϕ(x)

∣∣∣∞
ε

−
∫ ∞

ε

ϕ(x)

x
dx

)
=− lim

ε!0

(
logεϕ(−ε)− logεϕ(ε)−

∫
|x|>ε

ϕ(x)

x
dx

)

=− lim
ε!0

(
(ϕ(ε)−ϕ(−ε)) logε+

∫
|x|>ε

ϕ(x)

x
dx

)

= VP

[
1

x

]
(ϕ)

pois ε logε! 0.

Vamos agora estudar a multiplicação de distribuições por funções C∞

Definição 7.6. Sejam u ∈ D′ (Ω) e f ∈ C∞ (Ω). A multiplicação de u por f é a
distribuição definida da seguinte forma:

( f u)(ϕ) = u( f ϕ), ϕ ∈C∞
c (Ω) . (7.2)

Observação 7.7. A Equação (7.2) de fato define uma distribuição. AC-linearidade
é óbvia. Agora, sejam K ⊂Ω compacto. Então existem constante C > 0, m ∈Z+
tais que

|u(ϕ)| ≤C
∑

|α|≤m
sup |∂αϕ| ∀ϕ ∈C∞

c (K ).
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Logo, como f ϕ ∈C∞
c (K ) ∀ϕ ∈C∞

c (K )

|( f u)(ϕ) = |u( f ϕ)

≤ ∑
|α|≤m

sup |∂α( f ϕ)| ∀ϕ ∈C∞
c (K )

≤C ′ ∑
|α|≤m

sup |∂αϕ| ∀ϕ ∈C∞
c (K ).

Exemplo 7.8. Dada f ∈C∞ (R), temos que

f δ= f (0)δ

Exemplo 7.9. Como distribuições, temos que

x VP

[
1

x

]
= 1.

De fato:

x VP

[
1

x

]
(ϕ) = VP

[
1

x

]
(xϕ)

= lim
ε!0

∫
|x|≥ε

xϕ(x)

x
dx

=
∫
R
ϕ(x)dx

= 1(ϕ).

Observação 7.10. Vale a regra de Leibniz para o produto de distribuições por
funções C∞:

∂α( f u) = ∑
β≤α

(
α

β

)
∂α−β f ∂βu (7.3)

Teorema 7.11. Sejam I = (i−, i+) ⊂R um intervalo aberto, x0 ∈ I e u ∈C 1(I \{x0})
tal que a derivada de u coincide com uma função v ∈ L1

loc (I ) em I \ {x0}. Então
existem os limites

lim
x!x+

0

u(x) = a+, lim
x!x−

0

u(x) = a−,

donde segue que u ∈ L1
loc (I ), e vale que

u′ = v + (a+−a−)δx0 . (7.4)
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Demonstração. Vamos mostrar a existência de a+. A existência de a− é análoga.
Seja y ∈ I , y > x0 fixado. Então, para x0 < x < y temos que

u(x) = u(y)−
∫ y

x
v(s)ds

x!x0−−−! u(y)−
∫ y

x0

v(s)ds =: a+.

Agora, se ϕ ∈C∞
c (I ) temos que

u′(ϕ) =−u(ϕ′) = lim
ε!0

(
−

∫ x0−ε

i−
u(x)ϕ′(x)dx −

∫ i+

x0+ε
u(x)ϕ′(x)dx

)
.

Integrando por partes, temos que

u′(ϕ) = lim
ε!0

−u(x)ϕ(x)
∣∣∣x0−ε
i−

+
∫ x0−ε

i−
v(x)ϕ(x)dx

−u(x)ϕ(x)
∣∣∣i+

x0+ε
+

∫ i+

x0+ε
v(x)ϕ(x)dx

= lim
ε!0

−u(x0 −ε)ϕ(x0 −ε)+u(x0 +ε)ϕ(x0 +ε)

+
∫ x0−ε

i−
v(x)ϕ(x)dx +

∫ i+

x0+ε
v(x)ϕ(x)dx

=
∫

I
v(x)ϕ(x)dx + (a+−a−)ϕ(x0).

Logo,
u′(ϕ) = v(ϕ)+ (a+−a−)δ(ϕ).

Observação 7.12. A Equação (7.4) mostra que a derivada no sentido de distri-
buições "detecta" os saltos de uma função descontínua.

Um dos resultados mais importantes do cálculo diferencial é que uma função
com derivada nula é constante. As distribuições na reta também gozam desta
propriedade:

Teorema 7.13. Sejam I ⊂R um intervalo aberto e u ∈D′(I ) tal que u′ = 0. Então
u é constante.

Demonstração. Temos

u′(ϕ) =−u(ϕ′) = 0 ∀ϕ ∈C∞
c (I ).
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Seja ϕ ∈C∞
c (I ). Então ϕ tem primitiva em C∞

c (I ) se, e somente se ϕ tem média
nula:

∃ψ ∈C∞
c (I ); ψ′ =ϕ⇐⇒

∫
I
ϕ(x)dx = 0.

Fixemos χ ∈C∞
c (I ) tal que

∫
I χ(x)dx = 1 e definamos, para cada ϕ ∈C∞

c (I ),

ϕ̃(x) =ϕ(x)−
(∫

I
ϕ(x)dx

)
χ

É claro que ϕ̃ ∈ C∞
c (I ) e tem média nula. Logo, tem primitiva ψ ∈ C∞

c (I ) e
portanto u(ϕ̃) = u(ψ′). Logo,

u(ϕ̃) = u(ϕ)−u

((∫
I
ϕ(x)dx

)
χ

)
= 0

∴ u(ϕ) = u

((∫
I
ϕ(x)dx

)
χ

)

=
∫

I
u(χ)ϕ(x)dx

= u(χ)(ϕ)

donde segue que
u = u(χ),

uma constante.

Corolário 7.14. Sejam I ⊂R um intervalo aberto, a ∈C∞(I ), f ∈C (I ) e u ∈D′(I )
tais que

u′+au = f

Então u ∈C 1(I ) e a equação é satisfeita classicamente.

Demonstração. Consideremos a equação

u′ = f ,

ou seja, a = 0. Como f é contínua, tem uma primitiva v ∈C 1(I ) tal que

(u − v)′ = u′− v ′ = f − f = 0.

Logo, a distribuição u − v é constante, e portando u ∈C 1(I ) (pois é a soma de
duas funções de classe C 1).

Agora, seja E uma solução não-nula da equação E ′ = aE , por exemplo, E (x) =
e

∫ x
x0

a(x)dx para algum x0 ∈ I fixado. Então

(Eu)′ = Eu′+E ′u = E(u′+au) = E f ∈C (I ),
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Logo, (
Eu −

∫ x

x0

f (y)E(y)dy

)′
= 0

e portanto, sendo A(y) = ∫ y
x0

a(s)ds, temos

u =
c −

∫ x

x0

f (y)A(y)dy

e A(x)
∈C 1(I ).
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8 Aula 8 - 27/03/2019

8.1 Diferenciação e multiplicação por funções (continuação)

Como visto na aula anterior, as distribuições na reta com derivada nula são
constantes. As distribuições em espaços de dimensão maior satisfazem uma
regra análoga para derivadas parciais.

Teorema 8.1. Sejam Ω=U × I , com U ⊂RN−1 aberto e I ⊂R aberto, e u ∈D′ (Ω)
tal que

∂u

∂xN

= 0.

Então existe u0 ∈D′(U ) tal que

u(ϕ) =
∫

I
u0(ϕ(·, xN ))dxN , ∀ϕ ∈C∞

c (Ω), (8.1)

ou seja, u é uma distribuição em (x1, . . . , xN−1), e portanto independente de xN .
Em particular, se u ∈C (Ω) então u = u(·, a) para qualquer a ∈ I .

Demonstração. Fixemos χ ∈C∞
c (I ) tal que

∫
I χ= 1. Para ϕ ∈C∞

c (Ω), definamos

ϕ̃(x) =ϕ(x)−
(∫

I
ϕ(x ′, xN )dxN

)
χ(xN ) ∈C∞

c (Ω) .

Assim, temos∫
I
ϕ̃(x ′, xN )dxN = 0 =⇒ ∃ψ ∈C∞

c (Ω) tal que
∂ψ

∂xN

=ϕ

e portanto

u(ϕ̃) = u

(
∂ψ

∂xN

)
=− ∂u

∂xN

(ψ) = 0,

donde

u(ϕ) = u

(
χ(xN )

∫
I
ϕ(·, xN )dxN

)
.

Então, definindo
u0(η) := u(ηχ), η ∈C∞

c (U )

temos que

u(ϕ) = u0

(∫
I
ϕ(·, xN )dxN

)
.

Vamos verificar que, de fato,

u0

(∫
I
ϕ(·, xN )dxN

)
=

∫
I

u0(ϕ(·, xN ))dxN .
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Para t ∈R, seja

γ(t ) =
∫ t

−∞
u0(ϕ(·, xn))dxN −u0

(∫ t

−∞
ϕ(·, xN )dxN

)
.

Notemos que γ(t ) = 0 se t <−M para algum M > 0 suficientemente grande (pois
as funções tem suporte compacto em I ). Agora, pelo Teorema 4.2 podemos
derivar o segundo termo dentro de u0, e portanto

γ′(t ) = u0(ϕ(·, t ))−u0(ϕ(·, t )) = 0 ∀t ∈R,

ou seja, γ é constante e igual a 0, donde segue (8.1). Em particular, seψ ∈C∞
c (U )

vale que

u(ψχ) =
∫

I
u0(ψ)χ(xN )dxN = u0(ψ).

Se u ∈C (Ω) temos que

u(ψ) =
∫

U×I
u(x ′, xN )ψ(x ′)χ(xN )dx ′ dxN = u0(ψ).

Dado a ∈ I , seja

χε(xN ) = 1

ε
χ

(
xN −a

ε

)
, ε> 0.

Então

u(ψ) =
∫

U×I
u(x ′, xN )ψ(x ′)χε(xN )dx ′ dxN = u0(ψ)

=
∫

U
ψ(x ′)

(∫
I

u(x ′, xN )χε(xN )dxN

)
dx ′

ε!0
−−!

∫
U
ψ(x ′)u(x ′, a)dx ′

Corolário 8.2. Sejam Ω⊂RN um aberto, e u, f ∈C (Ω) tais que

∂u

∂x j

= f

no sentido de distribuições. Então existe a derivada
∂u

∂x j

no sentido clássico em

cada ponto.
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Demonstração. Notemos que
∂u

∂x j

= f no sentido de distribuições significa que

−
∫
Ω

u(x)
∂ϕ

∂x j

(x)dx =
∫
Ω

f (x)ϕ(x)dx ∀ϕ ∈C∞
c (Ω)

Agora, podemos assumir j = N e Ω=U × I , como no teorema anterior. Seja

v(x) =
∫ xN

α
f (x ′, t )dt ,

onde α ∈ I fixado. Então

∂(u − v)

∂xN

= 0 em D′ (Ω)

Então, pelo teorema anterior, (u − v)(x) = g (x) para alguma função g ∈ C (U ).
Assim, temos:

u(x) = g (x ′)+ v(x),

donde segue que existe, no sentido clássico,

∂u

∂xN

= ∂v

∂xN

= f .

No Teorema 7.13 caracterizamos as distribuições com derivada nula. Existe
uma caracterização análoga para multiplicações:

Proposição 8.3. Seja u ∈ D′ (RN) tal que x j u = 0 ∀ j = 1, . . . , N . Então u é um
múltiplo do delta de Dirac, ou seja, existe uma constante c ∈C tal que u = cδ.

Demonstração. Se ϕ ∈C∞
c (RN) podemos escrever11

ϕ(x) =ϕ(0)+
N∑
1

x jψ j (x), ψ j ∈C∞
c (RN) .

Então

u(ϕ) =ϕ(0)u(1)+
N∑
1

(x j u)(ψ j ) = u(1)ϕ(0) = u(1)δ(ϕ).

Definição 8.4. Seja P(D) = ∑
|α|≤m aα∂α, com aα ∈ C ∀α ∈ ZN

+ um operador
diferencial parcial linear de coeficientes constantes (ODPLCC). Uma distribuição
E ∈D′ (RN) é dita solução fundamental de P(D) se

P(D)E = δ.
11Ver Teorema 1.1.9 em Hörmander (1990).
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8.2 Alguns exemplos

Vamos aplicar as propriedades das distribuições em alguns exemplos. Come-
çamos estudando a derivada da função característica num aberto com fronteira
regular, e depois passamos ao estudo de alguns fatos da Análise Complexa.

Exemplo 8.5 (Derivada da função característica). Antes do exemplo em si, re-
cordemos algumas definições e alguns fatos básicos.

Definição 8.6. Um aberto Ω ⊂ RN é dito com fronteira de classe C 1 se para
cada ponto x0 ∈ ∂Ω existe uma função ρ ∈C 1(X0) numa vizinhança X0 de x0 tal
que

ρ(x0 = 0, dρ(x0) 6= 0, Ω∩X0 = {x ∈ X0; ρ(x) < 0}.

Mostra-se que existe uma função ρ ∈C 1 (RN) tal que ρ(∂Ω) = {0}, dρ 6= 0 em
∂Ω e Ω= {x ∈RN ; ρ(x) < 0}. Podemos então definir

Definição 8.7. SejaΩ⊂RN um aberto de classe C 1 definido pela função ρ como
observado acima. A normal unitária exterior é o vetor

n = ∇ρ
|∇ρ|

∣∣∣∣
∂Ω

.

Seja dS a medida de superfície em ∂Ω. Se F :Ω−!RN é um campo vetorial
de classe C 1, então vale a fórmula da divergência:∫

Ω
divF (x)dx =

∫
∂Ω

F · dS. (8.2)

Seja f de classe C 1 num aberto que contém Ω. Vamos estudar

∂( f χ)

∂x j

onde χ denota a função característica de Ω.
Seja g ∈C∞ (Ω), U um aberto que contém o fecho de Ω e f ∈C 1(U ). Então

temos que

∂( f χ)

∂x j

(g ) =−( f χ)(
∂g

∂x j

=−χ
(

f
∂g

∂x j

)
=−

∫
Ω

f (x)
∂g

∂x j

(x)dx.
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Seja F = (0, . . . ,0, f g ,0, . . . ,0). Então

divF = g
∂ f

∂x j

+ f
∂g

∂x j

.

Logo, por (8.2),∫
Ω

∂ f

∂x j

(x)g (x)dx + ∂g

∂x j

(x) f (x)dx =
∫
∂Ω

f (x)g (x)n j (x)dS

e portanto

∂( f χ)

∂x j

(g ) =
∫
Ω

∂ f

∂x j

(x)g (x)dx −
∫
∂Ω

f (x)g (x)n j (x)dS

=
 ∂ f

∂x j

χ

 (g )− ( f n j dS).

Assim, pondo f = 1, temos que

∂χ

∂x j

=−n j dS.

Exemplo 8.8 (Fórmula de Cauchy não-homogênea). Consideremos a seguinte
notação:

• z = x + i y ∈C

• ∂z = 1

2
(∂x − i∂y ), dz = dx + i dy

• ∂z = 1
2 (∂x + i∂y ), dz = dx − i dy, (operador de Cauchy-Riemann)

Notemos que o fator 1
2 nas definições acima é posto para fazer dar certo a

fórmula

d f = ∂ f

∂x
dx + ∂ f

∂y
dy = ∂ f

∂z
dz + ∂ f

∂z
dz.

Se Ω⊂C é aberto e u ∈C 1 (Ω) dizemos que u é analítica se

∂u

∂z
= 0 em Ω.

Se Ω é um aberto de classe C 1 e f ∈C 1 (Ω) então vale a fórmula de Stokes:∫
∂Ω

f dz =
∫
Ω

d( f dz) =
∫
Ω

d f ∧dz =
∫
Ω

∂ f

∂z
dz ∧dz. (8.3)
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Sejam z0 ∈Ω e ε> 0 tal que Dε := {z ∈C; |z − z0| ≤ ε}. Aplicando (8.3) para

f (z)

z − z0

no domínio Ω\ Dε temos que∫
Ω\Dε

∂

∂z

(
f (z)

z − z0

)
dz ∧dz =

∫
∂Ω

f (z)

z − z0
dz −

∫
∂Dε

f (z)

z − z0
dz

Mas ∫
∂Dε

f (z)

z − z0
dz =

∫ 2π

0
f (z +εe iθ)−! (2πi ) f (z0).

Por outro lado,∫
Ω\Dε

∂

∂z

(
f (z)

z − z0

)
dz ∧dz =

∫
Ω\Dε

1

z − z0

∂

∂z
f (z)dz ∧dz.

Mas, pelo Teorema da Convergência Dominada,∫
Ω\Dε

1

z − z0

∂

∂z
f (z)dz ∧dz −!

∫
Ω

1

z − z0

∂

∂z
f (z)dz ∧dz.

De fato, ∂ f /∂z é limitada em Ω e
1

z − z0
é integrável num disco:∣∣∣∣∫|z−z0|

1

z − z0
dz ∧dz

∣∣∣∣≤ 2

∣∣∣∣∫|z−z0|
1

z − z0
dx dy

∣∣∣∣
= 2

∫ 2π

0

∫ r

0

1

ρ
ρdρdθ <∞.

Assim, passando ao limite ε! 0 temos a Fórmula de Cauchy não-homogênea:

f (z0) = 1

2πi

∫
∂Ω

f (z)

z − z0
dz + 1

2πi

∫
Ω

1

z − z0

∂ f

∂z
dz ∧dz. (8.4)

Exemplo 8.9 (Solução fundamental do operador de Cauhcy-Riemman). Sejam
ϕ ∈ C∞

c (C) e Ω ⊂ C um aberto regular de classe C 1 tal que suppϕ ⊂ Ω. Pela
Equação (8.4) temos que

ϕ(z0) = 1

2πi

∫
Ω

1

z − z0

∂ϕ

∂z
dz ∧dz

= 1

π

∫
C

1

z −_0

∂ϕ

∂z
dx dy

= ∂

∂z

(
1

π(z − z0)

)
(ϕ),
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ou seja,
∂

∂z

(
1

π(z − z0)

)
= δz0 .

Isto é, a solução fundamental do operador de Cauchy-Riemann é

Ez0 := 1

π(z − z0)
.
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9 Aula 9 - 29/03/2019

9.1 Valores na fronteira para funções analíticas

Recordemos que uma função f é dita analítica se

∂ f

∂z
= 0.

Neste caso,

f ′ = ∂z f = 1

2
(∂x f − i∂y f ) = ∂x f =−i∂y f .

Vamos estudar a existência de valores na fronteira para funções analíticas
sob a ótica da teoria de distribuições.

Teorema 9.1. Dados I ⊂R limitado e γ> 0, seja

R = {x + i y ∈C; e ∈ I , 0 < y < γ}.

Seja f analítica em R de crescimento temperado, ou seja, tal que existem cons-
tantes C > 0, n ∈N tais que

| f (x + i y)| ≤ C

yn
, x + i y ∈ R.

Então se ϕ ∈C∞
c (I ) existe

lim
y!0+

∫
I

f (x + i y)ϕ(x)dx ∀0 < y < γ

e a aplicação

ϕ 7−! lim
y!0+

∫
I

f (x + i y)ϕ(x)dx

define um elemento f (x+0+) ∈D′
(n+1)(R). Além disso, a aplicação f 7−! f (x+0+)

é injetora.

Demonstração. Sob as hipóteses, vamos mostrar que existe g analítica em R,
contínua em R∪(I+i {0}) tal que g (n+1) = f . Assumiremos este fato por enquanto.

Se 0 < y < γ e ϕ ∈ c∞c (I ) então∫
I

f (x + i y)ϕ(x)dx =
∫

I
g (n+1)(x + i y)ϕ(x)dx

=
∫

I
∂n+1

x g (x + i y)ϕ(x)dx

= (−1)n+1
∫

I
g (x + i y)ϕ(n+1)(x)dx.
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Logo,

lim
y!0+

∫
I

f (x + i y)ϕ(x)dx = (−1)n+1
∫

I
g (x,0)ϕ(n+1)(x)dx

:= ∂n+1
x g (·,0)(ϕ),

ou seja,
f (x +0+) = ∂n+1

x g (·,0).

Vamos mostrar que uma dada f não determina duas distribuições diferentes.
Suponhamos que f (x + 0+) =). Então g (x,0) = ∑n

0 a j x j =: P (x). Mas então
g (z)−p(z) é analítica em R , contínua em R∪(I +i {0}) e se anula em I +i {0}. Daí,
pelo Princípio da Reflexão de Schwarz12 temos que g (z) = p(z) ∀z ∈ R, donde
segue que g (n+1) = 0 e portanto f = 0.

Vamos agora demonstrar a existência de uma tal g . Fixemos x0 + i y0 ∈ R.
Então

F (z) =
∫
γ

f ,

ondeγ é qualquer curva C 1 por partes ligando z a z0, define uma função analítica
em R tal que F ′ = f . Notemos que F também tem crescimento temperado. De
fato, dado z = x+i y ∈ R , seja γ a curva {(1−t )x0+i y0+t x−}∪{x+i (t y+(1−t )y0)}
de forma que

F (z) =
∫ x

x0

f (τ+ i y0)dτ+
∫ y

y0

f (x + iτ)dτ.

Logo, se n ≥ 2

|F (z)| ≤C
∫ x

x0

1

yn
0

|dτ|− 1

n −1
τ−(n−1) +C

∫ y

y0

1

τn
|dτ|

≤ C

yn
0

|x −x0|+ C

n −1

∣∣∣∣ 1

yn−1
− 1

yn−1
0

∣∣∣∣
≤C1

(
1+ 1

yn−1

)
≤ C2

yn−1
.

Assim, concluímos que

F (z) ≤


C2
yn−1 se n ≥ 2

−C2 log y se n = 1

Repetindo o processo n vezes obtemos a função g .
12Ver Conway (1980).
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Observação 9.2. De forma análoga obtemos f (x + i 0−).

Exemplo 9.3. Seja

f (z) = 1

z
, Im > 0.

Notemos que f tem crescimento temperado. Se y > 0, temos:

| f (z)| = 1√
x2 + y2

≤ 1

y

Esta função tem valor na fronteira y = 0 denotado por

f (x +0+) = 1

x + i 0+ .

Notemos que a função log z é analítica em Ω := C\i {R−} (e em particular na
região [Im > 0]. Seja

g (z) = z log −z.

Temos que
g ′′(z) = f (z) em Ω.

De fato, g é analítica em [Im z > 0] e contínua até Im z = 0, com

g (x) = x log |x|−x + iπxH(−x) =


x log x −x, se x > 0

0, se x = 0

x(log |x|+π), se x < 0

se x ∈R, onde H denota a função de Heaviside. Assim,

g ′(x) = log |x|+x VP

[
1

x

]
−1+ iπH(−x)+ iπxδ

= log |x|+ iπH(−x)

e portanto

g ′′(x) = VP

[
1

x

]
− iπδ.

Logo,
1

x + i 0+ = VP

[
1

x

]
− iπδ.

Analogamente,
1

x + i 0− = VP

[
1

x

]
+ iπδ.

Temos, portanto,

δ= 1

2πi

(
1

x + i 0− − 1

x + i 0+

)
,

fórmula está já conhecida por Paul Dirac antes da formalização da teoria das
distribuições.
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9.2 Convolução de distribuições

Já vimos o poder do produto de convolução como ferramenta auxiliar na
demonstração de teoremas, possibilitando tratar de funções regulares quando
conveniente. Vamos estender a definição de convolução para distribuições, de
forma a ter mais esta ferramenta num contexto mais geral.

Veremos que é possível obter uma função C∞ pela convolução de uma
distribuição com uma função C∞ se uma delas tem suporte compacto, o que
permite aproximar distribuições por funções suaves. Tais aproximações são
úteis na extensão de propriedades de funções suaves para distribuições.

Começamos estudando a convolução de uma distribuição com uma função,
e depois passamos ao estudo da convolução de distribuições.

Definição 9.4. Sejam u ∈D′ (RN) e ϕ ∈C∞
c (RN). Definimos u∗ϕ como sendo a

função
(u ∗ϕ)(x) = u(ϕ(x −·)).

Proposição 9.5. Sejam u ∈D′ (RN) e ϕ ∈C∞
c (RN). Então u ∗ϕ ∈C∞ (RN) e

∂α(u ∗ϕ) = (∂αu)∗ϕ= u ∗ (∂αϕ), α ∈ZN
+ .

Além disso,
supp(u ∗ϕ) ⊂ suppu + suppϕ.

Demonstração. Pelo Teorema 4.2 segue que u ∗ϕ ∈C∞ (RN) e que

∂α(u ∗ϕ) = u ∗ (∂αϕ).

Por outro lado, temos que:

∂α(u ∗ϕ)(x) = u ∗ (∂αxϕ(x −·))

= u ∗ ((−1)|α|∂αyϕ(x −·))

= (∂αu)(ϕ(x −·))

= (∂αu)∗ϕ
Agora, seja x0 ∉ suppu + suppϕ. Então existe um aberto V0 contendo x0 tal

que
x ∉ suppu + suppϕ ∀x ∈V0

pois suppu + suppϕ é fechado. Logo,

(x − suppϕ)∩ suppu =; ∀x ∈V0,

ou seja,
suppϕ(x −·)∩ suppu =; ∀x ∈V0.
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Assim,
u(ϕ(x −·)) = 0 ∀x ∈V0,

donde
u ∗ϕ(x) = 0 ∀x ∈V0

e portanto x0 ∉ supp(u ∗ v).

Observação 9.6. Segue da demonstração da Proposição 9.5 que a derivada pode
ser tomada tanto em relação a x quanto em relação à variável da função ϕ(x −·).

Exemplo 9.7. Seja ϕ ∈C∞ (RN). Então

δ∗ϕ=ϕ.

De fato, para todo x ∈RN vale que

(δ∗ϕ)(x) = δ(ϕ(x − · )) =ϕ(x −0) =ϕ(x).

59



10 Aula 10 - 03/04/2019

10.1 Convolução de distribuições (continuação)

Notemos que ao contrário do produto de convolução de funções, a definição
do produto de convolução entre uma distribuição e uma função não é simétrica,
de forma que a comutatividade não faria sentido.

Vamos mostrar, no entanto, que vale uma lei de associatividade. Para isso,
precisaremos de dois lemas preliminares.

Lema 10.1. Seja g ∈Cc (RN). Então∑
k∈ZN

g (hk)hN h!0+
−−−!

∫
RN

g (y)dy.

Demonstração. Sejam k = (k1, . . . ,kN ) ∈ZN e

A(h,k) = [hk1 −h/2,hk1 +h/2]× . . .× [hkN −h/2,hkN +h/2].

Sendo F (h) = {k ∈ZN ; A(h,k)∩ supp g 6= ;}, temos que∫
RN

g (y)dy = ∑
k∈F (h)

∫
RN

g (y)χA(h,k)(y)dy.

Por outro lado, ∑
k∈ZN

g (hk)hN = ∑
k∈F (h)

∫
RN

g (hk)χA(h,k)(y)dy.

Agora, como g é continua e tem suporte compacto é uniformemente contínua,
ou seja, dado ε> 0 existe δ> 0 tal que

|y − y0| ≤ δ =⇒ |g (y)− g (y0)| ≤ ε.

Então, se 0 < h < δ/
p

N temos∣∣∣∣ ∑
k∈F (h)

g (hk)hN −
∫
RN

g (y)dy

∣∣∣∣≤ ∑
k∈F (h)

∫
RN

|g (hk)− g (y)|χA(h,k) dy

! 0.

Lema 10.2. Sejam f ∈C k (RN), g ∈Cc (RN) e

Ih(x) = ∑
k∈ZN

f (x −hk)g (hk)hN .

Então
∂αIh(x)

h!0+
−−−! ∂( f ∗ g )(x)

uniformemente sobre os compactos deRN .
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Demonstração. Análoga à do Lema 10.1.

Lema 10.3. Sejam f ∈C∞
c (RN), g ∈Cc (RN) e

Ih(x) = ∑
k∈ZN

f (x −hk)g (hk)hN .

Então
Ih! f ∗ g em C∞

c (RN) .

Demonstração. Já temos, pelo Lema 10.2, a convergência uniforme sobre com-
pactos. Agora, notemos que

supp Ih ⊂ supp f + supp g .

De fato, se x0 ∉ supp f + supp g então existe uma vizinhança V0 de x0 tal que
x ∉ supp f + supp g para todo x ∈ V0. Assim, se x ∈ V0 e hk ∈ supp g então
x −hk ∉ supp f e portanto Ih(x) = 0.

Teorema 10.4. Sejam u ∈D′ (RN) e ϕ,ψ ∈C∞
c (RN). Então

(u ∗ϕ)∗ψ= u ∗ (ϕ∗ψ).

Demonstração. Seja

Ih(z) = ∑
k∈ZN

ϕ(z −hk)ψ(hk)hN .

Pelo Lema 10.3 temos que Ih!ϕ∗ψ em C∞
c (RN). Logo, se x ∈RN , então

Ih(x − · )!ϕ∗ψ(x − · ) em C∞
c (RN) .

Logo,

u ∗ (ϕ∗ψ) = u((ϕ∗ψ)(x − · ))

= limu(Ih(x − · ))

= lim
∑

k∈ZN

u(ϕ(x − · −hk))ψ(hk)hN

= lim
∑

k∈ZN

(u ∗ϕ)(x −kh)ψ(hk)hN

=
∫
RN

(u ∗ϕ)(x − y)ψ(y)dy

= (u ∗ϕ)∗ψ.
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Observação 10.5. Se ϕ ∈C∞
c (RN), adotamos a seguinte notação para facilitar e

clarificar os argumentos:
ϕ̌(x) =ϕ(−x).

Notemos que com esta notação vale

u(ϕ) = (u ∗ ϕ̌)(0).

Vamos mostrar que as distribuições podem ser aproximadas por funções
C∞

c .

Proposição 10.6. Sejam u ∈D (RN) e {ψε} uma família de mollifiers. Então

u ∗ψε! u em D′ (RN) .

Demonstração. Seja ϕ ∈C∞
c (RN). Então temos que

(u ∗ψε)∗ϕ= ((u ∗ψε)∗ ϕ̌)(0)

= (u ∗ (ψε∗ϕ̌))(0)

= u((ψε∗ϕ̌)(0− · ))

Mas
ψε∗ϕ̌! ϕ̌ em C∞

c .

Logo,
(u ∗ψε)(ϕ)! u(ϕ̌(− · )) = u(ϕ)

Vamos generalizar a proposição acima para abertos quaisquer:

Teorema 10.7. Sejam Ω⊂RN um aberto e u ∈D′ (Ω). Então existe uma sequên-
cia (ϕn)n∈N ⊂C∞

c (Ω) tal que

ϕn! u em D′ (Ω) .

Demonstração. Faremos a demonstração em dois passos. Primeiro, vamos mos-
trar que existe uma sequência de distribuições de suporte compacto que con-
verge para u em D′ (Ω) para então concluir a tese.

Vamos mostrar que existe (un) ⊂ E ′ (Ω) tal que un! u em D′ (Ω). Seja {Kn}
uma família de compactos em Ω tal que

K1 ⊂ intK2 ⊂ K2 ⊂ . . . ⊂ Kn↗Ω.

Assim, dado K ⊂Ω compacto, temos que K ⊂ Km para algum m ∈N. Seja

χn ∈C∞
c (intKn+1), χn = 1 em Kn .
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Pondo
un =χnu ∈ E ′ (Ω)

temos que suppun ⊂ Kn+1. Agora, se ϕ ∈C∞
c (Ω) então suppϕ⊂ Km para algum

m. Assim,

un(ϕ) = (χnu)(ϕ)

= u(χnϕ)

= u(ϕ) se n ≥ m.

Logo,
un(ϕ)! u(ϕ) ∀ϕ ∈C∞

c .

Seja 0 < ε0 < d(suppun ,RN \Ω). Então para ε < ε0 temos que, para cada
un ∈ E ′ (Ω)),

supp(un ∗ψε) ⊂ suppun +Bε(0) ⊂Ω.

Logo, un ∗ψε ∈C∞
c (Ω) e

un ∗ψε! un em D′ (Ω) .

Então, para cada n ∈N seja

ϕn = un ∗ψ1/n ∈C∞
c (Ω) .

Esta sequência de funções converge para u.

Observação 10.8. Sejam u ∈D′ (RN) e {ϕ j } ⊂C∞
c (RN) tal que ϕ j � 0. Então

u ∗ϕ j ! 0 em D′ (RN) .

Observação 10.9. Se h ∈RN e ϕ ∈C∞ (RN), deninimos

(τhϕ)(x) =ϕ(x −h).

Assim, se u ∈D′ (RN) e ϕ ∈C )c∞ (RN) temos que

τh(u ∗ϕ)(x) = (u ∗ϕ)(x −h)

= u(ϕ(x −h − · ))

= u(τhϕ(x − · ))

= u ∗τhϕ,

ou seja, o produto de convolução comuta com translações.

Vamos mostrar que as propriedades vistas nas observações acima de fato
caracterizam a convolução com uma distribuição.
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Proposição 10.10. Seja U : C∞
c (RN)−!C∞ (RN) linear tal que

i) Se ϕ j � 0 em C∞
c (RN) então U (ϕ j )! 0 em C∞ (RN);

ii) τhU =Uτh ∀h ∈RN .

Então existe uma única distribuição u ∈D′ (RN) tal que U = u∗.

Demonstração. Se tal u existir, temos que

u(ϕ) = (u ∗ ϕ̌)(0) =U (ϕ̌)(0).

Então, dado U como no enunciado, definamos

u : C∞
c (RN) −! C

ϕ 7−! U (ϕ̌(0))

Que u assim definido é linear é óbvio. Se ϕ j � 0 então ϕ̌ j � 0 e portanto
U (ϕ̌ j )! 0. Por fim, para qualquer ϕ ∈C∞

c (RN) temos que

U (ϕ)(−h) = τhU (ϕ)(0)

=U (τhϕ)(0)

= u( ˇτhϕ)

= u(ϕ(− · −h))

= u ∗ϕ(−h),

donde segue a tese.

Notemos a seguinte dualidade:

u ∗ ϕ u ∗ ϕ

# # # #
D′ (RN) C∞

c (RN) E (RN) C∞ (RN)

Todos os resultados se mantém, em particular:

ϕ j ! 0 em C∞ (RN =⇒ u ∗ϕ j ! 0 em C∞
c (RN) .

Observação 10.11. Sejam u1,u2 ∈ D′ (RN), uma delas com suporte compacto.
O operador

U : C∞
c (RN) −! C∞ (RN)

ϕ 7−! u1 ∗ (u2 ∗ϕ)

satisfaz i) e ii) da Proposição 10.10. Logo, existe uma distribuição u tal que
u(ϕ) = u1 ∗ (u2 ∗ϕ) ∀ϕ ∈C∞

c (RN). Podemos então definir

u = u1 ∗u2
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11 Aula 11 - 05/04/2019

11.1 Convolução de distribuições (continuação)

Passamos agora ao estudo do produto de convolução de distribuições. Pela
Observação 10.11 temos a seguinte

Definição 11.1. Sejam u1,u2 ∈ D′ (RN), uma delas com suporte compacto. A
convolução de u1 com u2 é tal que

(u1 ∗u2)∗ϕ= u1 ∗ (u2 ∗ϕ) ∀ϕ ∈C∞
c (RN) .

Vejamos algumas propriedades do produto de convolução de distribuições.

Proposição 11.2. Sejam u1,u2,u3 ∈D′ (RN), duas delas com suporte compacto.
Então

(u1 ∗u2)∗u3 = u1 ∗ (u2 ∗u3)

Demonstração. Dada ϕ ∈C∞
c (RN), temos que

((u1 ∗u2)∗u3)∗ϕ= (u1 ∗u2)∗ (u3 ∗ϕ)

= u1 ∗ (u2 ∗ (u3 ∗ϕ))

= u1 ∗ ((u2 ∗u3)∗ϕ)

= (u1 ∗ (u2 ∗u3))∗ϕ

Proposição 11.3. Sejam u1,u2 ∈D′ (RN), uma delas com suporte compacto. En-
tão

(i) u1 ∗u2 = u2 ∗u1

(ii) supp(u1 ∗u2) ⊂ suppu1 + suppu2

Demonstração. Para mostrar que duas distribuições u e v são iguais basta mos-
trar que

u ∗ (ϕ∗ψ) = v ∗ (ϕ∗ψ) ∀ϕ,ψ ∈C∞
c (RN),

pois disto segue que
(u ∗ϕ)∗ψ= (v ∗ϕ)∗ψ
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e portanto u ∗ϕ= v ∗ϕ, donde seque que u = v . Assim, sejam ϕ,ψ ∈C∞
c (RN).

Então

(u1 ∗u2)∗ (ϕ∗ψ) = u1 ∗ (u2 ∗ (ϕ∗ψ))

= u1 ∗ ((u2 ∗ϕ)∗ψ)

= u1 ∗ (ψ∗ (u2 ∗ϕ))

= (u1 ∗ψ)∗ (u2 ∗ϕ)

= (u2 ∗ϕ)∗ (u1 ∗ψ)

= u2 ∗ (ϕ∗ (u1 ∗ψ))

= u2 ∗ ((u1 ∗ψ)∗ϕ)

= u2 ∗ (u1 ∗ (ψ∗ϕ))

= (u2 ∗u1)∗ (ϕ∗ψ),

o que demonstra (i).
Agora, seja {ψε} uma família de mollifiers. Então

(u1 ∗u2)∗ψε! u1 ∗u2 em D′ (RN)

e temos que

supp
(
(u1 ∗u2)∗ψε

)= supp
(
u1 ∗ (u2 ∗ψε)

)
⊂ suppu1 + supp(u2 ∗ψε)

⊂ suppu1 + suppu2 +Bε(0).

Sejam x0 ∉ suppu1 + suppu2 e V0 uma vizinhança de x0 de fecho compacto em
RN \(suppu1 + suppu2). Então existe ε0 > 0 tal que(

suppu1 + suppu2 +Bε(0)
)∩V0 =; ∀0 < ε≤ ε0.

Então, para ϕ ∈C∞
c (V0) temos que

((u1 ∗u2)∗ψε)(ϕ) = 0 ∀0 < ε≤ ε0.

Mas
((u1 ∗u2)∗ψε)(ϕ)! (u1 ∗u2)(ϕ).

Logo, u1 ∗u2 = 0 em V0, donde segue que x0 ∉ supp(u1 ∗u2).

Observação 11.4. O delta de Dirac funciona como uma identidade para o pro-
duto de convolução. De fato, sejam u ∈ D′ (RN) e ϕ ∈ C∞

c (RN). Então temos
que

(δ∗u)∗ϕ= δ∗ (u ∗ϕ) = u ∗ϕ,

pois u ∗ϕ ∈C∞ (RN).
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Observação 11.5. Seja u ∈D′ (RN). Então

∂αu = u ∗∂αδ.

De fato, dada ϕ ∈C∞
c (RN) temos:

(∂αu)∗ϕ= u ∗ (∂αϕ

= u ∗ (δ∗∂αϕ)

= u ∗ (∂αδ∗ϕ)

= (u ∗∂αδ)∗ϕ

Observação 11.6. Sejam u1,u2 ∈ D′ (RN), uma delas com suporte compacto.
Então

∂α(u1 ∗u2) = (∂αu1)∗u2 = u1 ∗ (∂αu2).

De fato, pela observação anterior e pela associatividade da convolução de distri-
buições, temos

∂α(u1 ∗u2) = (u1 ∗u2)∗∂αδ= u1 ∗ (u2 ∗∂αδ) = u1 ∗ (∂αu2).

A outra igualdade pode ser mostrada de modo análogo, levando-se em conta a
comutatividade da convolução.

Observação 11.7. Sejam u ∈ E ′
(k) e ϕ ∈C m (RN) para algum m ≥ k. Então

u ∗ϕ ∈C m−k (RN) .

11.2 Teorema de Estrutura Local

Observação 11.8. Dado m ∈Z+, denotamos

xm
+ =

xm , se x ≥ 0

0, se x < 0

Com esta notação, temos que xm+ ∈C m−1 (R) e

dm+1

dxm+1

xm+
m!

= δ.

Observação 11.9. Seja

E(x) = xm
1+ . . . xm

N+
m!N

∈C m−1 (RN) .
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Então
∂m+1

x1
. . .∂m+1

xN
E = δ.

Seja u ∈ E ′
(k) (RN). Se m −1 ≥ k então f = u ∗E ∈C (RN) e temos que

∂m+1
x1

. . .∂m+1
xN

= (∂m+1
x1

. . .∂m+1
xN

)(E ∗u) = δ∗u = u

Teorema 11.10. SejamΩ⊂RN um aberto, u ∈D (RN) e U ⊂Ω de fecho compacto.
Então existem f ∈C (U ) e m ∈Z+ tais que

u|U = ∂m+1
x1

. . .∂m+1
xN

f

Demonstração. Seja χ ∈C∞
c (Ω) tal que χ= 1 em U . Então χu ∈ E ′ (RN). Assim,

χu = ∂m+1
x1

. . .∂m+1
xN

F

em U , onde F ∈C (RN). Logo,

∂m+1
x1

. . .∂m+1
xN

(F |U ) = u|U .

11.3 O papel das soluções fundamentais

O seguinte teorema é de grande importância:

Teorema 11.11 (Malgrange-Ehrenpreis). Seja P(D) =∑
aα∂α um operador dife-

rencial parcial linear com coeficientes constantes (ODPLCC). Se P(D) 6= 0 então
admite uma solução fundamental.

Demonstração. Ver Folland (2011) ou Hörmander (1990).

A importância do Teorema de Malgrange-Ehrenpreis é pelo seguinte: se E é
uma solução fundamental para ooperador P(D), dada f ∈ E ′ (RN), temos

P(D)(E ∗ f ) = δ∗ f = f (11.1)

e
E ∗ (P(D) f ) = f (11.2)

De (11.1) segue que P(D) é localmente resolúvel, i.e., dada f ∈D′ (RN) e dado
x0 ∈RN existe u ∈D′ (RN) tal que

P(D)u = f

em uma vizinhança de X0. Além disso, se f ∈C∞ (RN) então u ∈C∞ (RN). De
fato, seja χ ∈C∞

c (RN), χ= 1 em um aberto que contém x0. Defina u = E ∗ (χ f ).
Então P(D)u =χ f = f em um aberto que contém x0.
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11.4 Suporte singular

Definição 11.12. Sejam Ω⊂RN um aberto, u,∈D′ (Ω) e x0 ∈Ω. Dizemos que u
é C∞ em x0 se existe um aberto U ⊂Ω tal que x0 ∈U e u|U ∈C∞(U ). O suporte
singular de u é o conjunto dos pontos que não possuem nenhuma vizinhança
na qual a restrição de u é uma função C∞, ou seja,

supp sing u =Ω\ {x0 ∈Ω; u é C∞ em Ω}.

Exemplo 11.13.
supp sing δ= {0}.

Exemplo 11.14.

supp sing VP

[
1

x

]
= {0}.

Valem as seguintes propriedades do suporte singular:

Proposição 11.15. Sejam u ∈D′ (Ω) e f ∈C∞ (Ω). Então

(i) supp sing u ⊂ suppu

(ii) supp sing ∂αu ⊂ supp sing u

(iii) supp sing f u ⊂ supp sing u

Demonstração. Seja x ∉ suppu. Então existe uma vizinhança V de x tal que
u|V = 0, portanto u|V ∈C∞(V ). Logo, x ∉ supp sing u.

Seja x ∉ supp sing u. Então existe uma vizinhança V de x tal que u|V ∈
C∞(V ), portanto ∂αu|V ∈C∞(V ). Logo, x ∉ supp sing ∂αu.

Por fim, seja x ∉ supp sing u. Então existe uma vizinhança V de x tal que
u|V ∈C∞(V ), portanto ( f u)|V ∈C∞(V ). Logo, x ∉ supp sing f u.
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12 Aula 12 - 10/04/2019

12.1 Operadores hipoelípticos

Definição 12.1. Seja P(D) um ODPLCC emRN . Dizemos que P(D) é um opera-
dor hipoelíptico se

supp sing P(D)u = supp sing u ∀u ∈D′ (RN),

ou seja, para todo U ⊂ RN aberto vale que se P(D)u|U ∈ C∞(U ) então u|U ∈
C∞(U ).

O seguinte teorema é uma caracterização importante dos operadores hipoe-
lípticos:

Teorema 12.2. Seja P(D) um ODPLCC. P(D) é hipoellíptico se, e somente se ad-
mite uma solução fundamental de classe C∞ emRN \{0}, ou seja, se admite uma
solução fundamental com suporte singular contido em {0}.

Demonstração. Pelo Teorema de Malgrange-Ehrenpreis, existe solução funda-
mental E para P(D). Mas então P(D)E = δ, logo P(D)E = 0 fora da origem e
portanto E é de classe C∞ emRN \{0}, pois P(D) é hipoelíptico.

Por outro lado, seja u ∈ D′ (RN) tal que P(D)u ∈ C∞(U ) em algum aberto
u ⊂RN . Seja B uma bola aberta com fecho contido em U . basta mostrar que u
é de classe C∞ em B . Seja χ ∈C∞

c (U ) tal que χ|B = 1.Então

E ∗P(D)(χu) = (P(D)E)∗χu

=χu

= u em B

Vamos mostrar que
E ∗ (P(D)χu) ∈C∞(B1)

onde B1 tem mesmo centro que B e metade do raio. Agora, pela regra de Leibniz,

P(D)(χu) =χP(D)u + g

onde g ∈ E (RN), g = 0 em B . Mas χP(D)u ∈C∞
c (RN), logo

E ∗ (χP(D)u) ∈C∞ (RN) .

Resta mostrar que E ∗ g é de classse C∞ em B1. Dado ε > 0 tomamos ψε ∈
C∞

c (RN) tal que

ψε(x) =
1 se |x| ≤ ε

0 se |x| ≥ 2ε
.
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Assim, temos que
E ∗ g = (ψεE)∗ g + (

(1−ψε)E
)∗ g .

Como (1−ψε)E é de classe C∞ em RN , o segundo termo também é. Agora,
notemos que

supp(ψεE)∗ g ⊂ supp(ψεE)+ supp g

⊂ {|x| ≤ 2ε}+ (RN \B).

Então, se 2ε é menor que o raio de B1, segue que

supp(ψεE)∗ g ⊂RN \B1

e portanto E ∗ g é de classe C∞ em B1.

Observação 12.3. Sejam Ω ⊂ RN um aberto, P(D) um operador hipoelíptico
e u ∈ D′ (Ω) tal que P(D)u ∈ C∞ (Ω). Então u ∈ C∞ (Ω). De fato, sejam B ⊂⊂Ω
uma bola aberta e χ ∈ C∞

c (Ω) tal que χ= 1 em B . Então P(D)(χu) = P(D)u em B .
Repetindo o argumento da demonstração do teorema, segue que u = χu é de
classe C∞ em B . Como B é arbitrária, segue que u ∈ C∞ (Ω).

Corolário 12.4. Seja Ω⊂C um aberto. Então as função analíticas em Ω são as
distribuições u ∈D′ (Ω) tais que

∂u

∂z
= 0.

12.2 Alguns exemplos

1) Operador de Laplace:

P(D) =∆=
N∑
1

∂2

∂x2
j

Recordemos a 3ª identidade de Green: Sejam Ω⊂RN um aberto limitado com
fronteira de classe C 1, u ∈C 2 (Ω) e x ∈Ω. Então

u(x) =
∫
Ω
∆u(u)E(x − y)dy +

∫
∂Ω

(
u(y)

∂E

∂ny
(x − y)−E(x − y)

∂u

∂ny
(y)

)
dσ(y),

onde

E(x) =


−1

(N −2)ωN

1

|x|N−2
se N ≥ 3

1

2π
log |x| se N = 2

,

ωN denota a área da esfera unitária emRN e dσ denota a medida de superfície.
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Sejam ϕ ∈ C∞
c (RN) e B uma bola aberta contendo a origem e o suporte de ϕ.

Aplicando a 3ª identidade de Green com Ω= B obtemos

ϕ(0) =
∫
Ω

E(y)∆ϕ(y)dy = E(∆ϕ) = (∆E)ϕ,

ou seja,
∆E = δ.

A função E é chamada potencial newtoniano e é a solução fundamental do
operador de Laplace.

2) Operador do calor:

P(D) = ∂t −∆x em RN ×R .

A solução fundamental do operador do calor é

E(x) =


1

p
4πt

N
e

−|x|2
4t , t > 0

0, t ≤ 0
.

Proposição 12.5. E ∈ L1
loc (RN ×R) e

(∂t −∆x)E = δ.

Demonstração. Usando que ∫ ∞

−∞
e−at 2

dt =
(
π

a

)1/2

temos que a integral com respeito a x é finita quando t > 0. É claro que a integral
com respeito a t é finita em compactos, portanto E é localmente integrável.

Que E resolve a equação do calor fora da origem é uma conta simples. Agora,
dada ϕ ∈ C∞

c (RN ×R temos

(∂t −∆x)E(ϕ) = E(∂tϕ−∆xϕ)

=
∫ ∞

0

∫
RN

E(x, t )(∂tϕ−∆xϕ)dx dt .
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Então, pelo teorema da Convergência Dominada, temos que

(∂t −∆x)E(ϕ) = lim
ε!0

∫ ∞

ε

∫
RN

E(x, t )(∂tϕ−∆xϕ)dx dt

= lim
ε!0

(∫ ∞

ε

∫
Ω

(∂t E −∆xE)ϕ(x, t )dx dt +
∫
Ω

E(x,ε)ϕ(x,ε)dx

)
= lim
ε!0

∫
Ω

1
p

4πε
N

e
−|x|2

4ε ϕ(x,ε)dx(
xp
2ε

= y

)
= lim
ε!0

∫
Ω

1
p
π

N
ϕ(2

p
εy,ε)dy

=ϕ(0,0).

Corolário 12.6. O operador do calor é hipoelíptico.

3) Operador das ondas:
P(D) = ∂2

t −∆x

Em alguns textos o operador das ondas aparece denotado por�, e denominado
por "operador d’Alembertiano".

Proposição 12.7. Seja Ω= {(x, t ) ∈R2, t > |x|}. Então

E = 1

2
χΩ

é a solução fundamental do operador das ondas, ou seja,

(∂2
t −∂2

x)E = δ.

Demonstração. Dada ϕ ∈ C∞
c (RN ×R), temos que

(∂2
t −∂2

x)E(ϕ) = E(∂2
tϕ−∂2

xϕ)

= 1

2

∫
Ω
∂2

tϕ−∂2
xϕdx dt

= 1

2

∫
Ω

d
(−ϕt dx −ϕx dt

)
= 1

2

∫
∂Ω

(−ϕt dx −ϕx dt
)

= 1

2

∫
γ

(−ϕt dx −ϕx dt
)
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onde γ= {(t , x); t = |x|,−a < x < a} tal que suppϕ⊂ [t < a]. Então, sendo

γ1 = (s, s), 0 ≤ s ≤ a

γ2 = (−s, s), 0 ≤ s ≤ a

temos

(∂2
t −∂2

x)E(ϕ) = 1

2

∫
γ1

(−ϕt dx −ϕx dt
)− 1

2

∫
γ2

(−ϕt dx −ϕx dt
)

Mas

1

2

∫
γ

(−ϕt dx −ϕx dt
)= 1

2

∫ a

0
−ϕt (s, s)−ϕx(s, s)ds

=− 1

2

∫ a

0

dϕ(s, s)

ds
ds

= 1

2
ϕ(0,0).

A outra integral é análoga, o que conclui a demonstração.

Dados f ∈C 2 (R) e ω ∈RN tal que |ω| = 1 temos que

f (ω · x + t )

satisfaz a equação das ondas. Logo, o operador das ondas não é hipoelíptico.

4) Operador de Schrödinger:

P(D) = 1

i
∂t −∆x

O operador de Schrödinger não é hipoelíptico.

12.3 Teorema de Hörmander

Nesta seção usaremos a seguinte notação:

P(D) = ∑
|α|≤m

aαDα,

onde a soma é obviamente finita e

aα ∈C, Dα = Dα1
1 . . .DαN

N , D j = 1

i

∂

∂x j
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Trocando D por uma variável ξ ∈RN definimos o símbolo de um operador:

S = P (ξ) = ∑
|α|≤m

aαξ
α.

O símbolo principal é obtido tomando-se apenas os termos de grau máximo
do polinômio:

SP = Pm(ξ) = ∑
|α|=m

aαξ
α.

Definição 12.8. O operador P(D) é elíptico se

Pm(ξ) = 0 =⇒ ξ= 0

Exemplo 12.9 (Operador de Cauchy-Riemman).

S = SP = 1

2
(−i Dx +D y ),

é um operador elíptico.

Exemplo 12.10 (Operador de Laplace).

S = SP =−|ξ|2,

é um operador elíptico.

Exemplo 12.11 (Operador do calor).

S = iτ+|ξ|2, SP = |ξ|2,

não é um operador elíptico

Exemplo 12.12 (Operador das ondas).

S = SP = |ξ|2 −τ2,

é um operador elíptico

Exemplo 12.13 (Operador de Schrödinger).

S = τ+|ξ|2, SP = |ξ|2,

não é um operador elíptico.

Proposição 12.14. Seja P(D) um operador elíptico. Então existem constante
C ,R > 0 tais que

|P (ξ)| ≥C |ξ|m , se ξ ∈RN , |ξ| > R.
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Demonstração. Seja K = {ξ ∈RN ; |ξ| = 1}. Como P(D) é elíptico, temos que

b = min
K

|Pm(ξ)| > 0.

Logo,
|Pm(ξ/|ξ|)| ≥ b ∀|ξ| > 0,

donde
|Pm(ξ)| ≥ b|ξ|m .

Agora, notemos que
P (ξ) = Pm(ξ)+Q(ξ),

onde Q é um polinômio de ordem m −1 (no máximo). Então

|Q(ξ)| ≤ A|ξ|m

para alguma constante positiva A, se |ξ| > R para um R suficientemente grande.
Logo,

|P (ξ)| ≥ b|ξ|m − A|ξ|m−1 = |ξ|m
(
b − A

|ξ|
)

.

Basta então tomar um R conveniente.
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13 Aula 13 - 12/04/2019

13.1 Teorema de Hörmander (continuação)

Teorema 13.1 (Hörmander). Sejam P(D) =∑
|α|≤m aαDα, com aα ∈C um opera-

dor diferencial de coeficientes constantes e VP = {ξ ∈CN ; P (ξ) = 0}. São equiva-
lentes:

(i) P(D) é hipoelíptico.

(ii)
|Dα

ξ
P (ξ)|

|P (ξ)|
|ξ|!∞
−−−! 0 ∀α 6= 0.

(iii) ξ!∞ =⇒ Imξ!∞ se ξ ∈VP .

Demonstração. Ver Hörmander (2005)

Observação 13.2. Pelo teorema, todo operador elíptico é hipoelíptico.

Observação 13.3. O operador do calor é hipoelíptico.

Observação 13.4. Se o operador é hipoelíptico, então VP ∩RN é compacto.

13.2 Produto tensorial de distribuições

Sejam Ω1 ⊂RN1 ,Ω2 ⊂RN2 abertos e u ∈C (Ω1), v ∈C (Ω2). O produto tenso-
rial de u por v é uma função contínua em Ω1 ×Ω2, denotado por u ⊗ v , dada
por

u ⊗ v(x, y) = u(x)v(y).

O produto tensorial se comporta bem como distribuição no seguinte sentido:
dadas ϕ ∈ C∞

c (Ω1),ψ ∈ C∞
c (Ω2), temos que

(u ⊗ v)(ϕ⊗ψ) =
∫
Ω1

∫
Ω2

u(x)v(y)ϕ(x)ψ(y)dx dy

= u(ϕ)v(ψ).

Vamos mostrar que isto também vale para distribuições.

Teorema 13.5. Sejam u1 ∈D′(Ω1) e u2 ∈D′(Ω2). Então existe uma única distri-
buição u ∈D′(Ω1 ×Ω2) tal que

u(ϕ1 ⊗ϕ2) = u1(ϕ1)u2(ϕ2) ∀ϕ1 ∈ C∞
c (Ω1),ϕ2 ∈ C∞

c (Ω2).

Além disso, se ϕ ∈ C∞
c (Ω1 ×Ω2) então

u(ϕ) = u1(u2(ϕ(x1, x2))) = u2(u1(ϕ(x1, x2)))
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Demonstração. Vamos mostrar a existência. Sejam K j ⊂Ω j compactos. Então
temos que

|u j (ϕ j )| ≤C j
∑

|α|≤m j

sup
K j

|∂αϕ j |.

Para ϕ ∈ C∞
c (K1 ×K2), definamos

Iϕ(x1) = u2(ϕ(x1, ·)).

Pelo Teorema 4.2 temos que Iϕ ∈ C∞
c (K1) e

∂αIϕ = u2(∂αϕ(x1, ·)).

Logo,
|∂αIϕ| ≤C2

∑
|β|≤m2

sup
K2

|∂α∂βϕ|.

Definamos
u : C∞

c (Ω1 ×Ω2) −! C

ϕ 7−! u1(Iϕ)

Esta aplicação é uma distribuição, pois satisfaz

|u(ϕ)| ≤C1
∑

|β|≤m1

sup
K1

|∂βIϕ| ≤C
∑

|α|≤m
sup

K1×K2

|∂αϕ|.

Passemos agora à unicidade. Vamos mostrar que

u(ϕ1 ⊗ϕ2) = 0 ∀ϕ j ∈ C∞
c (Ω j ) =⇒ u = 0.

De fato, sejam U j ⊂⊂Ω j . Basta mostrar que

u|U1×U2 = 0.

Sejam χ j ∈ C∞
c (Ω j ) tais que χ j = 1 em U j . Basta mostrar que

(χ1 ⊗χ2)u = 0.

Para isso, tomemos ψ j ∈ C∞
c (RN j ) tais que∫
ψ j = 1, suppψ j ⊂ B1(0)

e para ε> 0 definamos

Ψε(x, y) = 1

εN1+N2
ψ1(x/ε)ψ2(y/ε).
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Assim, temos que
((χ1 ⊗χ2)u)∗Ψε ∈ C∞

c (Ω1 ×Ω2)

para ε suficientemente pequeno e

((χ1 ⊗χ2)u)∗Ψε! ((χ1 ⊗χ2)u).

Mas para todo ε temos que

((χ1 ⊗χ2)u)∗Ψε(x, y) = ((χ1 ⊗χ2)u)(Ψε(x − · , y − · ))

= ((χ1 ⊗χ2)u)(ψ1ε(x − · )ψ2ε(y − · ))

= u(χ1( · )ψ1ε(x − · )χ2( · )ψ2ε(y − · ))

= u
(
(χ1ψ1ε(x − · ))⊗ (χ2ψ2ε(y − · )

)
= 0,

donde segue o que queremos.
Por fim, seja u = u1 ⊗u2. Para ϕ ∈ C∞

c (Ω1 ×Ω2 temos que

u(ϕ) = u1(u2(ϕ(x1, x2)).

Pela mesma construção, existe uma distribuição v = u2 ⊗u1 tal que

v(ϕ) = u2(u1(ϕ(x1, x2)).

Como u e v coincidem quando ϕ é um produto tensorial, então coincidem
sempre.

Observação 13.6. Se u1 e u2 tem suporte compacto, então u tem suporte com-
pacto.

Definição 13.7. A distribuição u do teorema é o chamado produto tensorial
das distribuições u1 e u2.

Observação 13.8. Sejam Ω = U × I , com U ⊂ RN−1 e I ⊂ R intervalo, ambos
abertos, e u ∈D′ (Ω) tal que ∂N u = 0. Então existe u0 ∈D′(U ) tal que

u(ϕ) =
∫

I
u0(ϕ( · , xN ))dxN = u0 ⊗1I .

Observação 13.9. Sejam u, v ∈D′ (RN), uma delas com suporte compacto. En-
tão

(u ∗ v)(ϕ) = (
(u ∗ v)∗ ϕ̌)

(0)

= (
u ∗ (v ∗ ϕ̌)

(0)

= u
(
v ∗ ϕ̌(0− · )

)
= u

(
v ∗ ϕ̌(−x1)

)
= u

(
v(ϕ̌(−x1 −x2))

)
= u

(
v(ϕ(x1 +x2))

)
= (u ⊗ v)

(
ϕ(x1 +x2)

)
.
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Teorema 13.10 (do Núcleo de Schwartz). Sejam Ω j ⊂RN j , j = 1,2 abertos, K :

C∞
c (Ω2)−!D′(Ω1) linear e sequencialmente contínuo. Então existe K ∈D′(Ω1 ×

Ω2) tal que

K (ψ)(ϕ) = K (ϕ⊗ψ), ∀ψ ∈ C∞
c (Ω2),ϕ ∈ C∞

c (Ω1).

Demonstração. Ver Hörmander (1990).
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14 Aula 14 - 24/04/2019

14.1 Composição de distribuições com aplicações

Sejam Ω1,Ω2 ⊂RN abertos e f :Ω1−!Ω2 um difeomorfismo de classe C∞.
O operador pullback "puxa" funções definidas em Ω2 para Ω1 por meio de f :

f ∗ : C∞(Ω2) −! C∞(Ω1)
u 7−! u ◦ f

Esta operação também pode ser definida para distribuições. Mais precisa-
mente, temos o seguinte

Teorema 14.1. Sejam Ω1,Ω2 ⊂RN abertos e f :Ω1−!Ω2 um difeomorfismo de
classe C∞. O pullback pode ser extendido a uma aplicação linear contínua

f ∗ : D′(Ω2) −! D′(Ω1)
u 7−! f ∗u

Demonstração. Vamos nos inspirar no pullback de funções contínuas para defi-
nir como age o pullback de uma distribuição. Sejamϕ ∈ C∞

c (Ω1) e u uma função
contínua em Ω2. Então temos:

f ∗u(ϕ) = (u ◦ f )(ϕ) =
∫
Ω1

u
(

f (x)
)
ϕ(x)dx

=
∫
Ω2

u(y)ϕ
(

f −1(y)
) |det( f −1)′(y)|dy

= u
(|det( f −1)′|ϕ◦ f −1) .

Notemos que |det( f −1)′|ϕ ◦ f −1 ∈ C∞
c Ω2. De fato, a compacidade do suporte

segue da compacidade do suporte de ϕ, e a regularidade segue do fato de que é
uma composição de aplicações C∞. Assim, para u ∈D′(Ω2) definimos

( f ∗u)(ϕ) = u
(|det( f −1)′|ϕ◦ f −1) , ϕ ∈ C∞

c (Ω1).

A linearidade é trivial. Vamos mostrar que f ∗ é contínua. Seja (u j ) ⊂D′(Ω2)
tal que u j ! 0. Então u j (ψ)! 0 ∀ψ ∈ C∞

c (Ω2), donde segue que

( f ∗u j )(ϕ) = u j
(|det( f −1)′|ϕ◦ f −1)! 0 ∀ϕ ∈ C∞

c (Ω1).

Logo, u j ! 0 =⇒ f ∗u j ! 0, e portanto f ∗ é contínua.

Notemos que o pullback de distribuições foi definido para difeomorfismos
de classe C∞. Apenas a regularidade não é o bastante, como mostra o contra-
exemplo que segue.
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Exemplo 14.2. Seja
f : R −! R

x 7−! x2

É claro que f ∈ C∞ (R), mas f não é uma bijeção. Com o sub-índice denotando
o nome da variável, consideremos

f ∗ : Ry −! Rx

u 7−! u ◦ f

Seja ψε uma família de mollifiers. Temos que

ψε
ε!0
−−! δ.

Se f ∗ estivesse bem definido, seria contínuo, e portanto existiria lim f ∗ψε = f ∗δ.
No entanto, tal limite não existe. De fato, sejam χ ∈ C∞

c (Ry ) tal que χ(0) = 1 e
ϕ ∈ C∞

c (R) tal que ϕ(x) =χ(x2). Então

f ∗ψε(ϕ) =
∫
R
ψε( f (x))ϕ(x)dx

=
∫
R
ψε(x2)χ(x2)dx

= 2
∫ ∞

0
ψε(x2)χ(x2)dx

=
∫ ∞

0
ψε(t )χ(t )

1p
t

dt

=
∫ ∞

0

1

ε
ψ

(
t

ε

)
χ(t )

1p
t

dt

=
∫ ∞

0
ψ(s)χ(εs)

1p
εs

ds

= 1p
ε

(∫ ∞

0
ψ(s)χ(εs)

1p
s

ds

)
ε!0
−−!∞,

pois ∫ ∞

0
ψ(s)χ(εs)

1p
s

ds!
∫ ∞

0
ψ(s)

1p
s

ds <∞,

pelo Teorema da Convergência Monótona.

Veremos, no entanto, que a composição com submersões é sempre possível.
Recordemos que uma aplicação diferenciável f :Ω1−!Ω2 entre abertos de

RN1 eRN2 é uma submersão se f ′(x) é sobrejetora em todo ponto x ∈Ω1. Uma
condição necessária para que isto ocorra é N1 ≥ N2.
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Teorema 14.3. Sejam Ω1 ⊂RN1 , Ω2 ⊂RN2 abertos, com N1 ≥ N2, e f : Ω1 −!
Ω2 de classe C∞ tal que f ′(x) é sobrejetora em todo x ∈ Ω1. Então existe f ∗ :
D′(Ω2)−!D′(Ω2) linear, contínua tal que

f ∗u = u ◦ f se u ∈C (Ω2).

Demonstração. Se existir uma tal f ∗, então será a única, pois C∞
c (Ω2) é denso

em D′(Ω2) (Teorema 10.7).
Para a existência, tomemos x0 ∈Ω1 e A ∈L (RN1 ,RN1−N2 ) tais que

h 7!
(

f ′(x0)h, Ah
) ∈GL(RN1 ).

Seja F (x) = (
f (x), Ax

)
. Então F ′(x0) ∈GL(RN1 ). Pelo Teorema da Função Inversa,

existem
U ⊂RN1 aberto contendo x0,

V ⊂Ω2 aberto contendo f (x0),

W ⊂RN1−N2 aberto contendo 0 ∈RN1−N2

tais que
F |U : U −!V ×W é um difeomorfismo C∞ .

Consideremos o pullback

F∗ : C (V ×W )−!C (U ).

Denotemos
y ∈RN2 , y ′ ∈RN1−N2 .

Se u ∈C (Ω2) podemos considerar

F∗(uy ⊗1y ′) = (uy ⊗1y ′)◦F = u ◦ f .

Isto inspira a seguinte definição:

f ∗ : D′(Ω2) −! D′(U )
u 7−! F∗(u ⊗1)

Recordemos que F∗(u ⊗1) é a extensão do pullback para distribuições:

F∗(u ⊗1)(ϕ) =
∫

U
(u ⊗1)(F (x))ϕ(x)dx

=
∫

V ×W
(u ⊗1)(y, y ′)ϕ(F−1(y, y ′))|det(F−1)′(y, y ′)|dy dy ′.
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Pelo que foi feito, podemos determinar uma cobertura aberta {U j } de Ω1 e
operadores

f ∗
j : D′(Ω2)−!D′(U j )

tais que
f ∗

j (u) = u ◦ f |U j

se u ∈C (Ω2). Agora, se j ,k são tais que U j ∩U k 6= ; então

f ∗
j (u)|U j∩U k = f ∗

k (u)|U k∩U j

se u ∈C (Ω2). Então, pelo Teorema 5.13, existe uma distribuição f ∗(u) tal que

f ∗(u)|U j = f ∗
j (u) = u ◦ f |U j .

Basta então tomar uma sequência em C∞
c (Ω2) convergindo para u ∈ D′(Ω2) e

repetir o argumento de localização.

Exemplo 14.4. Sejam Ω ⊂ RN um aberto, ρ ∈ C∞ (Ω) uma função real com
dρ(x) 6= 0 ∀x ∈ Ω e M := {x ∈ Ω; ρ(x) = 0} 6= ;. Então, sendo dS a medida de
superfície em M , temos que

ρ∗(δ) = dS

|∇ρ| .

De fato, seja x0 ∈ M . Podemos assumir
∂ρ

∂x1

(x0) 6= 0. Com a notação do teorema

anterior, seja
F (x) = (

ρ(x), x2, . . . , xN
)

.

F tem, numa vizinhança de x0, uma inversa da forma

F−1(y) = (
ψ(y), y2, . . . , yN

)
.

De acordo com o teorema, temos que

ρ∗(δ) = F∗(δ⊗1)

onde 1 denota a constante emRN−1. Notemos que

(δ⊗1)(χ) =
∫
Ω
χ(0, y ′)dy =

∫
M
χ(0, y ′)dy ′,

onde y ′ = (y2, . . . , yN ). Então dada ϕ ∈ C∞
c (Ω) temos

ρ∗(δ)(ϕ) = (δ⊗1)
(
|det(F−1)′|ϕ◦F−1

)
=

∫
M

∣∣∣∣ ∂ψ∂y1

(0, y ′)
∣∣∣∣ϕ(

ψ(0, y ′), y ′)dy ′
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Notemos que
y ′ 7−!

(
ψ(0, y ′), y ′)

é uma parametrização de M . Notemos também que

ρ
(
ψ(y), y ′)= y1

donde
∂ρ

∂x1

(
ψ(y), y ′) ∂ψ

∂y1

= 1

e portanto
∂ψ

∂y1

= 1
∂ρ

∂x1

(
ψ(y), y ′) .

Agora, para j = 2, . . . , N temos que

∂ρ

∂x1

(
ψ(y), y ′) ∂ψ

∂y j

+ ∂ρ

∂x j

= 0.

Assim,

(∇ρ)
(
ψ(y), y ′)= (

∂ρ

∂x1

(
ψ(y), y ′) , . . . ,− ∂ψ

∂yN

(0, y ′)
∂ρ

∂x1

(
ψ(y), y ′))

= ∂ρ

∂x1

(
ψ(y), y ′)(1, . . . ,− ∂ψ

∂yN

(0, y ′)

)

e portanto, sendo

Q =
∣∣∣∣∣
(

1, . . . ,− ∂ψ

∂yN

(0, y ′)

)∣∣∣∣∣
temos que ∣∣(∇ρ)

(
ψ(y), y ′)∣∣=Q

∣∣∣∣ ∂ρ∂x1

(
ψ(y), y ′)∣∣∣∣ .

Agora, sabemos que
dS =Q dy.

Logo,

ρ∗(δ)(ϕ) =
∫

M

ϕ
(
ψ(0, y ′), y ′)∣∣(∇ρ)

(
ψ(y), y ′)∣∣Q dy ′,

justamente o que queríamos demonstrar.
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15 Aula 15 - 26/04/2019

15.1 Transformada de Fourier

Passamos agora ao estudo da transformada de Fourier, uma das ferramentas
mais importantes em Análise. Recordaremos a transformada de Fourier para
funções e algumas de suas propriedades, e depois estenderemos o estudo para
transformadas de distribuições.

Folland (1999) apresenta uma discussão bastante interessante sobre as mo-
tivações para a forma da transformação. Aqui, limitar-nos-emos aos aspectos
técnicos e operacionais.

Definição 15.1. Seja f ∈ L1 (RN). A transformada de Fourier de f é a aplicação

f̂ (ξ) =
∫
RN

e−i 〈x,ξ〉 f (x)dx, ξ ∈RN .

A notação f̂ =F f também é utilizada.

Observação 15.2. É fácil ver que ‖ f̂ ‖∞ ≤ ‖ f ‖1. Disto decorre que a aplicação
linear

F : L1 (RN) −! L∞ (RN)
f 7−! F f

é contínua.

Proposição 15.3. Seja f ∈ L1 (RN). Então f̂ é contínua emRN e

f̂ (ξ)
ξ!∞
−−−! 0.

Demonstração. Vamos mostrar a continuidade usando sequências. Sejam ξ0 ∈
RN e (ξn) ⊂RN tais que ξn! ξ0. Então

e−i 〈x,ξn〉! e−i 〈x,ξ0〉 ∀x ∈RN .

Logo,
e−i 〈x,ξn〉 f (x)! e−i 〈x,ξ0〉 f (x) q.s. .

Além disso,
|e−i 〈x,ξn〉 f (x)| ≤ | f (x)|.

Logo, pelo Teorema da Convergência Dominada,

f̂ (ξn)! f̂ (ξ0),

e portanto f̂ é contínua.
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Agora, seja g ∈ C∞
c (RN). Sendo D j = 1

i

∂

∂x j

, temos que

ξ j ĝ (ξ) =
∫
RN

(−D j )e−i 〈x,ξ〉g (x)dx

=
∫
RN

e−i 〈x,ξ〉(D j g )(x)dx,

donde
|ξ j ĝ (ξ)| ≤ ‖D j g‖1.

Logo, existe c > 0 tal que

|ξ| |ĝ (ξ)| ≤ c ∀ξ ∈RN

e portanto

ĝ (ξ)
ξ!∞
−−−! 0.

Como C∞
c (RN) é denso em L1 (RN), dados f ∈ L1 (RN) e ε> 0 existe g ∈ C∞

c (RN)
tal que

‖ f − g‖1 ≤ ε

2
.

Além disso,

| f̂ (ξ)| ≤ | f̂ (ξ)− ĝ (ξ)|+ |ĝ (ξ)|
= |( f − g )̂ (ξ)|+ |ĝ (ξ)|
≤ ‖ f − g‖1 +|ĝ (ξ)|
≤ ε

2
+|ĝ (ξ)|.

Pelo que mostramos anteriormente, existe R > 0 tal que |ĝ (ξ)| ≤ ε/2 se |ξ| > R.
Logo,

| f̂ (ξ)| ≤ ε
se |ξ| > R.

Exemplo 15.4. Seja
f (x) =χ[−1,1](x) ∈ L1(R).

Temos:

f̂ (ξ) =
∫ 1

−1
e i xξdx = e−i xξ

−iξ

∣∣∣∣1

−1
= e iξ−e−iξ

iξ
= 2

ξ

e iξ−e−iξ

2i
= 2sinξ

ξ
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Definição 15.5. O espaço de Schwartz, denotado por S , é o conjunto de todas
as funções u ∈ C∞ (RN) tais que

xαDβu ∈ L∞ (RN) ∀α,β ∈ZN
+ .

Exemplo 15.6. C∞
c (RN) ⊂S .

Exemplo 15.7. Se a > 0, então e−a|x|2 ∈S .

Definição 15.8. Sejam (u j ) ⊂S e u0 ∈S . Dizemos que u j ! u0 em S se para
todo par de multiíndices α,β ∈ZN

+

xαDβu j ! xαDβu0 em L∞.

Proposição 15.9. C∞
c (RN) é denso em S .

Demonstração. Vamos mostrar que podemos aproximar elementos de S por
elementos de C∞

c (RN).
Seja u ∈S . Consideremos a sequência de termos

un(x) =ψ
(

x

n

)
u(x),

onde ψ ∈ C∞
c (RN) é tal que

0 ≤ψ≤ 1, ψ(x) = 1 se |x| ≤ 1, ψ= 0 se |x| ≥ 2.

Temos que un! u em S . De fato:

xαDβun(x)−xαDβu(x) = xαDβψ(x/n)u(x)−xαDβu(x)

= xαDβu(x)
(
ψ(x/n)−1

)+∑
γ≤β,γ6=β

(
β

γ

)
xαDγu(x)Dβ−γ

{
ψ

(
x

n

)}

Mas

Dβ−γ
{
ψ

(
x

n

)}
=

(
1

n

)|β−γ| (
Dβ−γψ

)(
x

n

)
.

Logo,
|xαDβun(x)−xαDβu(x)| ≤ |xαDβu(x)| |ψ(x/n)−1|+C /n,

onde C =C (α,β,u,ψ).
Seja ε > 0. Existe R > 0 tal que |xαDβu(x)| ≤ ε/4 se |x| > R. Logo, para n

suficientemente grande temos que

|xαDβun(x)−xαDβu(x)| ≤ ε/2+C /n < ε.
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Por outro lado, para |x| ≤ R podemos assumir ψ(x/n) = 1, bastando tomar n
suficientemente grande. Neste caso,

|xαDβun(x)−xαDβu(x)| ≤C /n < ε.

Logo, para todo ε> 0 existe n0 ∈N tal que

sup |xαDβun(x)−xαDβu(x)| ≤ ε ∀α,β ∈ZN
+ .

Uma caracterização importante do espaço de Schwartz é a seguinte:

Observação 15.10. Seja u ∈ C∞ (RN). Então

u ∈S ⇐⇒ (1+|x|)p Dβu ∈ L∞ ∀β ∈ZN
+ ,∀p ∈Z .

De fato, por um lado é claro que para todo α ∈ZN
+ existe p ∈Z tal que

sup |xαDβu| ≤ sup |(1+|x|)p Dβu| <∞.

Por outro lado, se u ∈ S então todos os (finitos) termos de (1+ |x|)p Dβu são
finitos.

Observação 15.11. Se p ∈ [1,∞] então S ⊂ Lp (RN) (em particular, é denso). De
fato, se p =∞ é óbvio. Seja então p <∞. Então∫

RN
|u|p dx =

∫
RN

|u(x)(1+|x|)k |p 1

(1+|x|)kp
dx

≤ M
∫
RN

1

(1+|x|)kp
dx

= MωN

∫ ∞

0

r N−1

(1+ r )kp
dr

<∞

se kp −N > 0.

A importância do espaço de Schwartz é que este espaço é invariante pela
transformada de Fourier. Mais ainda, neste espaço a transofrmada tem a propri-
edade fundamental de "trocar" derivadas por multiplicações por coordenadas.
Em outros termos, temos o seguinte
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Teorema 15.12. A transformada de Fourier define uma aplicação contínua

F : S −!S .

Além disso,
(D j f )̂ (ξ) = ξ j f̂ (ξ)

e
(x j f )̂ (ξ) =−(D j f̂ )(ξ)

Demonstração. Seja f ∈S . Temos:

f̂ (ξ) =
∫
RN

e−i 〈x,ξ,〉 f (x)dx.

Então

−(D j f̂ )(ξ) =−
∫
RN

(−x j )e−i 〈x,ξ〉 f (x)dx

= (x j f )̂ (ξ)

Repetindo o argumento, temos que

Dα f̂ (ξ) = (
(−x)α f

)
(̂ξ).

Evidentemente,
‖Dα f̂ ‖∞ ≤ ‖xα f ‖1.

Notemos também que

(Dα f )̂ (ξ) =
∫
RN

e−i 〈x,ξ〉(Dα f )(x)dx

=
∫
RN

(−D)αe−i 〈x,ξ〉 f (x)dx

=
∫
RN

ξαe−i 〈x,ξ〉 f (x)dx

= ξα f̂ (ξ)

Agora, sabemos que f ∈ C∞ (RN) e que Dα f̂ ∈ L∞ (RN). Notemos que

ξβDα f̂ (ξ) =
(
Dβ(−x)α f

)
(̂ξ)

e portanto f̂ ∈S . Por fim, notemos que

|ξβDα f̂ (ξ)| ≤ ‖Dβ(−x)α f ‖1

≤C‖(1+|x|)l Dβ(−x)α f ‖∞,

onde

C =
∫
RN

1

(1+|x|)l

e l > N . Logo, se f j ! 0 em S então f̂ j ! 0 em S , logo F é contínua.
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16 Aula 16 - 08/05/2019

16.1 Transformada de Fourier (continuação)

Definição 16.1. A transformada inversa de Fourier é dada por

(F−1 f )(ξ) = 1

(2π)N

∫
RN

e i 〈x,ξ〉 f (x)dx. (16.1)

Observação 16.2. Notemos que

(F−1 f )(ξ) = 1

(2π)N
f̂ (−ξ)

Vamos mostrar que de fato faz sentido falar sobre uma inversa para F . Para
isso, precisaremos do seguinte

Lema 16.3. Seja g ∈S a função gaussiana:

g (x) = e−|x|2/2.

Então
ĝ (ξ) = (2π)N /2e−|ξ|2/2.

Demonstração. Consideremos o caso N = 1. Neste caso, g satisfaz a equação
diferencial

g ′(x)+xg (x) = 0.

Tomando a transformada de Fourier desta equação temos

ĝ ′(ξ)+ (xg )̂ (ξ) = 0.

Logo,

iξĝ (ξ)+
(
−1

i

)
ĝ ′(ξ) = 0

donde
ĝ ′(ξ)+ξg (ξ) = 0

e portanto

ĝ (ξ) = ĝ (0)e−ξ2/2.

Mas

ĝ (0) =
∫
R

g (x)e−i 〈0,x〉 dx =p
2π,

Logo

ĝ (ξ) =p
2πe−ξ2/2
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Agora, para N arbitrário, temos que

ĝ (ξ) =
∫
R

. . .
∫
R

e−i x1ξ1−x2
1/2 . . .e−i xNξN−x2

N /2 dx1 . . .dxN

=p
2πe−ξ2

1 . . .
p

2πe−ξ2
N

= (2π)N /2e−|ξ|2/2

Teorema 16.4. F : S −!S é uma bijeção contínua com inversa F−1 contínua
(e portanto um isomorfismo topológico).

Demonstração. Vamos mostrar que se f ∈S então

f (x) = 1

(2π)N

∫
RN

e I 〈x,ξ〉 f̂ (ξ)dξ,

ou seja, F−1 ◦F = I d . Seja g ∈S tal que g (0) = 1. Temos:

1

(2π)N

∫
RN

∫
RN

e i 〈x−y,ξ〉g (ξ) f (y)dy dξ= 1

(2π)N

∫
RN

e i 〈x,ξ〉
∫
RN

e i 〈y,ξ〉 f (y)dy g (ξ)dξ

= 1

(2π)N

∫
RN

f (y)
∫
RN

e i 〈x−y,ξ〉g (ξ)dξdy

= 1

(2π)N

∫
RN

f (y)ĝ (y −x)dy

Logo, ∫
RN

e i 〈x,ξ〉 f̂ (ξ)g (ξ)dξ=
∫
RN

f (x + y)ĝ (y)dy.

Agora, seja ε> 0. Pondo gε(x) = g (εx) temos

ĝε(y) =
∫
RN

e−i 〈y,z〉gε(z)dz

=
∫
RN

e−i 〈y,z〉g (εz)dz

=
∫
RN

e−i 〈y,w/ε〉gε(w)
1

εN
dw

= 1

εN
ĝ

(
y

ε

)
.

Assim, ∫
RN

e i 〈x,ξ〉 f̂ (ξ)g (εξ)dξ=
∫
RN

f (x + y)
1

εN
ĝ

(
y

ε

)
=

∫
RN

f (x +εz)ĝ (z)dz.
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Fazendo ε! 0 temos que∫
RN

e i 〈x,ξ〉 f̂ (ξ)g (ξ)dξ!
∫
RN

e i 〈x,ξ〉 f̂ (ξ)dξ,∫
RN

f (x +εz)ĝ (z)dz! f (x)
∫
RN

ĝ (z)dz

Em particular, tomando g = e−|x|2/2 temos que∫
RN

ĝ (ξ)dξ= (2π)N /2
(∫
R

e−t 2/2
)N

= (2π)N ,

donde segue que

f (x) = 1

(2π)N

∫
RN

e i 〈x,ξ〉 f̂ (ξ)dξ.

A continuidade de F−1 segue de maneira análoga à continuidade de F .

Vamos agora estudar algumas propriedades fundamentair da transformada
de Fourier no espaço de Schwartz.

Proposição 16.5. Sejam u, v ∈S . Então

(i)
∫
RN

ûv dx =
∫
RN

uv̂ dx

(ii)
∫
RN

uv dx = 1

(2π)N

∫
RN

ûv̂ dx (fórmula de Parseval)

(iii) (u ∗ v )̂ = ûv̂

(iv) (uv )̂ = 1

(2π)N
û ∗ v̂

Demonstração. Em primeiro lugar, notemos que∫
RN

û(x)v(x)dx =
∫
RN

∫
RN

e−i 〈x,ξ〉u(ξ)v(x)dξdx

=
∫
RN

u(ξ)v̂(ξ)dξ,

o que demonstra (i).
Para demonstrar a identidade de Parseval, seja

w = 1

(2π)N
v̂
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e notemos que

ŵ(ξ) = 1

(2π)N

∫
RN

v̂e−i 〈x,ξ〉 dx

= 1

(2π)N

∫
RN

v̂e i 〈x,ξ〉 dx

= v(ξ)

pela fórmula de inversão de Fourier (16.1). Logo, usando (i) segue que

1

(2π)N

∫
RN

û(x) f̂ (x)dx = 1

(2π)N

∫
RN

û(x)v(x)dx

= 1

(2π)N

∫
RN

u(x)v̂(x)dx

=
∫
RN

u(x) f (x)dx.

Notando que f percorre S , demonstramos (ii).
Pelo teorema de Fubini, temos que

(u ∗ v )̂ (ξ) =
∫
RN

∫
RN

e−i 〈ξ,x〉u(x − y)v(y)dx dy

=
∫
RN

∫
RN

e−i 〈ξ,x−y〉u(x − y)e−i 〈ξ,y〉v(y)

= û(ξ)v̂(ξ),

o que demonstra (iii).
Por fim, notemos que, por um lado,

F
{
F (uv)

}
(x) = (2π)N u(−x)v(−x).

Por outro lado,
F

{
û ∗ v̂

}
(x) = (2π)2N u(−x)v(−x),

donde segue (iv).

A próxima definição é uma das mais importantes do curso. Sua relevân-
cia vem do fato de que se trata do ambiente conveniente para falarmos em
transformadas de Fourier para distribuições.

Definição 16.6. Uma distribuição temperada é um funcional linear

u : S −!C

contínuo no seguinte sentido:

f j ! 0 em S =⇒ u( f j )! 0 em C .

Denotamos por S ′ o espaço das distribuições temperadas.
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Observação 16.7. Temos que

C∞
c (RN) ,!S

logo
S ′ ,!D′ (RN) .

Observação 16.8. S é o maior subespaço de D′ (RN) onde podemos fazer aná-
lise de Fourier.

Observação 16.9. As derivações definem endomorfismos contínuos em S . De
fato,

f j ! 0 em S =⇒ Dα f j ! 0 em S .

Notação. Dizemos que h ∈ OM se as derivadas de h são dominadas por po-
linômios, ou seja, se h ∈ C∞ (RN) e se para todo multiíndice α ∈ ZN

+ existe
Pα ∈R[x1, . . . , xN ] tal que

|∂αh(x)| ≤ |Pα(x)| ∀x ∈RN .

Notemos que OM é um anel com as operações de adição e multiplicação de
funções usais.

Proposição 16.10. S é um OM -módulo, ou seja, se f ∈S e h ∈OM então h f ∈
S .

Demonstração. Sejam f e h como no enunciado. Então dados multiíndices α,β
temos que

∣∣∣xαDβ(h f )
∣∣∣=

∣∣∣∣∣∣ ∑
γ≤β

(
β

γ

)
xαDγhDβ−γ f

∣∣∣∣∣∣
≤ ∑
γ≤β

(
β

γ

)∣∣Dγh
∣∣∣∣∣xαDβ−γ f

∣∣∣
≤ ∑
γ≤β

(
β

γ

)∣∣∣Pγ(x)
∣∣∣∣∣∣xαDβ−γ f

∣∣∣
e todos os termos na última linha são finitos pois f ∈S .

Observação 16.11. Notemos que S ′ também é um OM módulo. De fato, se
f j ! 0 em S então h f j ! 0 em S para todo h ∈OM . Logo, se u ∈S ′ então

hu( f j ) = u(h f j )! 0
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Exemplo 16.12. Temos que E ′ ⊂S ′. De fato, se u ∈ E ′ então existem um com-
pacto K e constantes c > 0,m ∈Z+ tais que

|u( f )| ≤ c
∑

|α|≤m
sup

K
|∂α f | ∀ f ∈ C∞ (RN),∀α ∈ZN

+ .

Assim,
f j ! 0 em S =⇒ u( f j )! 0 em C .

Exemplo 16.13. Para 1 ≤ p ≤∞ temos que Lp (RN ) ⊂ S ′. De fato, sejam u ∈
Lp (RN ) e f ∈S . Então, sendo q o expoente conjugado de p, temos que∣∣∣∣∫

RN
u(x) f (x)dx

∣∣∣∣≤ ‖u‖p

(∫
RN

∣∣ f (x)
∣∣q dx

)1/q

≤ ‖u‖p sup
[∣∣ f (x)

∣∣ (1+|x|)k
](∫

RN
(1+|x|)−qk

)1/q

.

Para k suficientemente grande, (1+|x|)k ∈ Lq (RN ), donde segue o resultado. Em
particular, S ⊂S ′.

Dadas u, v ∈S , vimos que∫
RN

û(x)v(x)dx =
∫
RN

u(x)v̂(x)dx.

Isto motiva a seguinte

Definição 16.14. Se u ∈S ′ definimos sua transformada de Fourier da seguinte
maneira:

û( f ) = u( f̂ ), f ∈S .

Exemplo 16.15. Seja u = 1 ∈ L∞(RN ). Então dada f ∈S temos que

û( f ) = u( f̂ ) =
∫
RN

f̂ (ξ)dξ= (2π)N f (0).

Logo,
1̂ = (2π)Nδ.
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17 Aula 17 - 10/05/2019

17.1 Transformada de Fourier (continuação)

Observação 17.1. Sejam u ∈S ′ e f ∈S . Então

F−1 u( f ) = u(F−1 f )

donde
F F−1 u =F−1 F u = u.

Observação 17.2. Se u ∈S ′ valem

(D j u )̂ = ξ j û

D j û =−(x j u )̂

De fato, se f ∈S temos que

(D j u )̂ ( f ) = D j u( f̂ )

=−u(D j f̂ )

= u
(
(ξ j f )̂

)
= û(ξ j f )

= ξ j û( f )

e que

D j û( f ) =−û(D j f )

=−u
(
(D j f )̂

)
=−u(ξ j f̂ )

=−(ξ j u )̂ ( f ).

Em geral, temos que

(P(D)u )̂ = ∑
|α|≤m

aα(Dαu )̂

= ∑
|α|≤m

aαξ
αû(ξ)

= P (ξ)û(ξ).

Exemplo 17.3. Vimos que
1̂ = (2π)Nδ.
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Logo,

(xα)̂ = (−1)α

i |α|
(2π)Nδ(α)

e portanto se P (x) =∑
|α|≤m aαxα temos que

(P (x))̂ = (2π)N
∑

|α|≤m

(−1)α

i |α|
aαδ

(α)

Teorema 17.4. Se u ∈S satisfaz

∆u = 0

então u é um polinômio.

Demonstração. Temos que

∆u = 0 =⇒ (∆u )̂ = 0.

Mas
(∆u )̂ =−|ξ|2û(ξ)

donde temos que suppu ⊂ {0}. Logo,

û = ∑
|α|≤m

aαδ
(α).

Então usando a transformada inversa de Fourier temos que

u = ∑
|α|≤m

aαF−1δ(α)

= ∑
|α|≤m

ãαxα.

Exemplo 17.5. Seja u ∈ L1(RN ) ⊂S ′. Para f ∈S temos que

û( f ) = u( f̂ )

=
∫
RN

u(ξ) f̂ (ξ)dξ

=
∫
RN

u(ξ)
∫
RN

e−i 〈y,ξ〉 f (y)dy dξ

=
∫
RN

f (y)
∫
RN

e−i 〈y,ξ〉u(ξ)dξdy.

Logo, û como distribuição temperada é definida pela integração contra∫
RN

e−i 〈y,ξ〉u(ξ)d.ξ
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Notação. Seja u ∈D′ (RN). Então

ǔ(ϕ) = u(ϕ̌)

Teorema 17.6. Se u ∈ L2(RN ) então û ∈ L2(RN ) e

‖û‖2 = (2π)N /2‖u‖2

Demonstração. Dadas u ∈ L2 (RN) e f ∈S temos

|û( f )| =
∣∣∣∣∫
RN

u(x) f̂ (x)dx

∣∣∣∣
≤ ‖u‖2 ‖ f̂ ‖2

≤ (2π)−N /2‖u‖2 ‖ f ‖2,

pela identidade de Parseval. Consideremos a seguinte aplicação:

T : S −! C

f 7−! û( f )

Como S é denso em L2 (RN) a aplicação T se estende (por continuidade) a
um funcional linear contínuo em L2 (RN) com norma ‖T ‖ ≤ (2π)N /2‖u‖2. Pelo
Teorema de Riesz existe v ∈ L2 (RN) tal que

T ( f ) =
∫
RN

v(x) f (x)dx = û( f ) ∀ f ∈S .

Logo, v = û e ‖û‖2 ≤ (2π)N /2‖u‖2. Agora, pela fórmula de inversão temos que

F−1(u) = 1

(2π)N
ˇ̂u.

Logo,

u =F−1 û = 1

(2π)N
ˇ̂̂u.

Assim,
(2π)N‖u‖2 ≤ ‖ ˆ̂u‖2 ≤ (2π)N /2‖û‖2

e portanto
(2π)N /2‖u‖2 ≤ ‖û‖2,

o que conclui a demonstração.

Definição 17.7. Uma função h ∈C 1(CN ) é uma função inteira se

∂h

∂z j
= 0 ∀ j = 1, . . . , N .
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Observação 17.8. Se h é inteira então h é C∞(CN ). De fato, recordemos que

∂

∂z j

∂

∂z j
= 1

4

 ∂2

∂x2
j

+ ∂2

∂y2
j

 .

Assim,

0 =
N∑
1

∂

∂z j

∂

∂z j
h = 1

4
∆h (em R2N ).

Como ∆ é um operador hipoellíptico, então h ∈ C∞(R2N ).

Exemplo 17.9. Dado a ∈C, a função

h(z) = e〈z,a〉

é inteira.

Teorema 17.10. Se u ∈ E ′ (RN) então û é definida pela função

ξ 7! ux(e−i 〈x,ξ〉)

e esta função se estende a uma função inteira emCN dada por

û(z) = ux(e−i 〈x,z〉), z ∈CN .

Demonstração. Sejam u ∈ E ′ (RN) e ϕ ∈ C∞
c (RN). Então

(ux ⊗ϕξ)(e−i 〈x,ξ〉) = ux

(∫
RN

ϕ(ξ)e−i 〈x,ξ〉 dξ

)
= u(ϕ̂) = û(ϕ).

Por outro lado,

(ux ⊗ϕξ)(e−i 〈x,ξ〉) =
∫
RN

ϕ(ξ)ux(e−i 〈x,ξ〉)dξ.

Por fim, notemos que û é de fato uma função inteira:

∂

∂z j
û = ux

 ∂

∂z j
e−i 〈x,z〉

= 0.
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Observação 17.11. Se u ∈ E ′ (RN) então û ∈OM . De fato, pelo teorema anterior
temos que

Dα
ξ û(ξ) = ux((−x)αe−i 〈x,ξ〉).

Mas como u ∈ E ′ então existem C > 0 e m ∈Z+ tais que

|u( f )| ≤C
∑

|α|≤m
sup

K
|Dα f | ∀ f ∈ C∞ (RN) .

Logo,
Dα
ξ û(ξ)| ≤C

∑
|β|≤m

sup
K

|Dβ(xα)e−i 〈x,ξ〉|,

ou seja, as derivadas de û são dominadas por constantes (que são polinômios),
donde segue a observação.

Teorema 17.12. Sejam u ∈S ′ e v ∈ E ′. Então u ∗ v ∈S ′ e vale

(u ∗ v )̂ = ûv̂ .

Demonstração. Em primeiro lugar, observemos que o produto ûv̂ está bem
definido. De fato, S ′ é um OM -módulo (Observação 16.11) e pela observação
acima v̂ ∈OM , donde segue que ûv̂ ∈S ′.

Seja ϕ ∈ C∞
c (RN). Temos que

(u ∗ v)(ϕ) = [(u ∗ v)∗ ϕ̌](0).

Vamos mostrar que
[(u ∗ v)ϕ̌](0) = u(v̌ ∗ϕ).

De fato, dado x ∈RN temos que

[(u ∗ v)ϕ̌](x) = [u ∗ (v ∗ ϕ̌)](x)

= uy
(
(v ∗ ϕ̌)(x − y)

)
= uy

(
vz(ϕ̌(x − y − z))

)
donde

[(u ∗ v)ϕ̌](0) = uy
(
vz(ϕ̌(−y − z))

)
.

Agora, fixado y ∈RN seja

η= ϕ̌(−y + · ) ∈ C∞
c (RN) .
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Então temos

vz
(
ϕ̌(−y − z)

)= vz(η̌)

= v̌(η)

= v̌z
(
ϕ̌(−y + z)

)
= v̌z

(
ϕ(y − z)

)
= (v̌ ∗ϕ)(y).

Logo,
[(u ∗ v)ϕ̌](0) = uy

(
(v̌ ∗ϕ)(y)

)
,

donde segue que

(u ∗ v)(ϕ) = u(v̌ ∗ϕ), ϕ ∈ C∞
c (RN) .

Inspirados pela identidade acima, consideremos a seguinte aplicação:

ϕ ∈S 7! u(v̌ ∗ϕ) ∈C .

Que se trata de uma aplicação linear é evidente. Vamos mostrar que também é
contínua. De fato, como v e portanto v̂ tem suporte compacto então existem
um compacto K ⊂RN e constantes C > 0,m ∈Z+ tais que

sup
RN

|xαDβ(v̌ ∗ϕ)(x)| ≤ sup
x∈RN

|xαv̌y [Dβ
xϕ(x − y)]|

≤C
∑

|γ|≤k
sup

x∈RN
sup
y∈K

|xαDβ
x Dγ

yϕ(x − y)|

≤C
∑

|γ|≤k+|β|
sup

x∈RN
|xαDγϕ(x)|,

donde segue que u ∗ v ∈S ′ e

(u ∗ v)(ϕ̂) = u(v̌ ∗ ϕ̂), ϕ ∈ C∞
c (RN) .

Por outro lado, dada ϕ ∈ C∞
c (RN) temos, pela segunda parte do Teorema 13.5:

(v̌ ∗ ϕ̂)(x) = v[ϕ̂(x + · )] = vy

[∫
RN

e−i 〈x+y,ξ〉ϕ(ξ)dξ

]
=

∫
RN

e−i 〈x,ξ〉vy (e−i 〈y,ξ〉)ϕ(ξ)dξ

=F (ϕv̂)(x).
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Assim, dada ϕ ∈ C∞
c (RN), vale que

(u ∗ v )̂ (ϕ) = u(F (ϕv̂))

= û(ϕv̂)

= v̂ û(ϕ),

o que conclui a demonstração.
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18 Aula 18 - 17/05/2019

18.1 O Teorema de Paley-Wiener-Schwartz

Teorema 18.1 (Paley-Wiener-Schwartz). Sejam U (ξ) uma função inteira emCN

e A > 0. Então são equivalentes:

(Ia) U é a transformada de Fourier de u ∈ E ′ (RN) com suporte contido em B A(0).

(Ib) Existem constantes C > 0, M ∈Z+ tais que

|U (ζ)| ≤C (1+|ζ|)M e A| Imζ|

Também são equivalentes:

(IIa) U é a transformada de Fourier de u ∈ C∞
c (B A(0)).

(IIb) Para todo M ∈Z+ existe uma constante CM > 0 tal que

|U (ζ)| ≤CM (1+|ζ|)−M Ae | Imζ|

Demonstração. (Ia) =⇒ (Ib): Seja χδ ∈ C∞
c (B A+δ(0)) tal que χδ = 1 num aberto

contendo B A(0) e ∣∣∂αχδ∣∣≤ Cα

δα
.

Logo, se ζ ∈CN então

|u(ζ)| = |u(e−i 〈 · ,ζ〉)|
= |(χδu)(e−i 〈 · ,ζ〉)|
= |u(χδe−i 〈 · ,ζ〉)|
≤C

∑
|α|≤M

sup
|x|≤A+δ

∣∣∣∣∂α{
χδe−i 〈 · ,ζ〉

}∣∣∣∣
≤C

∑
|α|≤M

∑
β≤α

(
α

β

)
sup

|x|≤A+δ

∣∣∣∂α−βχδ(x)(−iζ)e−i 〈 · ,ζ〉
∣∣∣

≤C
∑

|α|≤M

∑
β≤α

(
α

β

)
Cα−βδ−|α−β||ζ||β|.

Notemos que ∣∣∣e−i 〈x,Reζ〉e−i 〈x,i Imζ
∣∣∣= e〈x,Imζ ≤ e(A+δ)| Imζ|,
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donde

|U (ζ)| ≤C ′ ∑
|α|≤M

(1+|ζ|)|α| 1

δ|α|
e(A+δ)| Imζ|

(δ= (1+|ζ|)−1) =C ′ ∑
|α|≤M

(1+|ζ|)2|α|e A| Imζe
| Imζ
1+|ζ| .

(IIa) =⇒ (IIb): Seja u ∈ C∞
c (B A(0)). Temos

U (ζ) =
∫
|x|≤A

u(x)e−i 〈x,ζ〉 dx

e

(iζ)αU (ζ) =
∫

|x| ≤ A(∂αu)(x)e−i 〈x,ζ〉 dx.

Logo, para todo α ∈ZN
+

|ζαU (ζ)| ≤ (sup |∂αU |)(B A(0))e A| Imζ| ⇐⇒|U (ζ)| ≤CM (1+|ζ|)−M e A| Imζ|.

(IIb) =⇒ (IIa): Temos

|U (ζ)| ≤CM (1+|ζ|)−M e A| Imζ|.

Em particular,

|U (ζ)| ≤CM (1+|ζ|)−M ∀ζ ∈Rn =⇒ u ∈S ′,u ∈ L1,u ∈ C∞(RN ).

Temos

u(x) = 1

(2π)N

∫
RN

U (ξ)e i 〈x,ξ〉 dξ.

Pelo Teorema de Cauchy, dado η ∈RN temos

u(x) = 1

(2π)N

∫
RN

U (ξ+ iη)e i 〈x,ξ+iηdξ.

Tomando M = N +1 temos

|u(x)| ≤ CN+1

(2π)N

∫
RN

(1+|ξ+ iη|)−N−1e A|η|e−〈x,η〉 dξ

≤Ce A|η|−〈x,η〉
∫
RN

(1+|ξ|)−N−1 dξ

e portanto
|u(x)| ≤Ce A|η|−〈x,η〉 ∀x,η ∈RN .
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Pondo η= t x com t > 0 temos

|u(x)| ≤Ce t |x|(A−|x|.

Se |x| > A, fazendo t!+∞ concluímos que u(x) = 0.
(Ib) =⇒ (Ia): Temos que

|U (ξ)| ≤C (1+|ξ|)M , ξ ∈RN .

Em particular, U |R ∈S ′ e portanto U = û para alguma u ∈S ′. Seja

ρε = 1

εN
ρ(x/ε), ε> 0.

Então ρε∗u! u em D′(RN ). Além disso,

F (ρε∗u) =F (ρε)F (u) =F (ρε)u

Pela parte (II), para todo M ∈Z+ existe CM ,ε > 0 tal que

|ρ̂ε(ζ)| ≤CM ,ε(1+|ζ|)−M eε| Imζ|.

Logo, dado M ∈Z+ existe C̃M ,ε > 0 tal que

|ρ̂ε(ζ)U (ζ)| ≤ C̃M ,ε(1+|ζ|)−M e(A+ε)|ζ|.

Também pela parte (II), supp(ρε∗u) ⊂ B A+ε(0). Como ρε∗u! u em D′ (RN),
então suppu ⊂ B A(0).
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19 Aula 19 - 22/05/2019

19.1 A parametriz

Definição 19.1. Seja P(D) um ODPLCC emRN . Então Ei n D′ (RN) é uma para-
metriz para P(D) se

P(D)E = δ−ω
com ω ∈ C∞ (RN).

Teorema 19.2. Se P(D) tem uma parametriz que é C∞(RN \{0}) então P(D) é
hipoelíptico.

Demonstração. A demonstração é a mesma do caso em que E é solução funda-
mental.

Teorema 19.3. Se P(D) é elíptico entãoP(D) admite uma parametriz C∞(RN \{0})
e portanto é hipoelíptico.

Demonstração. Seja P(D) =∑
|α|≤m aαDα (m ≥ 1). Então o símbolo de P(D) é

P (ξ) = ∑
|α|≤m

aαξ
α

e o símbolo principal de P(D) é

Pm(ξ) = ∑
|α|=m

aαξ
α.

Recordemos que P(D) é elíptico se e somente se a única raiz de seu símbolo é 0.
Logo,

|Pm(ξ/|ξ|)| ≥C ∀ξ ∈RN \{0},

ou seja,
|Pm(ξ)| ≥C |ξ|m ∀ξ ∈RN \{0}.

Temos
P (ξ) = Pm(ξ)+Q(ξ)

com
|Q(ξ)| ≤C |ξ|m−1 ∀|ξ| ≥ 1.

Logo, se |ξ| ≥ 1 então

|P (ξ)| ≥ c|ξ|m −C |ξ|m−1

= |ξ|m
(

c − C

|ξ|

)
≥ c

2
|ξ|m
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se |ξ| > R para algum R ≥ 1. Seja χ ∈ C∞
c (RN) tal que χ= 1 em |ξ| ≤ R. Então

f (ξ) = 1−χ(ξ)

P (ξ)
∈ C∞ (RN)∩L∞ (RN) ⊂S ′ .

Logo, podemos tomar E ∈S ′ tal que Ê = f . Assim,

F (P(D)E) = P (ξ)Ê(ξ) = 1−χ(ξ)

e portanto
P(D)E = δ−ω

com ω=F−1(χ).
Vamos mostrar que∣∣∣∣∣Dα 1

P (ξ)

∣∣∣∣∣≤Cα|ξ|−m−α, |ξ| > R.

Se α= 0, é trivial. Se vale para |β| < |α| então

0 = Dα(1) = Dα

(
P (ξ)

1

P (ξ)

)

= ∑
β≤α

(
α

β

)
Dβ

(
1

P (ξ)

)
Dα−βP (ξ)

= P (ξ)Dα

(
1

P (ξ)

)
+ ∑
β≤α,β 6=α

Dβ

(
1

P (ξ)

)
Dα−βP (ξ).

Logo,

P (ξ)Dα

(
1

P (ξ)

)
=− ∑

β≤α,β 6=α
Dβ

(
1

P (ξ)

)
Dα−βP (ξ)

e portanto ∣∣∣∣∣∣P (ξ)Dα

(
1

P (ξ)

)∣∣∣∣∣∣≤ ∑
β≤α,β 6=α

(
α

β

)
Cβ|ξ|−m−|β||ξ|m−|α|+|β|

≤Cα|ξ|−|α|,

donde ∣∣∣∣∣Dα 1

P (ξ)

∣∣∣∣∣≤C ′
α|ξ|−m−|α|.
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Temos então que∣∣∣∣∣∣ξβDα

(
1

P (ξ)

)∣∣∣∣∣∣≤Cα|ξ||β−m−|α|, |ξ| ≥ R.

Se

g (ξ) = 1−χ(ξ)

P (ξ)

então
|ξβDαg (ξ)| ≤Cα|ξ||β|−m−|α| ∀ξ ∈RN .

Então
F (Dβ(xαE(x))) ≤Cα|ξ||β|−m−|α|.

Fixamos β ∈ZN
+ e tomamos α com |α| > N +1+|β|−m. Com esta escolha de α

temos que ξβDαg (ξ) ∈ L1 (RN) e portanto

Dβ
(
xαE(x)

)= 1

(2π)N

∫
RN

ξβDαg (ξ)e i 〈x,ξ〉 dξ ∈C (RN) .

Concluímos então que para todo β se |α| > N +1+|β|−m então Dβ
(
xαE(x)

) ∈
C (RN). Em particular, se |α| > N +1−m então xαE(x) ∈C (RN).

Dado x0 6= 0 existe α com |α| > N +1−m tal que se xα0 6= 0 então xα 6= 0 em
uma vizinhança V0 de x0. Logo E (x) é contínuo em V0. Suponhamos então DγE
contínua em RN \{0} para todo γ tal que |γ| ≤ |β|. Dado x0 6= 0 existe α com
|α| > N +1+|β|−m tal que se xα0 6= 0 então xα 6= 0 em V0. Temos:

Dβ
(
xαE(x)

)= xαDβE(x)+Fαβ(x).

Logo, DβE é contínua em V0.

Teorema 19.4. Sejam P(D) elíptico, f ∈ C∞ (RN) e x0 ∈ RN . Então existe u ∈
C∞ (RN) tal que P(D)u = f em uma vizinhança de x0.

Demonstração. Pelo teorema anterior, P(D) admite uma parametriz, então te-
mos

P(D)E = δ−ω.

Seja g ∈ C∞
c (RN). Então

P(D)(E ∗ g ) = P(D)E ∗ g

= δ∗ g −ω∗ g

= g −ω∗ g .
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Seja χ ∈ C∞
c (RN) tal que suppχ⊂Ω, onde Ω é um aberto contendo x0, e χ= 1

em uma vizinhança de x0. Então

P(D)
[
E ∗ (χg )

]=χg −ω∗ (χg )

=χg −χ(
ω∗ (χg )

)− (1−χ)
(
ω∗ (χg )

)
= g −χ(

ω∗ (χg )
)− (1−χ)

(
ω∗ (χg )

)− (1−χ)g .

Basta determinar g tal que

gχ
(
ω∗ (χg )

)=χ f ,

ou seja,
g −T g =χ f (19.1)

com

T g (x) =χ(x)
∫
Ω
ω(x − y)(χg )(y)dy.

Suponhamos Ω de fecho compacto e seja x ∈Ω. Temos

|T g (x)| ≤
∫
Ω
|ω(x − y)||χg (y)|dy

≤ sup
Ω×Ω

|ω(x − y)|sup
Ω

|g (y)| |Ω|

≤ 1

2
sup
Ω

|g |

se Ω for pequeno o suficiente. Logo, podemos calcular a inversa de I −T :

(I −T )−1 =
∞∑
0

T j .

Assim

g (x) =
∞∑
0

T j (χ f ) ∈Cc (RN), supp g ⊂Ω.

Pela Equação (19.1) segue que g ∈ C∞
c (RN).

Observação 19.5. O operador (1−∆) emRN tem símbolo 1+|ξ|2. Logo, (1−∆)m

tem símbolo (1+|ξ|2)m .

Proposição 19.6. Dada v ∈ E ′ (RN) existem u ∈ C∞ (RN)∩S ′ e M ∈Z+ tais que

(1−∆)M u = v.

110



Demonstração. Temos que

(1−∆)M u = v ⇐⇒ (1+|ξ|2)M û = v̂

⇐⇒ û(ξ) = v̂(ξ)

(1+|ξ|2)M
.

Mas existe k ∈Z+ tal que
v̂(ξ) ≤C (1−|ξ|2)k

e portanto

|û(ξ)| ≤C
1

(1+|ξ|2)M−k
.

Se 2M −2k > N +1 então û ∈ L1 (RN) e portanto u ∈C (RN).

Teorema 19.7 (da estrutura). Sejam Ω⊂RN ,u ∈D′ (Ω) e U ⊂Ω um aberto rela-
tivamente compacto. Então existem v ∈C (RN) e M ∈Z+ tais que

u|U = (1−∆)M v |U .

Demonstração. Tomemos χ ∈ C∞
c (Ω) tal que χ = 1 em uma vizinhança de U .

Segue da proposição.
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20 Aula 20 - 24/05/2019

20.1 Espaços de Sobolev

Definição 20.1. Seja s ∈R. Definimos H s (RN) como o espaço das distribuições
temperadas u ∈S ′ tais que

û ∈ L2

(
RN ,

(1+|ξ|2)s

(2π)N
dξ

)
,

ou seja, tais que

‖u‖s :=
(

1

(2π)N

∫
RN

(1+|ξ|2)s |û(ξ)|2 dξ

)1/2

<∞.

Observação 20.2. Notemos que H 0 (RN) = L2 (RN).

Proposição 20.3. Seja s ∈R. Então H s (RN) é um espaço de Hilbert com o pro-
duto interno

〈u, v〉 = 1

(2π)N

∫
RN

(1+|ξ|2)sû(ξ)v̂(ξ)dξ.

Demonstração. Recordemos que se u ∈ L2 (RN) então û ∈ L2 (RN) e vale que

‖û‖2 = (2π)N /2‖u‖2.

Seja (un)n∈N ⊂ H s (RN) uma sequência de Cauchy. Notemos que

‖un −um‖2
2 = (2π)N /2‖ûn − ûm‖2

2

= (2π)N /2
∫
RN

|ûn − ûm |2 dξ

≤ (2π)N /2
∫
RN

(1+|ξ|2)s |ûn − ûm |2 dξ−! 0,

donde segue que (un) é de Cauchy em L2 (RN). Mas este é um espaço de Hilbert,
donde segue que existe u ∈ L2 (RN) tal que

un! u.

Agora, queremos que u ∈ H s (RN), logo devemos mostrar que (1 + |ξ|2)sû ∈
L2 (RN).

Notemos que

‖un −um‖2
s =

1

(2π)N

∫
RN

|(1+|ξ|2)s/2ûn − (1+|ξ|2)s/2ûm |dξ
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e portanto a sequência ((1+ |ξ|2)s/2ûn)n∈N é de Cauchy em L2 (RN). Seja v ∈
L2 (RN) o limite desta sequência. Vamos mostrar que

v = (1+|ξ|2)s/2û

mostrando que os limites em S ′ são iguais.
Vamos mostrar que (1+|ξ|2)s/2ûn! (1+|ξ|2)s/2û em S ′. De fato, para toda

ϕ ∈S temos que

(1+|ξ|2)s/2ûn(ϕ) = ûn((1+|ξ|2)s/2ϕ)

=
∫
RN

ûn(ξ)(1+|ξ|2)s/2ϕ(ξ)dξ

!
∫
RN

û(ξ)(1+|ξ|2)s/2ϕ(ξ)dξ

= (1+|ξ|2)s/2u(ϕ)

donde segue a afirmação. Analogamente,

(1+|ξ|2)s/2ûn(ϕ)! v(ϕ).

Como o limite é único temos que (1+ |ξ|2)s/2û = v ∈ L2 (RN), e portanto u ∈
H s (RN).

Por fim, temos que

‖u −un‖2
s =

1

(2π)N

∫
RN

(1+|ξ|2)s |û − ûn |2 dξ

= 1

(2π)N

∫
RN

|(1+|ξ|2)s/2û − (1+|ξ|2)s/2ûn |2 dξ

! 0,

o que conclui a demonstração.

Observação 20.4. Se s ≥ r então

H s (RN) ⊂ H r

e vale que
‖u‖r ≤ ‖u‖s

(donde seque que a inclusão é contínua). De fato, seja u ∈ H s (RN). Então temos
que

∞≥ 1

(2π)N

∫
RN

(1+|ξ|2)s‖û|2 dξ

≥ 1

(2π)N

∫
RN

(1+|ξ|2)r |û|2 dξ
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Proposição 20.5. Seja s ∈R. Então S ,!H s (RN) e a inclusão é contínua.

Demonstração. Seja ϕ ∈S . Então

‖ϕ‖2
s =

1

(2π)N

∫
RN

(1+|ξ|2)s

(1+|ξ|2)p
|(1+|ξ|2)pϕ̂(ξ)|dξ

≤Cp sup
RN

|(1+|ξ|2)pϕ̂(ξ)|

para p suficientemente grande.
Para mostrar a continuidade, consideremos uma sequência (ϕ j ) ⊂S tal que

ϕ j ! 0 em S arbitrária. Então temos

ϕ̂ j ! 0 em S =⇒ (1+|ξ|2)pϕ̂ j ! 0 em L∞

=⇒ ϕ j ! 0 em H s (RN)

donde segue a continuidade da inclusão.

Definição 20.6. Seja s ∈R. Definimos a aplicação T s : S −! S da seguinte
maneira:

T su =F−1
(
(1+|ξ|2)s/2û(ξ)

)
= 1

(2π)N

∫
RN

e i 〈x,ξ〉(1+|ξ|2)s/2û(ξ)dξ, u ∈S

Observação 20.7. A aplicação ξ 7! 1+|ξ|2 pertence a OM .

Observação 20.8. Vale que

H s (RN) =
{

u ∈S ′; T su ∈ L2 (RN)
}

,

com
‖u‖s = ‖T su‖0.

Logo, T s : H s (RN)−!H 0 (RN) é uma isometria com inversa T −s . Em geral, são
isometrias as aplicações

T r : H s (RN)−!H s−r (RN)

com r, s ∈R.

Observação 20.9. Dado s ∈R temos que

H s (RN) ,!S ′

e a inclusão é contínua. De fato, seja (u j ) ⊂ H s (RN) tal que u j ! 0 em H s (RN).
Então temos que T su j ! 0 em L2 (RN) e portanto em S ′. Logo, u j = T −sT su j !
0 em S ′, donde segue a afirmação.
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Observação 20.10. Como S é denso em L2 (RN) temos que T −s S =S é denso
em H s (RN).

Teorema 20.11. Se s = m ∈Z+ então

H s (RN) =
{

u ∈ L2 (RN);Dαu ∈ L2 (RN) ∀|α| ≤ m
}

e a norma

‖|u‖|m =
 ∑
|α|≤m

‖Dαu‖0

1/2

é equivalente a ‖u‖m .

Demonstração. Sabemos (ver Cavalcanti e Cavalcanti (2009)) que

1

Cm

∑
|α|≤m

ξ2α ≤ (1+|ξ|2)m ≤Cm
∑

|α|≤m
ξ2α.

Daí segue que

1

Cm(2π)N

∫
RN

∑
|α|≤m

ξ2α|û|2 dξ≤ ‖u‖2
m ≤ Cm

(2π)N

∑
|α|≤m

ξ2α|û|2 dξ.

Notando que
ξ2α|û|2 = |(Dαu )̂ |2

a tese segue facilmente.

Notemos que H s (RN) ⊂ H 0 (RN) = L2 (RN) para todo s ≥ 0, então os elemen-
tos de H 2 (RN) são funções. Para s < 0 os elementos do respectivo espaço de
Sobolev tem uma natureza mais singular.

Exemplo 20.12. Com N = 1, seja

f (x) = 1

πx
sin x.

Temos que f =F−1χ[−1,1]:

F−1χ[−1,1](x) = 1

2π

∫
R

e i xξχ[−1,1](ξ)dξ

= 1

2πx

∫ 1

−1
e i xξx dξ

= 1

2πx

∫ x

−x
cosu du

= 1

πx
sin x.

Mas então f̂ =χ[−1,1] e portanto f ∈ H s (R) para todo s ∈R.
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Exemplo 20.13. Sabemos que δ̂= 1. Então

‖δ‖s = 1

(2π)N

∫
RN

(1+|ξ|2)s dξ=ωN

∫ ∞

0
(1+ r 2)sr N−1 dr.

Sabemos a priori que s deve ser negativo, do contrário a integral é claramente
divergente. Então temos, para s < 0:∫ ∞

0
(1+ r 2)sr N−1 dr =

∫ ∞

0

1

(1+ r 2)−s
r N−1 dr

≤
∫ 1

0

1

(1+ r 2)−s
r N−1 dr +

∫ ∞

0

1

r−2s
r N−1 dr.

Assim,

δ ∈ H s (RN) ⇐⇒ s ≤− 1

2
N .

Seja s > 0. Sabemos que H s (RN) é um espaço de Hilbert, e portanto pode

ser identificado com seu dual
(
H s (RN)

)∗
de forma natural (via isomorfismo

de Riesz) pelo produto interno. No entanto, o produto interno em L2 (RN) nos

fornece uma forma natural de identificar
(
H s (RN)

)∗
com H−s (RN).

Antes, notemos que se v ∈ H s (RN) então v ∈ H s (RN) e ‖v‖s = ‖v‖s :

‖v‖2
s =

1

(2π)N

∫
RN

(1+|ξ|2)s |v̂(ξ)|2 dξ

= 1

(2π)N

∫
RN

(1+|ξ|2)s |v̂(−ξ)|2 dξ.

Tomemos então u ∈ H s (RN) e v ∈ H−s (RN). Então v ∈ H−s (RN) e temos que

ûv̂ =
[

(1+|ξ|2)s/2û
][

(1+|ξ|2)−s/2v̂
]
∈ L1 (RN),

uma vez que ambos os termos no lado direito estão em L2 (RN). Assim, v define
um funcional linear contínuo sobre H s (RN):

Jv : H s (RN) −! C

u 7−!
∫
RN

ûv̂ dξ

Por outro lado, seja J um funcional linear contínuo sobre H s (RN). Como H s (RN)
é um espaço de Hilbert, temos que ∃g ∈ H s (RN) tal que

J (u) = 1

(2π)N

∫
RN

(1+|ξ|2)sû(ξ)v̂(ξ)dξ

=
∫
RN

ûŵ dξ
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onde

w(ξ) = 1

(2π)N
(1+|ξ|2)s v ∈ H−s (RN)

(pois H s (RN) ⊂ H−s (RN).
Notemos que

Jv (u) ≤ 1

(2π)N

∫
RN

|û(ξ)v̂(ξ)|dξ

= 1

(2π)N

∫
RN

(1+|ξ|2)s/2|û(ξ)|(1+|ξ|2)−s/2|v̂(−ξ)|dξ
≤ ‖u‖s‖v‖−s

Para o próximo teorema precisaremos do seguinte

Lema 20.14. Para quaisquer ξ,η ∈RN e s ∈R vale que

(1+|ξ|2)s ≤ 2|s|(1+|ξ−η|2)|s|(1+|η|2)s

Demonstração. Primeiro, seja s ≥ 0. Então temos

(|+ |ξ|2)s ≤ (1+|ξ−η+η|2)s

≤ (1+2|ξ−η|2 +2|η|2)s

≤ 2s(1+|ξ−η|2 +|η|2)s

≤ 2s(1+|ξ−η|2)s(1+|η|2)s .

Mas
(1+|η|2)−s ≤ 2s(1+|ξ−η|2)s(1+|ξ|2)−s

e então, trocando η por ξ temos

(1+|ξ|2)−s ≤ 2s(1+|ξ−η|2)s(1+|η|2)−s .

Vamos mostrar que a multiplicação por funções de Schwartz preserva os
espaços H s (RN). Isto será útil para localizarmos espaços de Sobolev.ão

Teorema 20.15. Sejam u ∈ H s (RN) e ϕ ∈ S . Então ϕu ∈ H s (RN) e existe uma
constante C =C (ϕ, s) tal que

‖ϕu‖s ≤C‖u‖s .
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Demonstração. Suponhamos u ∈S . Então

(ϕu )̂ (ξ) = 1

(2π)N

∫
RN

ϕ̂(ξ−η)û(η)dη.

De fato: ∫
RN

ϕ̂(ξ−η)û(η)dη=
∫
RN

(∫
RN

e−i 〈x,ξ−η〉ϕ(x)dx

)
û(η)dη

=
∫
RN

(∫
RN

e i 〈x,η〉û(η)dη

)
e−i 〈x,ξ〉ϕ(x)dx

= (2π)N
∫
RN

u(x)ϕ(x)e−i 〈x,ξ〉 dx

= (2π)N (ϕu )̂ (ξ).

Agora, notemos que

(1+|ξ|2)s/2|(ϕu )̂ | ≤ 2|s|/2

(2π)N

∫
RN

(1+|ξ−η|2)|s|/2|ϕ̂(ξ−η)|(1+|η|2)s/2|û(η)dη

donde seque que
‖ϕu‖2

s ≤ c‖(1+|η|2)|s|/2ϕ̂(η)‖1 ‖u‖2
s .

Concluímos então que existe C =C (ϕ, s) tal que

‖ϕu‖s ≤C‖|u‖s ∀u ∈S .

Seja então (u j ) ⊂S tal que u j ! u ∈ H s (RN). Se j ,k ∈N temos que

‖ϕ(u j −uk )‖s ≤C‖u j −uk‖s ,

ou seja, (ϕu j ) é uma sequência de Cauchy e portanto ϕu j ! v ∈ H s (RN). Mas
u j ! u em S ′, logo ϕu j ! ϕu em S ′ e portanto v = ϕu, donde decorre a
tese.
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21 Aula 21 - 29/05/2019

21.1 Espaços de Sobolev (continuação)

Os espaços de Sobolev se comportam bem em relação a derivadas:

Teorema 21.1. Seja P(D) um operador diferencial parcial linear de coeficientes
constantes de ordem m e seja s ∈ R. Então P(D) define um operador linear
contínuo

P(D) : H s (RN)−!H s−m (RN) .

Demonstração. Seja u ∈ H s (RN). Notemos que existe C > 0 tal que

P (ξ) ≤C (1+|ξ|2)m/2.

Então

(1+|ξ|2)s−m |(P(D)u )̂ (ξ)|2 ≤ (1+|ξ|2)s−m |P (ξ)|2|û(ξ)|2
≤C 2(1+|ξ|2)s |û(ξ)|2.

Lema 21.2. Sejam s ∈R e k ∈Z+ tais que

s > k + N

2
.

Então existe C =C (k, N , s) > 0 tal que

‖Dαu‖∞ ≤C‖u‖s ∀u ∈S , ∀|α| ≤ k.

Demonstração. Pela fórmula de inversão de Fourier, temos que

u(x) = 1

(2π)N

∫
RN

e i 〈x,ξ〉û(ξ)dξ.

Temos também que

Dαu(x) = 1

(2π)N

∫
RN

e i 〈x,ξ〉ξαû(ξ)dξ

e portanto

|Dαu(x)| ≤ 1

(2π)N

∫
RN

|ξ||α||û(ξ)|dξ

= 1

(2π)N

∫
RN

|ξ||α|
(1+|ξ|2)s/2

(1+|ξ|2)s/2|û(ξ)|dξ

≤ 1

(2π)N

{∫
RN

(1+|ξ|2)s |û(ξ)|2 dξ

}1/2
{∫
RN

|ξ|2|α|
(1+|ξ|2)s

dξ

}1/2

≤ ‖u‖s

{
1

(2π)N

∫
RN

1

(1+|ξ|2)s−k

}
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pois

|ξ|2|α| ≤ (1+|ξ|2|α|
≤ (1+|ξ|2)|α|

≤ (1+|ξ|2)k .

Notação. Denotaremos

B k (RN) :=
{

u ∈C k (RN); Dαu ∈ L∞ (RN) ∀|α| ≤ k
}

com a norma
‖u‖(k) :=∑ |α| ≤ k‖Dαu‖∞.

Observação 21.3. É fácil ver que B k (RN) com a norma acima é um espaço de
Banach.

Teorema 21.4. São equivalentes:

(i) s > k + N

2
.

(ii) H s (RN) ⊂ B k (RN).

Demonstração. (i) =⇒ (ii) Pelo lema anterior, temos que

‖u‖(k) ≤C‖u‖s ∀u ∈S .

Seja v ∈ H s (RN). Então existe uma sequência (u j ) ⊂ S tal que u j ! v em
H s (RN). Mas então

‖u j −un‖(k) ≤C‖u j −un‖s ,

donde segue que (u j ) é uma sequência de Cauchy em B k (RN). Mas então existe
w ∈ B k (RN) tal que u j !w . Agora, como ambas as convergências se dão em
D′ (RN) segue que v = w ∈ B k (RN).

(ii) =⇒ (i) Vamos mostrar que a inclusão é contínua. Seja (u j ) ⊂ H s (RN) tal
que

u j ! u em H s (RN)

u j ! v em B k (RN) .
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Como as convergências se dão em D′ (RN) temos que u = v e portanto o gráfico
da aplicação de inclusão é fechado. Pelo Teorema do Gráfico Fechado segue a
continuidade da inclusão. Assim, temos que existe uma constante C > 0 tal que

‖u‖(k) ≤C‖u‖s ∀u ∈ H s (RN),

ou seja, temos (redefinindo a constante) que∑
|α|≤k

|Dαu(x)| ≤C‖u‖s ∀u ∈ H s (RN),∀x ∈RN .

Mas então ∑
|α|≤k

|δ(α)
x u| ≤C‖u‖s ∀u ∈ H s (RN),∀x ∈RN

e portanto

|δ(α)
x u| ≤C‖u‖s ∀u ∈ H s (RN),∀x ∈RN ,∀|α| ≤ k.

Sendo
Tα,x = δ(α)

x

definamos
F=

{
Tα,x ; x ∈RN ,α ∈ZN

+ ,‖α| ≤ k
}

.

Temos que

F⊂
(
H s (RN)

)∗ = H−s (RN)

é limitado. Vamos obter uma descrição de T̂α,x que nos permita usar este fato.
Notemos que para ϕ ∈S temos que

T̂α,x(ϕ) = Tα,x(ϕ̂)

= Tα,x

(∫
RN

e−i 〈 · ,y〉ϕ(y)dy

)
=

∫
RN

(i y)αe−i 〈x,y〉ϕ(y)dy,

donde concluímos que
T̂α,x = (i y)αe−i 〈x,y〉.

Uma vez que ‖Tα,x‖s <∞ segue que∫
RN

(1+|ξ|2)−s |ξ|2αdξ<∞

donde concluímos que

s > k + N

2
.
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Até agora vimos apenas espaços de Sobolev em todo oRN . É possível gene-
ralizar e estudar espaços de Sobolev locais.

Definição 21.5. Sejam Ω⊂Rn um aberto e s ∈R. Definimos

H s
loc (Ω) :=

{
u ∈D′ (RN); ϕu ∈ H s (RN) ∀ϕ ∈ C∞

c (Ω)
}

.

Temos em H s
loc (Ω) a seguinte noção de convergência:

Definição 21.6. Seja (u j ) ⊂ H s
loc (Ω). Então

u j ! 0 em H s
loc (Ω)

se
ϕu j ! 0 em H s (RN) ∀ϕ ∈ C∞

c (RN) .

Vamos agora estudar algumas propriedades dos espaços H s
loc .

Proposição 21.7. Sejam s ≥ l . Então H s
l oc (Ω) ⊂ H l

l oc (Ω) e a inclusão é contínua.

Demonstração. Seja u ∈ H s
loc (Ω). Por definição, temos que

ϕu ∈ H s (RN) ⊂ H l (RN) ∀ϕ ∈ C∞
c (RN),

donde segue que H s
l oc (Ω) ⊂ H l

l oc (Ω). A continuidade segue de maneira análoga.

As próximas duas propriedades são triviais.

Proposição 21.8. H 0
loc = L2

loc (Ω)

Proposição 21.9. Se u ∈ H s
l oc (Ω) e f ∈ C∞ (Ω) então f u ∈ H s

loc (Ω).

Proposição 21.10. Se u ∈ H s
loc (Ω) e α ∈ ZN

+ então Dαu ∈ H s−|α|
loc . Em geral, se

P (x,D) =∑
|α|≤m aα(x)Dα com aα ∈ C∞ (Ω) então

u ∈ H s
loc (Ω) =⇒ P (x,D)u ∈ H s−m

loc (Ω) .

Demonstração. Seja ϕ ∈ C∞
c (Ω). Temos que ϕu ∈ H s (RN). Temos então:

ϕD j u = D j (ϕu)− (D jϕ)u.

Mas os dois termos no lado direito estão em H s−1 (RN). Comoϕ é arbitrária, isto
demonstra que D j u ∈ H s−1

loc (Ω). Procedendo de maneira análoga e utilizando a
regra de Leibniz obtemos a tese.
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A seguinte propriedade é uma caracterização importante dos espaços H s
loc (Ω).

Proposição 21.11. Seja u ∈ D′ (Ω). Então u ∈ H s
l oc (Ω) se, e somente se ∀U ⊂Ω

com fecho compacto existe ũ ∈ H s (RN) tal que ũ = u em U .

Demonstração. Seja U ⊂Ω com fecho compacto. Então existe uma função de
corte ψ ∈ C∞

c (Ω) tal que ψ= 1 em U . Então u =ψu ∈D′ (Ω) em U .
Por outro lado, seja ϕ ∈ C∞

c (Ω). Então existe ũ ∈ H s (RN) tal que u = ũ em
suppϕ, donde seque que ϕu ∈ H s (RN) pelo Teorema 20.15.

Observação 21.12. Seja v ∈ E ′ (RN). Então pelo Teorema de Paley-Wiener-
Schwartz existem C > 0 e M ∈Z+ tais que

|v̂(ξ)| ≤C (1+|ξ|2)M ∀ξ ∈RN

donde segue que v ∈ H s (RN) para algum s ∈R.

Teorema 21.13. Seja Ω⊂RN um aberto. Então vale que

(i)
⋂

s∈R
H s

loc (Ω) = C∞ (Ω).

(ii)
⋃

s∈R
H s

loc (Ω) =D′
F (Ω).

Demonstração. Em (i) uma inclusão é trivial e a outra segue facilmente do
Teorema 21.4.
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22 Aula 22 - 31/05/2019

22.1 Regularidade

Teorema 22.1. Seja P(D) um ODPLCC de ordem m ≥ 1 elíptico. Sejam Ω⊂RN

um aberto e u ∈D′ (Ω) e suponha que P(D)u ∈ H s
loc (Ω). Então u ∈ H s+m

loc (Ω).

Demonstração. Existe E ∈D′ (RN) parametriz para P(D) tal que

E |RN \{0} ∈ C∞(RN \{0}),

dada por
P(D)E = δ−ω, ω ∈ C∞(RN ).

Fixemos x0 ∈ Ω e ρ > 0 tais que B = Bρ(x0) tem fecho contido em Ω. Vamos
mostrar que u ∈ H s+m

l oc (B).
Observamos que se u ∈ D′ (Ω) é tal que para todo x ∈Ω existe Vx ⊂Ω vizi-

nhança de x tal que u|V0 ∈ H s
loc (V0) então u ∈ H s

l oc (Ω).
Tomemos ψ ∈ C∞

c (Ω) tal que ψ= 1 em um aberto que contém o fecho de B .
Temos:

P(D)
[
E ∗ (ψu)

]= δ∗ (ψu)−ω∗ (ψu),

logo
ψu = E ∗ [

P(D)(ψu)
]+ω∗ (ψu).

Agora,
P(D)(ψu) =ψP(D)u + g =: f + g

onde g ∈ E ′ (RN), g = 0 em B . Temos que f ∈ H s (RN) e

ψu = E ∗ f +E ∗ g +ω∗ (ψu).

Seja χ ∈ C∞ (RN) tal que

χ(x) =
0, |x −x0| < ρ/4

1, |x −x0| > ρ/2
.

Então
E ∗ g = (χE)∗ g + [

(1−χ)E
]∗ g .

Notemos que χE ∈ C∞ (RN) e portanto

(χE)∗ g ∈ C∞ (RN) .
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Além disso,

supp
(
(1−χ)E ∗ g

)⊂ supp
(
(1−χ)E

)+ supp g

⊂
{

x ∈RN : |x −x0| ≤ ρ/2
}
+

{
x ∈RN : |x −x0| > ρ

}
.

Conclusão:

(1−χ)E ∗ g = 0 em
{

x ∈RÑ : |x −x0| < ρ/2
}

e portanto
(u −E ∗ f )|Bρ/2(x0) ∈ C∞(Bρ/2(x0)).

Recordemos que existem C > 0,R > 0 tais que

|P (ξ)| ≥C |ξ|m ∀|ξ| ≥ R.

Tomemos ψ ∈ C∞
c (RN) tal que

ψ(ξ) = 1, |ξ| ≤ R

e

Ê(ξ) = 1−ψ(ξ)

P (ξ)
.

Então

E =F−1

(
1−ψ(ξ)

P (ξ)

)
.

Logo,

F (E ∗ f )(ξ) = Ê(ξ) f̂ (ξ) = 1−ψ(ξ)

P (ξ)
f̂ (ξ).

Notemos que

‖E ∗ f ‖2
s+m = 1

(2π)N

∫
RN

(1+|ξ|2)s+m |F (E ∗ f )(ξ)|2 dξ

= 1

(2π)N

∫
RN

(1+|ξ|2)s+m |1−ψ(ξ)|2
|P (ξ)|2 | f̂ (ξ)|2 dξ

≤ 1

(2π)N
C

∫
RN

(1+|ξ|2)s+m

|ξ|2m
| f̂ (ξ)|2 dξ

≤C‖ f ‖2
s ,

o que completa a demonstração.

Teorema 22.2. Seja P (D) um ODPLCC de ordem m ≥ 1 em RN com N ≥ 2. Seja
Ω⊂RN um aberto. Então ∃u ∈C m−1

c (Ω) \C m
c (Ω) tal que

P (D)u ∈Cc (Ω)
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Demonstração. Suponha que 0 ∈Ω e seja R > 0 tal que

K = BR (0) ⊂Ω.

Seja E = {u ∈C m−1
c (K ) : P (D)u ∈Cc (K )}. Então E é um espaço de Banach com

norma
‖u‖E = ‖u‖(m−1) +‖P (D)u‖(0).

Note que C k
c (K ) = {v ∈C k

c (RN ) : supp v ⊂ K } é um espaço de Banach com a
norma

‖v‖(k) =
∑
α≤k

sup
K

|Dαv |.

Vamos verificar a afirmação de que E é um espaço de Banach. Seja {u j } uma
sequência de Cauchy em E . Então {u j } é uma sequência de Cauchy em C m−1

c (K ),
{P (D)u j } é uma sequência de Cauchy em Cc (K ), e portanto

u j ! v em C m−1
c (K )

e
P (D)u j !w em Cc (K ).

Note que as convergências se dão também em D′(RN ).
Mostramos agora que E 6⊂C m

c (K ). Suponha que E ⊂C m
c (K ). Pelo Teorema

do Gráfico Fechado, a inclusão é contínua, e portanto existe C > 0 tal que

‖u‖(m) ≤C (‖u‖(m−1) +‖P (D)u‖0) ∀u ∈C m
c (K ),

onde
P (D) = Pm(D)+Pm−1(D).

Existe também C ′ > 0 tal que

‖u‖(m) ≤C ′(‖u‖(m−1) +‖Pm(D)u‖0) ∀u ∈C m
c (K ),

pois
‖Pm−1(D)u‖(0) ≤ A‖u‖(m−1) ∀u ∈C m

c (K ).

Sejam ψ ∈C∞
c (K ),ψ≡ 1 em BR/2(0) e U ∈C∞(RN ) solução de Pm−1(D)U = 0. Se

j ≥ 0, definimos

u j (x) = 1

2m j
(ψU )(2 j x).

Temos, para |α| ≤ m −1,

|Dαu j (x)| ≤ B
2|α| j

2m j
= B

2(m−|α|) j
,
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onde B = B(ψ,U ) é uma constante. Seja

u(x) =
M∑
0

u j (x) ∈C∞
c (K ).

Temos:

‖u‖(m−1) =
∑

|α|≤m−1

M∑
0

sup
K

|Dαu j |

≤ ∑
|α|≤m−1

M∑
0

B

2(m−|α|) j

≤ ∑
|α|≤m−1

M∑
0

B

2 j

≤ D
∞∑
0

2− j

= 2D

Agora,

suppPm(D)u j ⊂
{

R

2 j+1
< |x| < R

2 j

}
e portanto

‖Pm(D)u‖0 = |Pm(D)u(x∗)| ≤C ,

onde x∗ é algum ponto em
{

R
2 j+1 < |x| < R

2 j

}
para algum j , pois os suportes são

disjuntos e c independe de M . Concluimos que

‖u‖(m) ≤C independente de M .

Em particular, as derivadas
∑

|α|≤m |Dαu(0)| são limitadas por uma constante
independente de M .

Temos:

u =
M∑
0

u j (x), Dαu(x) =
M∑
0

Dαu j (x), Dαu(0) = DαU (0).

Logo,
Dαu(0) = (M +1)DαU (0)

e
(M +1)

∑ |α| ≤ m|DαU (0)| ≤ constante independente de M ,

e portanto para toda U ∈ C∞(RN ) solução de Pm(D)U = 0 temos DαU (0) = 0
para todo |α| = m.
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Temos ζ ∈CN tal que Pm(ζ) = 0. Então, tomando

U (x)e i 〈x,ζ〉

temos que P (D)U = 0 e portanto ζα = 0 para todo |α| = m. Logo ζ= 0, o que é
absurdo para N ≥ 2.
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23 Aula 23 - 05/06/2019

23.1 O conjunto frente de onda

Recorde: da definição do suporte singular, temos que x0 ∉ supp singu se, e
somente se, u é de classe C∞ em uma vizinhança de x0.

Lema 23.1. x0 ∉ supp singu ⇐⇒∃ϕ ∈C∞
c (Ω), com ϕ= 1 em uma vizinhança de

x0, tal que para todo M existe CM tal que

|ϕ̂u(ξ)| ≤CM (1+|ξ|)−M ∀ξ ∈RN .

Demonstração. (=⇒): existe uma vizinhança V de x0 tal que u|V ∈ C∞(V ). Se
ϕ ∈C∞

c (V ),ϕ= 1 em uma vizinhança de x0, então ϕu ∈S .
(=⇒): Em uma vizinhança V de x0,

u(x) = 1

(2π)N

∫
RN

e i 〈x,ξ〉ϕ̂u(ξ) dξ, x ∈V.

Por derivação sob o sinal da integral segue que u|V ∈C∞.

Observação 23.2. Um cone fica determinado pela sua interseção com a esfera
unitária, podendo ser escrito como

Γ= {t x : t > 0, x ∈Ω}

onde Ω é um subconjunto da esfera.

Definição 23.3. u ∈D′(Ω) é C∞ em (x0,ξ0) ∈Ω× (RN \ {0}) se existe ϕ ∈C∞
c (Ω),

com ϕ= 1 em uma vizinhança de x0, e Γ um cone aberto com ξ0 ∈ Γ tais que

|ϕ̂u(ξ)| ≤CM (1+|ξ|)−M , ξ ∈ Γ.

O conjunto frente de onda é então

W F (u) = {(x,ξ) ∈Ω× (RN \ {0}) : u não é C∞ em (x,ξ)}.

Note que W F (u) é fechado em Ω× (RN \ {0}).

Lema 23.4. Seja v ∈ E ′(RN ) tal que

|v̂(ξ)| ≤CM (1+|ξ|)−M

para ξ num cone aberto Γ. Então o mesmo é verdade para ϕv, onde ϕ ∈C∞
c (RN )

em qualquer cone Γ1 com fecho contido em Γ.
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Demonstração. Temos

ϕ̂vξ= 1

(2π)N

∫
RN
ϕ̂(η)v̂(ξ−η) dη.

Pelo Teorema de Paley-Wiener,

|v̂(ξ)| ≤ A(1+|ξ|)k ,

para A e k fixos.
Temos então:

(2π)N ϕ̂v(ξ) =
∫
|η|≤c|ξ|

ϕ̂(η)v̂(ξ−η) dη︸ ︷︷ ︸
(I )

+
∫
|η|>c|ξ|

ϕ̂(η)v̂(ξ−η) dη︸ ︷︷ ︸
(I I )

,

onde c ∈ (0,1) será escolhido adiante.
Notemos que

|η| > c|ξ| =⇒ |ξ−η| ≤ |ξ|+η| ≤
(
1+ 1

c

)
η,

e portanto temos que

|I I | ≤
∫
|η|>c|ξ|

|ϕ̂(η)||v̂(ξ−η)| dη

≤ ACM

∫
|η|>c|ξ|

(1+|η|)−M (1+|ξ−η|)k dη

≤ ACM

∫
|η|>c|ξ|

(1+|η|)−M

(
1+

(
1+ 1

c

)
|η|

)k

dη

≤ ACM

(
1+ 1

c

)k ∫
|η|>c|ξ|

(1+|η|)−M (1+|η|)k dη

≤ ACM

(
1+ 1

c

)k ∫
|η|>c|ξ|

(1+|η|)−M ′
(1+|η|)−N−1 dη

≤ ACM

(
1+ 1

c

)k ∫
|η|>c|ξ|

(1+ c|ξ|)−M ′
(1+|η|)−N−1 dη

≤ ACM

(
1+ 1

c

)k

(1+ c|ξ|)−M ′
B ,

onde M = M ′+N +1+k e

B =
∫
RN

(1+|η|)−N−1 dη.
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Concluímos que
|I I | ≤CM ′(1+|ξ|)−M ′

, ξ ∈RN .

Por outro lado,

|I | ≤ sup
|η−ξ|≤c|ξ|

|v̂(η)|
∫
RN

|ϕ̂(ξ−η)| dη

= ‖ϕ̂‖1 sup
|η−ξ|≤c|ξ|

|v̂(η)|.

Seja Γ1 ⊂ Γ um cone fechado. Tomemos c tal que

ξ̇ ∈ SN−1 ∩Γ1, |η− ξ̇| ≤ c =⇒ η ∈ Γ.

Então,
ξ ∈ Γ, |η−ξ| ≤ c|ξ| =⇒ η ∈ Γ.

Logo, se ξ ∈ Γ1 e |η−ξ| ≤ c|ξ|, então

|η| = |ξ+η−ξ| ≥ (1− c)|ξ|.

Logo, se ξ ∈ Γ1, então

|v̂(η)| ≤CM (1+|η|)−M

≤CM (1+ (1− c)|ξ|)−M

e portanto
sup

|η−ξ|≤c|ξ|
|v̂(η)| ≤CM (1+ (1− c)|ξ|)−M ,

o que conclui a demonstração.

Denotando por π a projeção

π : (x,ξ) ∈Ω× (RN \ {0}) 7! x ∈Ω,

temos a seguinte

Proposição 23.5. Para toda u ∈D′(Ω),

π(W F (u)) = suppsingu

Demonstração. Por um lado, se x0 ∉ suppsingu, então u é C∞ em (x0,ξ) para
todo ξ ∈RN \ {0} e portanto x0 ∉ψ(W F (u)).
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Por outro lado, suponhamos que x0 ∉ π(W F (u)). Então dado ζ ∈ RN \ {0}
temos que u é C∞ em (x0,ζ) e portanto existe ψ ∈C∞

c (Ω), com ψ= 1 em uma
vizinhança de x0, e Σ⊂RN \ {0} cone aberto, com ζ ∈Σ, tal que

|ψ̂u(ξ)| ≤ ĊM (1+|ξ|)−M , ξ ∈Σ.

Como SN−1 é compacta, existem Γ1, . . . ,Γk cones abertos tais que

Γ(1)
1 ∪ . . .∪Γ(1)

k =RN \ {0},

onde Γ(1)
j ⊂ Γ j é fechado, e ϕ1, . . . ,ϕk ∈C∞

c (Ω), com ϕ j = 1 em uma vizinhança
de x0, tais que

|ϕ̂ j u(ξ)| ≤CM (1+|ξ|)−M , ξ ∈ Γ j .

Seja U uma vizinhança de x0 tal que ϕ j = 1 em U , e seja φ ∈C∞
c (U ) tal que

φ= 1 em um aberto contendo x0. Então

|φ̂u(ξ)| = |�φϕ j u(ξ)|
≤CM (1+|ξ|)−M ,

para ξ ∈ Γ(1)
j .

Proposição 23.6. Sejam u ∈D′(Ω) e a ∈C∞(Ω). Então

(i) W F (au) ⊂W F (u);

(ii) W F (Dαu) ⊂W F (u) para todo α ∈ZN+ .

Demonstração. Suponha uC∞ em (x0,ξ0). Então existem ϕ ∈C∞
c (Ω), ϕ= 1 em

uma vizinhança de x0, e um cone aberto Γ⊂RN \ {0} tal que ξ0 ∈ Γ. Ademais,

|ϕ̂u(ξ)| ≤CM (1+|ξ|)−M , ξ ∈ Γ.

Seja χ ∈C∞
c (Ω), χ= 1 em suppϕ. Logo,

ϕau = (χa)(ϕu)

e
|�ϕau(ξ)| = | á(χa)(ϕu)(ξ)| ≤CM (1+|ξ|)−M ∀ξ ∈ Γ1,

onde Γ1 é qualquer cone aberto com fecho contido em Γ com ξ0 ∈ Γ1. Logo, au
é C∞ em (x0,ξ0).

Agora, assumamos |α| = 1. Existem ϕ ∈C∞
c (Ω), ϕ= 1 em uma vizinhança de

x0, e um cone aberto Γ⊂RN \ {0}, com ξ0 ∈ Γ, tais que

|ϕ̂u(ξ)| ≤CM (1+|ξ|)−M , ξ ∈ Γ.
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Tomemos χ ∈C∞(V ), com ϕ= 1 em V . Então

χD j (ϕu) = (χϕ)D j u

e
|áD j (ϕu)(ξ)| = |ξ j ϕ̂u(ξ)| ≤CM (1+|ξ|)−M , ξ ∈ Γ,

e portanto, para todo ξ ∈ Γ1 como antes,

| á(χϕ)D j u(ξ)| = | áχD j (ϕu)(ξ)|
≤CM (1+|ξ|)−M ,

e segue que D j u é C∞ em (x0,ξ0).

Considere
P (x,D) = ∑

|α|≤m
aα(x)Dα,

com aα ∈C∞(Ω) (para que o operador possa agir sobre distribuições). Recorde:

Pm(x,D) = ∑
|α|=m

aα(x)Dα,

Pm(x,ξ) = ∑
|α|=m

aα(x)ξα, (x,ξ) ∈Ω× (RN \ {0})

e
CP = {(x,ξ) ∈Ω× (RN \ {0}) : Pm(x,ξ) = 0}.

Definição 23.7. P (x,D) é elíptico em (x0,ξ0) ∈Ω× (RN \ {0}) se (x0,ξ0) ∈CP .

Teorema 23.8. Se u ∈D′, então W F (u) ⊂W F (Pu)∪CP .

Exemplo 23.9. Suponha Pu = f ∈C∞(Ω). Então W F (u) ⊂CP , i.e., se (x0,ξ0) ∉
CP , então u é C∞ em (x0,ξ0).
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24 Aula 24 - 07/06/2019

Teorema 24.1. Sejam P (D) um ODPLCC, Ω⊂RN um aberto e u ∈D′(Ω). Então

W F (u) ⊂W F (P (D)u)∪CP .

Demonstração. Se (x0,ξ0) ∉ CP e P (D)u é C∞) em (x0,ξ0, então u é C∞ em
(x0,ξ0)

Pm(ξ0) 6= 0. Logo, Pm(ξ0/|ξ0|) 6= 0, e então, por continuidade, ∃U ⊂ SN−1

vizinhança de ξ0/|ξ0| tal que P (ξ̇) 6= 0 para todo ξ̇ ∈U . Em particular, podemos
assumir que ∃c > 0 tal que |Pm(ξ̇) ≥ c para todo ξ̇ ∈U . Definamos

Γ0 = {t ξ̇ : t > 0, ξ̇ ∈U }.

Em Γ0 vale
|Pm(ξ) ≥ c|ξ|m .

Procedemos como antes: se ξ ∈ Γ0 e |ξ| ≥ 1,

P (ξ) = |Pm(ξ)−Pm(ξ)+P (ξ)|
≥ |Pm(ξ)|− |P (ξ)−Pm(ξ)|
≥ c|ξ|m −K |ξ|m−1

= |ξ|m
(

c − K

|ξ|

)
.

Logo, se ξ ∈ Γ0, |ξ| ≥ 1 e |ξ| ≥ 2K /c, então

P (ξ) ≥ c

2
|ξ|m .

Seja χ ∈ C∞
c (RN ), χ = 1 se |ξ| ≤ R = max{1,2K /c}. Seja h ∈ C∞(RN \ {0},

supph ⊂ Γ0, positivamente homogênea de grau 0 e h = 1 em um cone Γ1 con-
tendo ξ0, Γ1 com fecho contido em Γ0. Seja ainda h0 em SN−1 sendo 1 em U ,
supph0 compacto contido em Γ0 ∩SN−1.

h(t ξ̇) = h(ξ̇), t > 0,

Q(ξ) = h(ξ)

(
1−χ(ξ)

P (ξ)

)
,

Q(D) f (x) = 1

(2π)N

∫
RN

e i 〈x,ξ〉Q(ξ) f̂ (ξ) dξ,

Q(D) f =F−1(Q f̂ ).
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Fato:

Q(D) :

S ,!S

S ′ ,!S ′ continuamente

Exercício: Se w ∈S ′, então

supp sing Q(D)w ⊂ supp sing w.

Propriedade: Se v ∈S ′ é tal que

|v̂(ξ)| ≤CM (1+|ξ|)−M ∀ξ ∈ Γ0,

então Q(D)v ∈C∞.
Demonstremos o fato: Seja u ∈D′(Ω) tal que P (D)u é C∞ em (x0,ξ0). Existem

ϕ ∈C∞
c (Ω), ϕ= 1 em uma vizinhança V0 de x0, e um cone aberto contendo ξ0

(que podemos assumir = Γ0) tal que

| áϕP (D)u(ξ)| ≤CM (1+|ξ|)−M ∀ξ ∈ Γ0.

Então

[Q(D)P (D)(ϕu)] =F−1[Q(D)P (D)ϕ̂u(ξ)]

=F−1[h(x)(1+χ(ξ))ϕ̂u(ξ)].

Por outro lado,

[Q(D)P (D)(ϕu)] =Q(D)[ϕP (D)u +w], w = 0 em V0

=Q(D)[ϕP (D)u]︸ ︷︷ ︸
∈C∞(RN )

+Q(D)w︸ ︷︷ ︸
∈C ∞(V0)

.

Concluímos que
F−1[h(1−χ)ϕ̂u] ∈C∞(V0).

Mas
F−1[h(1−χ)ϕ̂u] =F−1[(hχ)ϕ̂u]+F−1[hϕ̂u].

Agora,

F−1[(hχ)ϕ̂u] =F−1[FF−1(hχ)F [ϕu]]

=ω∗ϕu ∈C∞(RN ),

onde
ω=F−1(hχ) ∈C∞.
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Conclusão:
F−1[h(ϕ̂u] ∈C∞(V0).

Agora,

F−1[h(ϕ̂u] =ϕu +F−1[(1−h)ϕ̂u]

= u +F−1[(1−h)ϕ̂u)]

e portanto u ∈C∞(V0).
Afirmação: se v ∈ E ′(RN ), então g :=F−1[(h −1)v̂] é C∞ em (x0,ξ0). De fato,

seja ψ ∈ C∞
c (RN ), ψ = 1 em uma vizinhança de x0 (lembrar que h = 1 em Γ1,

ξ0 ∈ Γ1).

ψ̂g (ξ) =
∫
η∉Γ1

ψ̂(ξ−η)(h(η)−1)v̂(η) dη.

Tomemos Γ∗ um cone com fecho contido em Γ1, com ξ0 ∈ Γ∗. Existe δ> 0 tal
que

ξ ∈ Γ∗,η ∈ Γ1 =⇒ |ξ−η| ≥ δ|ξ|.
Seja U = SN−1 ∩Γ∗. Então ∃δ> 0 tal que

ξ̇ ∈U ,η 6= Γ1 =⇒ |ξ̇−η| ≥ δ.

Logo, se ξ ∈ Γ∗, ∣∣∣∣∣ ξ|ξ| − η

|η|

∣∣∣∣∣≥ δ
e portanto

|ξ−η| ≥ δ|ξ|.
Resta provar que ϕ̂g é rapidamente decrescente em Γ∗. Dado M ,

|ϕ̂g (ξ)| ≤CM

∫
η∉Γ1

(1+|ξ|)−M−k−N−1(1+|η|k ) dη,

onde k é tal que |v̂(η)| ≤ A(1+|η|)k . Logo,

|ϕ̂g (ξ)| ≤
∫
η∉Γ1

(1+|ξ−η|)−M (1+|ξ−η|)−N−1−k (1+|η|)k dη

≤ CM

(1+δ|ξ|)M

∫
RN

(1+|ξ−η|)−N−1−k (1+|ξ−η|)k (1+|ξ|)k dη

≤ CM

(1+δ|ξ|)M
(1+|ξ|)k

∫
RN

(1+|ξ−η|)−N−1 dη︸ ︷︷ ︸
C

,

o que completa a demonstração.
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