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Funcoes analiticas reais

1 Notacao e algumas desigualdades

Iniciamos lembrando que um multi-indice de dimensao N > 1 é um elemento de Zf . Se
a€ZY, a=(a,...,ay), entao escrevemos

al=a;+...+ay e ol =o!...ay
|af

Se B = (b1,...,0n) € ZY anotagao B < a significa 3; < o para todo j =1,...,N.

Se x = (z1,...,zx) € RY também escrevemos z® = z{* ... 23" e finalmente 9* denota
a derivada parcial de ordem a:

glal
9 =9 . ..9WN =~
o N Ozt 0

Da férmula de Newton generalizada

n!
(ti+...+ty)" = Z —t%,  t1,...,ty € R,

tomando ¢; = 1 para todo j obtemos
(1.1) al <a|l < Nlelal,

Temos também

e portanto
(1.2) la|! < |afll < |aflel < al(Ne)ll,
Finalmente, lembramos o seguinte fato conhecido:

(1.3) #{aezf;|a|:k}:(N;le).

Exercicio 1.1. Mostre que

(1.4)

N+k—-1
N -1

) < (k+1)V71



2 A féormula de Taylor

Seja  C RY. Supomos que existe zq € ) satisfazendo a seguinte propriedade: dado x em
2 entdo [xg,z] C Q. Aqui estamos denotando por [z, ] 0 segmento unindo z( a x, isto é:

[0, x] = {wo + t(x — x¢) : t € ]0,1]}.
Seja também f € C*(Q), onde k > 1. Entao vale a férmula de Taylor:

(2.1) fla)y=>" % (z — x0)* + Ri(z,x0), z €0

|| <k

onde

(2.2) Rk(x’ xo) = k/ol(l _ t)k—l Z (aaf)(flfo + t($ — 55'0)) (l‘ . xo)a dt.

a!
la|=k

Lembre que a demonstragao de (2.1) segue da férmula de Taylor em uma varidvel: se
v(t) é uma funcao de classe C* em um aberto de R que contém o intervalo [0, 1] entao

A NI () 11 _ p)k—1
(2.3) 7(1)227jfo>+ /0 %w@dt.

Tomando (t) = f(zo + t(x — x¢)) e aplicando a regra da cadeia vé-se que (2.1) é con-
sequéncia de (2.3).

3 Somabilidade

Dada uma familia (aq)sezy diremos que a série Zaezﬁ a, ¢ absolutamente somavel se a

sequéncia de nimeros reais positivos <Z|a‘ “m |aa|> ¢ limitada. Vamos escrever
- m€Z+

(3.1) A = sup Z laa| : m € Zy
laj<m
Se Zaezf ao ¢ absolutamente somavel entdo a série 3 725, onde S; = >3, _;dq, &

absolutamente convergente, uma vez que

zm:\sﬂ <Y aal <A Vm € Z,
=0

laj<m



e oo z m
Se denotarmos por a o valor da série } .~ S;, e notarmos também que > 37" .Sj = >/, Gas
faz sentido escrever, por defini¢ao,

a= a, = lim E g
m—00

Mostraremos agora que

(3.2) )\:sup{Z\aa\ : FCZf,ﬁnito}.

aclF

Demonstragao de (3.2): Dado F' C ZY finito existe m € Z, tal que F C {a: |a| < m}.
Logo A é um limitante superior do conjunto

A= {Z lao| : F C Zf,ﬁnito}

aceF

e consequentemente sup A < A\. Como também sabemos que

Z lao|: meZy p C A
la|<m
temos A < sup.A. Assim A = sup .4, o que demonstra (3.2). O
No que se segue adotaremos a seguinte definicao
Definicao 3.1. Uma sequéncia crescente Gy C Gy C ... C G,, C G141 C ... de subcon-
juntos finitos e nao-vazios de Z_]X satistaz a propriedade (x) se vale a seguinte propriedade:

(3.3) Dado F C Z¥ finito existe m € Z.. tal que F C G,,.

Observe que (3.3) ¢ equivalente a | J;-, G, = ZY.

Exercicio 3.1. Mostre que se {G,} satisfaz a propriedade (x) e se Zaezﬁ a, é somavel

/\:sup{z |aa|:n€Z+}.

acGy

entao

Proposicao 3.1. Seja {G,,} uma sequéncia satisfazendo a propriedade (x) e seja também
Zaezf a, uma familia absolutamente somavel. Entao

(3.4) Z Ao = ILm Z (g

anf aeGp



Demonstragao. Seja a = Zaezﬁ aq € tomemos € > 0. Existe n, € Z, tal que

(3.5) Z ao —al < €/2, n > n,.

la|<n

(S

(3.6) A=e€/2< Y aal <\

] <n.

Tome agora ng € Z, tal que {a : |a| < n.} C Gp,. Entao se n > ng temos

A=€/2< ) aal < ) Jaa <A

|a|<ns acGnp

Z las| < €/2.

a€Gn\{a:|a|<n.}

e consequentemente

Assim, se n > ng obtemos

E Ao —a| < E Qo — E Ao | + E Ao — @
acGhp acGp |or] <mos || <
= E Q| + E Ay — Q
a€Gn\{a:|a|<n.} || <mx
< g lao| + E (o — a
a€Gn\{oz]al<n.} o] <m

< €/24+€/2=¢ O

Sejam agora X um conjunto nao-vazio f, : X — R uma familia de funcoes indexada
por o € Zﬂy . Temos a seguinte versao do M-teste de Weierstrass adaptada ao nosso novo
contexto:

Proposigao 3.2. Suponha que sup,cy |fo(z)| < by e que Zaezﬁ b, seja absolutamente
somavel. Entao Zaezf fa(x) € absolutamente e uniformente somdvel em X.

Demonstragao. Para m € Z, podemos escrever

> fale) =Y Sila),

la|<m 7=0

W



onde S;(z) satisfaz

> fal) gz_: = zeX.

laf=j

Como Z?io M; < oo o M-teste usual de Weierstrass usual se aplica e concluimos que
> jaj<m fa(x) converge absolutamente e uniformemente em X. O.

Exercicio 3.2. Nas condigoes da Proposicao 3.2 mostre que ) ., fo(z) converge uni-
formemente, onde {G,} é qualquer sequéncia satisfazendo a propriedade (x).

4 Séries de poténcias em RY

Uma série de poténcias em RY centrada em z, € RV é uma série da forma
(4.1) > oz — x0)”,
anf
onde a, € R ez € RV,
No que se segue denotaremos, para o € RV ¢ R > 0,
Ap(zg) ={r € RN : |z; —xoj| <R, j=1,...,N}.

Exercicio 4.1. Mostre que se K C Ag(xg) é compacto entao existe 0 < r < R tal que
K C AT(QI())

Exemplo 4.1. A série de poténcias ) ,~ % ¢é absolutamente e uniformente somével
+

somavel em cada subconjunto compacto de A;(0).

De fato pelo exercicio 4.1 bastard mostra que a série é uniformente e absolutamente
somével em cada conjunto da forma A,(0), com p < 1. Agora, se z € A,(0) e se a € Z¥
entdo |z%| < plol. Tomando

={a€Z:0<a;<n,j=1,...,n}
vemos que {G,} satisfaz a propriedade (x). Além disto

s =50} camn

a€Ghp

Pelo exercicio 3.1 segue que Zaezﬁ plel é absolutamente somével e nossa afirmacao segue
da Proposicao 3.2. Note que podemos calcular explicitamente

Zma:JEEOZx JLHC}OHZJC :H1_1$j, x € Aq(0). O

aGZf aceGp j=1a;=0




O resultado central da secao é o seguinte:

Proposicao 4.1. Suponha que a série de poténcias (4.1) seja absolutamente somavel para
cada ponto x € Ag(zy). Entao:

1. A série (4.1) é absolutamente e uniformente somavel sobre os compactos de Ag(x);

2. Defina u(x) = Y .y~ (T — 20)*. Entao u é uma fungao infinitamente diferencidvel
+

em Ag(zg) e suas derivadas podem ser calculadas como

al B
(4.2) (8%u)(x) = [; @A (2 — 20)* ",

onde as séries em (4.2) sao também absolutamente e uniformente somaveis sobre os
compactos de Ag(zg). Note, em particular, que

(0%
(4.3) a4y = M.
al
Demonstracgao. Pelo exercicio 4.1 devemos mostrar que a série (4.1) é uniformemente
somével em cada conjunto da forma A, (zy) como 0 < r < R. Sejax, = (zo1+7, ..., Ton+7).
Como z, € Ag(0) e como (4.1) é absolutamente somavel em cada ponto de Ag(0) segue
que (4.1) é absolutamente somavel em z,, isto é, Zaezﬁ anrl®l é absolutamente somével.

Mas, para x € A, (o) temos

N
da (@ — 20)*| = laa| [ ] lj — 20,1 < laalr.

Jj=1

Logo a afirmagdo em (1) segue da Proposigao 3.2. Por outro lado, para se concluir 2)
basta mostrar que cada uma das séries em (4.2) é também absolutamente e uniformemente
soméavel sobre os compactos A,(xp), 0 < r < R, uma vez que esta propriedade implicaré a
validade da derivag@o termo a termo de qualquer ordem. Agora como

|
@ - < o]l

(= p)!
o termo geral da série em (4.2) pode ser estimado, para = € A, (),

a!l
@—pyn !

Tomemos agora 0 < € < R—r. Entao o ponto xy = (xg1 +7+¢€,...,xon + 7+ €) pertence a
Agr(xg) e portanto, raciocinando como antes, Zaezﬁ ao(r + €)l*l é também absolutamente

I — xo)a—b" < |aa’|a’\6|rla\—lﬁl.

somdvel. Assim

o
18l,lal=18] < ,.—8] lal By "
|lao||c|r <r {|aa|('r’—i—6) }]a| {r—l—e} )
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Agora

lal
B(r, €, ) isup{\a]m{rie} : anf}

estd bem definido e é finito. Assim obtemos, finalmente,

o
(ar = B)!

e nossa afirmacao segue novamente da Proposicao 3.2. U

ag (x — xo)o‘_ﬁ‘ < B(r,e, ,B)r_'ﬁ‘ {|aa|(7“ + E)Ia‘}

Para nosso préximo resultado precisamos determinar explicitamente uma estimativa
para as constantes B(r, ¢, 8), 8 # 0. Temos

B(T’, €, ﬁ) < sup 7-|/8‘€7b7-7
7>0

onde b = log {(r +¢€)/r} > 0. Note que a funcdo h(7) = 7/%le*" definida para 7 > 0, é
> 0 e se anula para 7 = 0 e 7 — 00. Na regiao 7 > 0 a derivada de h tem um tnico zero
igual a 7, = |B3|/b. Assim concluimos que h(7) < h(r,) = |B|1®(be) 1Pl < |B|1%! e, portanto,

B(r,e.) < |8 < e

onde na ultima desigualdade utilizamos (1.2). Deste modo obtemos, para x € A,.(zo),

811301
@) @) < S S 0+ .

- rlal
N
quZ+

J/

TV
<oo

Demonstramos o seguinte resultado:

Proposicao 4.2. Seja u(z) a fungao de classe C* definida no enunciado da Proposi¢ao
4.1. Entao para todo conjunto compacto K C Ag(zg) existem constantes C' > 0, M > 0
tais que

sup [(9%u)(@)] < CMV|B),, B € ZY.
zeK

5 Funcoes analiticas reais

Definigao 5.1. Sejam Q C RY aberto e f € C*(Q). Dizemos que f é analitica real em Q
se para todo compacto K contido em () existem constantes C' > 0, M > 0 tais que

(5.1) sup |(9°f)(z)] < OM™ o)), o€ ZY.

rzeK

Denotaremos por C*¥(£2) o espago das fungoes analiticas reais em (2. E facil ver que
C*(Q2) é um R-espago vetorial. Note também que se u é a funcdo definida no enunciado da

7



Proposigao 4.1 entao a Proposi¢ao 4.2 mostra que u € C¥(Ag(zg)). A préxima proposigao
diz que analiticidade real é uma propriedade local.

Proposigao 5.1. Sejam Q C RY aberto e f € C®(Q). Suponha que dado x. € Q
arbitrario exista R, > 0 tal que f|a,_ (z.) € C*(Ag.(2.)). Entao f € C¥().

Demonstragao. Para cada x, € 2 tomamos 0 < r, < R,. Logo existirao constantes

C,, >0, M, > 0 tais que
(5.2) sup  [(0°f)(x)| < Co.Ma|!, a € ZY.

€A, (Tx)
Tomemos agora K C () compacto. Como
Kc | An()
€K

concluimos entao que existem zi,...,x, € K e constantes r; > 0, C; > 0, M; > 0,
j=1,...,p, satisfazendo A, (z;) CQ, j=1,...,p,

p
(5.3) K c|]JA,(x)
j=1
€
(5.4) swp (@7 F)(x)| < C;MMall, aeZl, j=1,....p.
xTE T T

Tomando C' = max{C},...,C,} e M = max{M, ..., M,} vemos facilmente que (5.1) segue
de (5.3) e (5.4). O

Estamos agora prontos para demonstrar nosso resultado principal:

Teorema 5.1. Sejam Q C RY aberto e f € C°(Q). As seguintes propriedades sao
equivalentes:

1. feCc¥ Q).

2. Dado xy € Q existe r > 0 tal que A,(z) C § e a série de Taylor de f definida por
Zaezﬁ(aaf)(xo)(x — 1x9)*/a! é absolutamente somdvel em cada ponto de A,.(zg) e

(5.5) > %@ —20)* = f(x), € Au(z0).

Demonstragao. As proposigoes 4.1, 4.2 e 5.1 mostram que 2) = 1).

Para mostrar que 1) = 2) fixamos zy € ) e fixamos também R > 0 tal que Ag(zq) C 2.
Como este é um subconjunto compacto de €2, por 1) existem constantes C' > 0, M > 0 tais
que

(5.6) sup  (0°f)(x)| < CM|all, o€ Zl.

r€AR(x0)




Vamos mostrar que se 0 < r < R é escolhido suficientemente pequeno entao a série de
Taylor de f é absolutamente somavel em cada ponto de A,(zg) e que vale (5.5). Como
(5.6) implica em particular que

|(0%f)(xo)| < C’M‘O‘||a|!, a € Zf

temos, para x € A,(x),

> [ @D ] < 03 B e
|lo]<m lajl<m
< C ) (NMr)e,
lal<m

onde na tdltima desigualdade utilizamos (1.1). Agora, por (1.3) e (1.4),

S| @ D),

al
|a|<m

< C ) (NMp)

laj<m

= Oi > (NMr)

3=0 |af=j

< CZm:(NMr)J'(j + 1)1

J=0

< O (NMry(j+ 1)V < o0,
=0
o que mostra nossa afirmagao se escolhermos r de tal forma que 0 < r < 1/(NM).

Para concluir a demonstra¢ao devemos verificar (5.5). Para tal utilizaremos a férmula
de Taylor (2.1). Para x € A,(z9) e m € N podemos escrever

fla) - 3 CDE e = R

lo|<m

e portanto bastard mostrar que Ry,(z,2¢) —s 0 uniformemente para = € A,(zy). De

(2.2) e de (5.6) temos

1 [} _
Rue] < m [ oo d 30 DO EAEZ 00 e
|a|=m )
|Oé|' || ' m—1
C —(M 1-— d
SmEma!”)/o(j) f
=1/m



< C Y (NMr)e
|a|=m
N+m-—1

= C(NMr)m< N

) < C(NMr)™(m+ 1)V

para todo x € A,(zg) e todo m € N (aqui utilizamos novamente (1.1) e (1.3)). Como
r <1/(NM) temos
C(NMr)™(m+ DNt —0, m — oo,

e isto conclui a demonstracao. U
Coroldrio 5.1. Seja f(z) = >, <, @a®® uma fun¢ao polinomial em RY, com a, € R.
Entao f € C*(RY).

Exercicio 5.1. Na definigdo da classe C¥(2) mostre que podemos substituir, em (5.1),
la|! por a! ou por |alel.

Exercicio 5.2. A férmula de Leibniz em varias variaveis se escreve do seguinte modo: se
ke Nese f,g € C*Q), onde Q é um subconjunto aberto de R, entao para a € Z¥ com
la| <k exeQ tem-se

@U@ =X (§) @@ aw,

BLa

Utilizando esta férmula mostre que f, g € C¥(Q2) = fg € C¥(Q).

Exercicio 5.3. Considere, para x € R,

Mostre que f € C*°(R) mas que f nao ¢ analitica real em vizinhanca alguma da origem.

Sugestao: calcule f(%)(()), para k =0,1,... e mostre, por inducao, que
/ sl e *ds = jl.
0
----- 000-----
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