MAP0413/MAP5712 - 10. Semestre de 2025

1a. lista de exercicios

1. Seja €2 um aberto com fronteira regular e considere as sequéncias (A, )nen € (U )nen, respec-
tivamente dos auto-valores e das correspondentes auto-fungdes do operador de Laplace em (2.
Aqui {u,} é assumida normalizada, formando uma base hilbertiana para L?(12). Sejau € C*(Q),
com u = 0 em 0f). Mostre que existe uma constante C' > 0 tal que

/Qu($)un($) dx

2. Sejam a > 0, T > 0 e u(x, t) uma solugio de classe C* da equagdo

<C/N2 neN

Up = Ugy T U
m |0, a[x]0, T'[, continua em [0, a] x [0, T']. Mostre que

max |u| < e’ max |ul,
[0,a] [0, 6

onde © = ({0} x [0, T]) U ([0,a] x {0}) U ({a} x [0, T]).

3. Demonstre a férmula de Parseval: dadas f, g € S(R") vale:

f()(

£)9(¢

Conclua que

/| |2dx——/ (©)2d¢,  Vf e S(RY).

4. Dados f € S(RY) e h € RY defina 7,(f)(z) = f(z + h), v € RY. Mostre, utilizando o
exercicio 3, que

lim [|7,(f) = fll 2 @) = 0.

5. Demonstre a seguinte desigualdade: existe uma constante C' > 0 tal que

£ llz@ < C(Ifl2@ + 1 2w) , Vf € S(R).

Sugestao: inicie estimando
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e utilize a desigualdade de Cauchy-Schwarz.

6. Dadas f € S(RV) e A : RY — R" linear inversivel defina g = f o A. Mostre que g € S(R")
e calcule g em termos de f. Conclua que A(f o A) = (Af) o A se A é uma transformagio
ortogonal.

7. Mostre que a aplicagio S(RY) 3 f +— (1 — A)f € S(RY) é uma bijecio.
8. Sejam u, v € C(RY), ambas se anulando no complementar de um compacto. Mostre que 1 v
se anula no complementar de um compacto. Sugestdo: Lembre que a soma de dois compactos

em RY & compacta.

9. Seja (2 C RY um aberto com fronteira regular e seja u(x,t) uma solugio de classe C% em
2 x [0, oo do seguinte problema:

w—Azu=0 em Qx]0,00[;
(1) (:E?O) = ( ) em §);
u(z,t) = em OS2 x [0, o0l

Mostre que

1 —
—/|VIu(x,t)]2dx, t>0,
2 Ja

¢ decrescente e conclua, dai, a unicidade do problema (1).

E(t) =



