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1a. lista de exercícios

1. Seja Ω um aberto com fronteira regular e considere as sequências (λn)n∈N e (un)n∈N, respec-
tivamente dos auto-valores e das correspondentes auto-funções do operador de Laplace em Ω.
Aqui {un} é assumida normalizada, formando uma base hilbertiana para L2(Ω). Seja u ∈ C1(Ω),
com u = 0 em ∂Ω. Mostre que existe uma constante C > 0 tal que∣∣∣∣∫

Ω

u(x)un(x) dx

∣∣∣∣ ≤ C/λ1/2
n , n ∈ N.

2. Sejam a > 0, T > 0 e u(x, t) uma solução de classe C2 da equação

ut = uxx + u

em ]0, a[×]0, T [, contínua em [0, a]× [0, T ]. Mostre que

max
[0,a]×[0,T ]

|u| ≤ eT max
Θ

|u|,

onde Θ
.
= ({0} × [0, T ]) ∪ ([0, a]× {0}) ∪ ({a} × [0, T ]).

3. Demonstre a fórmula de Parseval: dadas f, g ∈ S(RN) vale:∫
RN

f(x)g(x) dx =
1

(2π)N

∫
f̂(ξ)ĝ(ξ) dξ.

Conclua que ∫
RN

|f(x)|2 dx =
1

2π

∫
RN

|f̂(ξ)|2 dξ, ∀f ∈ S(RN).

4. Dados f ∈ S(RN) e h ∈ RN defina τh(f)(x) = f(x + h), x ∈ RN . Mostre, utilizando o
exercício 3, que

lim
h→0

∥τh(f)− f∥L2(RN ) = 0.

5. Demonstre a seguinte desigualdade: existe uma constante C > 0 tal que

∥f∥L∞(R) ≤ C
(
∥f∥L2(R) + ∥f ′∥L2(R)

)
,∀f ∈ S(R).

Sugestão: inicie estimando

|f(x)| ≤ 1

2π

∫
R
|f̂(ξ)| dξ =

1

2π

∫
R
|(1 + iξ)f̂(ξ)| 1

|1 + iξ|
dξ

1



e utilize a desigualdade de Cauchy-Schwarz.

6. Dadas f ∈ S(RN) e A : RN → RN linear inversível defina g = f ◦A. Mostre que g ∈ S(RN)
e calcule ĝ em termos de f̂ . Conclua que ∆(f ◦ A) = (∆f) ◦ A se A é uma transformação
ortogonal.

7. Mostre que a aplicação S(RN) ∋ f 7→ (1−∆)f ∈ S(RN) é uma bijeção.

8. Sejam u, v ∈ C(RN), ambas se anulando no complementar de um compacto. Mostre que u⋆v
se anula no complementar de um compacto. Sugestão: Lembre que a soma de dois compactos
em RN é compacta.

9. Seja Ω ⊂ RN um aberto com fronteira regular e seja u(x, t) uma solução de classe C2 em
Ω× [0,∞[ do seguinte problema:

(1)


ut −∆xu = 0 em Ω×]0,∞[;
u(x, 0) = u0(x) em Ω;
u(x, t) = 0 em ∂Ω× [0,∞[.

Mostre que

E(t) =
1

2

∫
Ω

|∇⃗xu(x, t)|2 dx, t ≥ 0,

é decrescente e conclua, daí, a unicidade do problema (1).
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