MAT0311/MAPO0217 - 20. Semestre de 2024
5a. lista de exercicios

1. Sejam (X, dx), (Y, dy) espacos métricos, com Y completo. Sejam £ C X com E = X e
f: E — Y uniformemente continua. Mostre que f admite uma (tinica) extensao continua
a X, isto é, que existe f*: X — Y continua tal que f! = f em E.

2. Sejam (a,) uma sequéncia limitada de nimeros reais e p um inteiro nao negativo. Mostre

que a série
o0

Z a,nfe """ (%)

n=1

define uma funcao continua em |0, ool.
3. Sejam f, : [0,1] — R definidas por
ful@) =nz(l —2%)", n=12....

Mostre que f, — 0 pontualmente em [0, 1] e que

/01 fo(z)de — %

4. Sejam f, : [a,b] — R continuas, n = 1,2..., e suponha que f,, — f uniformemente em
[a,b]. Mostre que

/ab ful2)dz —> /abf(:c)dx.

5. Seja S um conjunto nao-vazio e (X,d) um espa¢o métrico. Uma funcao f :— X é
limitada se {f(z) : = € S} é limitado em X. Uma sequéncia de fungoes f, : S — X,
n € N, é uniformemente limitada se existir C' > 0 tal que §({f.(z) : x € S}) < C para
todo n € N.

a) Mostre que uma sequéncia de fungoes limitadas que converge uniformemente é unifor-
mente limitada.

b) Sejam (fy), (gn), fn,gn : X = R, n € N, sequéncias de fung¢oes que convergem unifor-
memente. Mostre que (f, + ¢g,) converge uniformemente. Mostre, ainda, que se f, e g, sdo
limitadas para todo n € N entao (f,g,) converge uniformemente.

6. Mostre que a série

St

n=1



converge uniformente em qualquer intervalo limitado, mas nao converge absolutamente
para qualquer valor de x.

7. Sejam X um espaco métrico, f, : X — R uma sequéncia de fungoes continuas conver-

. . . X
gindo uniformemente para f: X — R, e (z,) uma sequéncia em X, x,, — z. Mostre que

falzn) = f(x).
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