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4a. lista de exerćıcios

Em geral, dado um espaço de medida (X,A, µ) arbitrário, não é verdade que o dual
de L1(X,A, µ) seja isomorfo a L∞(X,A, µ) (pela aplicação g 7→ (f 7→

∫
X
fgdµ), f ∈

L1(X,A, µ), g ∈ L∞(X,A, µ)).

Um espaço topológico X é decompońıvel se existe uma famı́lia {Xi}i∈I de subconjuntos
σ-compactos de X satisfazendo as duas seguintes propriedades:

(a)
⋃

i∈I Xi = X, Xi ∩Xj = ∅ se i ̸= j;

(b) Se Y ⊂ X é σ-compacto então existe J ⊂ I enumerável tal que Y ⊂
⋃

i∈J Xi.

Dizemos, então, que a famı́lia {Xi}i∈I decompõe X.

Se X é um espaço topológico decompońıvel, se B é a σ-álgebra dos subconjuntos borelianos
de X e se µ é uma medida qualquer sobre (X,B), então o dual de L1(X,B, µ) é igual a
L∞(X,B, µ) (pela aplicação descrita acima).

Exerćıcio. Mostre que todo GALC é decompońıvel e que, portanto, o dual de L1(G,B,m)
é igual a L∞(G,B,m), pela aplicação descrita acima. Este fato foi usado em aula.

Sugestão: Tome V ∈ V0 compacta e simétrica. Para cada n ∈ N defina

Vn
.
= V + V + ...+ V, n fatores.

Mostre que H
.
=

⋃
n∈N Vn é um subgrupo de G e que {x+H}x∈G decompõe G.
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