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1 Preliminares - O problema de Dirichlet

Denotaremos por
o? o?
ox? 0x3;

o operador de Laplace (ou laplaciano) em RY.

A

1.1 DEFINIGAO. Seja © C RY um subconjunto aberto. Uma funcio u € C?(2) é dita
harmonica em € se Au =0 em (2.

Note que se u é a valores complexos entao u é harmonica se, e somente se, Reu e Imu
sao harmonicas; isto se deve ao fato de A ser um operador com coeficientes reais. Assim,
para o estudo das propriedades das fung¢oes harmonicas podemos nos restringir ao caso em
que as funcoes sao a valores reais.

1.2 EXEMPLO. Sao exemplos de fun¢oes harmonicas
1. Seja Q =RY e u(z) = a+ (z,b), coma € R e b € RY;

2. Seja Q € C ~ R? aberto e f : Q — C uma funcao holomorfa entao Ref e Imf sdo
harmonicas;

3. Seja 2 =RY. Se( = ((1,...,Cy) € CN satisfaz (2+- - -+(% = 0, entdo u(z) = Ree!™
e v(z) = Imel™% sdo harmonicas.

1.3 TEOREMA. Sejam 2 C RN um subconjunto aberto limitado e u € C*(Q2) N C(R).

1. Se Au > 0, entao
max u = max u;
Q o9
2. Se Au <0, entdo
min v = min u.
a o0
1.4 COROLARIO. (Principio do mdwimo, forma fraca) Seja Q C RY um subconjunto
aberto limitado e u € C*(Q) NC(Q) harménica em Q. Entdo

maxu = maxu, minu = minu.
Q 09 Q 09
1.5 OBSERVAGAO. Se u é harmonica e se |u(x)| < M para z € JQ segue do Coroldrio 1.4
que |u(z)| < M para z € Q. Em particular, se u = 0 em 92, entdo u = 0 em ).

Demonstragao do Teorema 1.3. Mostraremos (1.), a demonstragao de (2.) é andloga. Con-
sideremos

m = maxu,
o0

M = maxu.
Q



Suponha, por absurdo, que m < M. Entao existe ro € Q tal que u(zo) = M e, ademais,
vale Vu(zg) = 0 e Au(zg) <0. Seja v € C*(Q) NC(Q) a fungao dada por

v(z) = u(z) + el — |,

em que € > 0 é um nimero que determinaremos a seguir. Temos v(zg) = M, e para x € 0,
vale v(z) < m+¢ed(Q)?, em que §(Q) é o diagmetro de Q. Logo, se escolhermos € > 0 tal que
e < (M —m)/5(Q)? teremos v(z) < M. Tal escolha implica que existe z; € Q um ponto
no qual a fungao v assume seu valor maximo. Mas Av(z;) = Au(xy) + 2Ne > 2Ne > 0,
uma contradigao. O

O problema_de Dirichlet para () consiste em, dada upd§ — R continua, determinar
u € C?(Q)NC(Q) tal que

u=uy em Of.

{Au:() em (2,

1.6 DEFINIGAO. Um subconjunto aberto Q C RY ¢ dito um aberto de Dirichlet se o
problema de Dirichlet tiver solucao para toda uy.

Note que o problema de Dirichlet admite no maximo uma solugao, uma consequéncia
do resultado enunciado na observagao 1.5.

1.7 DIGRESSAO. Sejam 2 um aberto de Dirichlet e x € 2. O funcional
T:C(090) — R,

que associa a cada uy € C(9R) o valor u(x), em que u é a solu¢do do problema de Dirichlet
com dado de fronteira wug, estd bem definido, é continuo, pois |T(up)| < max |ug|, e é
positivo. Pelo teorema de Riesz, existe uma medida de Borel regular p, sobre 0f2 tal que

ww:Tw@z/zmwmwm

o0

e portanto a funcao u é reconstituida através de integracao de seu valor de fronteira com
relacao a medidas apropriadas.

2 Identidades de Green

Seja Q C RY um aberto com fronteira reqular como definido nas notas de aula da disciplina
“Calculo Integral”, pagina 66, em

www.ime.usp.br/~cordaro/calculo-integral-2o-semestre-de-2017

Sejam 1 o campo unitario normal a 0§2 e do a medida de superficie definida em 0€2. Nas
notas de aula mencionadas acima encontra-se a demonstracao do teorema da divergéncia

se X é um campo vetorial com coeficientes em C'(Q) vale

[ aivXar= [ (X)) doty). 1)
Q o0



Sejam u, v € C%(Q2). Aplicando o teorema da divergéncia para X = vVu obtemos a primeira
tdentidade de Green

/(UAU + (Vu,Vu))dz = va—z_{ do. (2)
Q on On

Trocando u por v e subtraindo as identidades obtemos a segunda identidade de Green

ou ov
/Q(UAU —uAv)dr = /&m (va—ﬁ - u%) do. (3)

Como consequéncia da primeira identidade de Green temos a seguinte proposicao
2.1 PROPOSIGAO. Seja u € CH(Q) NC3(Q) uma funcdo harménica em Q.
1. Se Ou/00 =0 em 0N, entao u é localmente constante em $Q;

2. Vale a sequinte identidade

a—gdo =0.
o0 (911

Demonstra¢ao. Ambos os {tens seguem da primeira identidade de Green (2) para (1.) tome
u=wv e para (2.) tome v = 1. O

3 A propriedade da média

Denotaremos a esfera de raio R > 0 e centrada em o € RN por Sp(xg) = {z € RY |z —
zo| = R} e a bola aberta de raio R > 0 e centrada em zy € RY por Br(zy) = {z €
RY |z — x9| < R}. Note que Bgr(zy) é uma aberto com fronteira regular. A passagem a
coordenadas polares em RY \ {0} ¢é feita com as identidades

r=ry, r=|z|, ly| =1,
dr = rV=tdrdo(y),

em que do é a medida de superficie em S;(0). Denotaremos a medida da esfera unitaria
em RY por

wN:|51(0)y=/ do.

51(0)
Nosso objetivo agora ¢ calcular wy e para isso introduzimos a funcao gama

[(x) = / e " tdt, x>0.
0

Um simples célculo! mostra que I'(z + 1) = zI'(z). Ademais I'(1) = 1, logo temos I'(n) =
(n—1)!, paran € Z, \ {0}. Da identidade

/ e 2 dt = 2/ e ds,
0 0

d
use atz = zt* ! e integre por partes.
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segue que I'(1/2) =/m. Agora

_ N e~*s 7 ds
2 Jo
= SIT(N/2),
logo
orV/2
WN = TNT3Y)
I(N/2)
Assim, para N = 2k temos I'(N/2) = (k — 1)! e portanto
27"
Wop = .
Tk —1)!
Por outro lado, para N = 2k + 1 temos
1 3 1
D(N/2)=T(k+1/2)=k—=) | k—= ['(1/2) =
2 2 2
portanto
ok+1k

YT ok —1)(2k—3)- -1

Podemos também calcular o volume da bola

| Br(x0)| = [Br(0)]

= / dz
Br(0)
R

:/ / Nt do(y) dr
0 Jsi0)

RNwN
N

Aplicando o teorema da divergéncia (1), temos a identidade

k

I'(1/2) H(k——)

=1

N|Br(0)] = / (/) do) = RISHO)]



que implica |Sg(zo)| = wyRY ™. Por fim, faremos uso constante do seguinte fato

A(mﬂwddw:JW* f(Rz)do(z), [ €C(Sk(0)). (4)

51(0)
Para a demonstragao da férmula acima veja o exercicio 8.

3.1 TEOREMA. (A PROPRIEDADE DA MEDIA PARA FUNCOES HARMONICAS) Sejam §2 C
RY um subconjunto aberto e u uma fun¢ao harmonica em Q. Se Bgr(xq) tem fecho contido

em ) entao " ) o)
u(zy) = ——— U o(y).
’ |Sr(w0)] Sk(zo) Y Y

3.2 OBSERVAGAO. Aplicando (4) no Teorema 3.1 obtemos

; /
_ u(y) do(y
wy RN Sr(zo) ( ) ( )
1

- d
po =l IR0

1
= — u(xo + Rz)do(2).
WN J51(0)

u(wg) =

Demonstracao (do Teorema 3.1). Definimos
1
v(z) = { v — w0V

—log|z — xo|, N =2.

N >3,

Um calculo direto mostra que v é harmonica em RY \ {xy}. Faremos a demonstragao
para o caso N > 3, o caso N = 2 tem demonstracao andloga. Para 0 < ¢ < R, seja

U. = Br(zo) \ Be(xp). Aplicando a segunda identidade de Green (3), temos

/BUE <u(y)g—§(y) - U(y)g_g(y)) doy) = 0.

Como v é constante em cada componente de OU. = Sg(x9) U S:(x¢), podemos aplicar a
Proposicao 2.1 e concluir

v ey
/S - u(y) 5= (y) doly) = /S " u(y) 5= (y) do(y).

Para y € Sg(zo), temos

Jj=1 Yi
N
=3 2= Ny — Y )
= ly — 0| R
=(2-N)R'",



logo

(2— N)R™Y /

u(y) do(y) = (2 — )™ / u(y) do(y),
Sr(zo) Se(x0)

e portanto

o | v ),
_ u(y)do(y) = ——— u(y)do(y) — u(xo),
CUNRN_l Sh(zo) ( ) ( ) ngN—l Se(z0) ( ) ( ) ( 0)

quando ¢ — 0, pois u é continua em xy. De fato, para formalizar esta tdltima afirmacao
seja n > 0 arbitrario e tomemos d > 0 tal que

v — 2] <6 = |u(z) —u(xo)| <.

Certamente podemos escrever esta propriedade assumindo que a bola de centro xy e raio
0 > 0 esta contida em 2. Logo, se 0 < & < 4,

1 / 1 1
L[ ) doly) — ulw)| = |—a— / u(y) do(y) — u(we)— / da<y>\
ONeN T g o) wyeN-1 S.(50) wyeN-1 5. (s0)
1 / 1
< fuly) — ulzo)| dofy) < —— / ndo(y) = n,
szNfl Sg(mo) (JJN&‘Nil Se(ito)
o que demonstra nossa afirmacao. O

3.3 COROLARIO. (A PROPRIEDADE DA MEDIA VOLUMETRICA) Sejam Q C RN um sub-
conjunto aberto e u uma fungdo harmonica em 2. Se Br(xg) tem fecho contido em )

entao )
u(zg) = ——— u(z) da.
| Br(70)] Br(zo)

Demonstracao. Para 0 < p < R, temos

1
o) = [ ulao + py) do(y),
WN Js(0)
logo
R 1 (B _
| tutaydo= = [T [ utaot g dotw)
0 WN Jo S51(0)
e portanto
N

]

3.4 COROLARIO. (Principio do mdzimo, forma forte) Seja Q C RN um subconjunto aberto
e conexo. Sejau € C*(Q) real e harmonica. Suponha que supu = a < oo. Se existir ¥y € )
tal que u(xg) = a, entdo u = a em €.



Demonstracao. Por hipotese o conjunto
A={reQ: u(zr)=a}

é nao vazio. Como A é claramente fechado em 2 (por que?) e também como 2 é conexo,
bastard mostrar que A é aberto em 2. Seja entao z, € A e tomemos uma bola B,(x,) com
fecho contido em 2. Como a = sup u temos, pela propriedade da média volumétrica

N
a—u(x)}dr =0,
(.UNRN Br(x*)w
>0

de onde concluimos que u(z) = a para z € B.(z,). A demonstragao estd completa. ]
Nosso objetivo agora é provar a reciproca do Teorema 3.1
3.5 TEOREMA. Seja u € C(f2) e suponha que para cada xy € €2 temos
=
u(ry) = ———— u(y) do(y),
(w0) = iy [, H)de)

sempre que 0 < R < d(xo,0N) (distancia de xy a 02). Entao u € C®(Q) ewu € uma fungdo
harmonica em €.

Antes de apresentar a demonstracao do Teorema 3.5, precisamos desenvolver algumas
ferramentas

3.6 DIGRESSAO. (FUNGOES TESTE) A fungao

-1/t t
h(t) = {e , > 0,

0, t <0.

¢ de classe C* em R, logo a funcao g(t) = h(1 — t)h(1 +t) é de classe C*°, se anula fora
do intervalo [—1,1] e vale g(0) > 0. Para z € RY, definimos

o) = Agfhe) eom A= ([ alPay)

logo ¢ ¢ de classe C™ em RY, se anula fora de B;(0), vale [ p =1 e ¢ é radial, ou seja, o
valor ¢(z) s6 depende de |z|. Para cada ¢ > 0, definimos

1 x
((r)=—=¢(=), zeR",
ve(z) gN(p(s) o
de modo que @, é de classe C* em R”, se anula fora de B.(0), vale [ ¢, =1 e ¢, é radial.

Demonstragao (do Teorema 3.5) Para cada € > 0, considere o conjunto
Q.={reQ: d(z,00) > ¢}

e a funcao

Uia) = [ e = puty) do

8



definida para = € €).. Note que, na integral, a variavel y é restrita a B.(x), cujo fecho estd
contido em €2. Isto torna U. bem definida e, de fato, de classe C*° em €. (derivagao sob
o sinal de integracao). Mostraremos abaixo que para x € €., tem-se U.(z) = u(z), o que
pela arbitrariedade de € > 0 permite concluir que u é de classe C*°. De fato

U.(x) = ELN /RN w(x — y) u(y) dy

- / u(z — ey)ply) dy

/510/ (z — erg)e(ry)rN "t dr do(5)
_ /0 PNlg(r2) (/Sl()u(x—ery)da( ))dr

(. J

— Au(z) / ol

=wyu(x)
= u(x), x € Q..

Resta mostrar que a fungao u ¢ harmonica e para isto faremos uso do seguinte lema:

3.7 LEMA. Sejam v € C3(2), 19 € Q e para 0 < r < d(xg,0Q) defina a funcao

A(r) = / P doy).

Entao

1o o 1=N v
X = [ o)

Assumindo a validade do lema por um momento vamos concluir a demonstracao do
teorema. Aplicando o Lema 3.7 com u substituindo v e observando que entao \ é constante

seguird que
/ Ou do(y) = / Audz,
(20) OT1 Br(zo)

quaisquer que sejam xy € Q e 0 < r < d(z,092). Assim Au = 0 em 2 e portanto resta
agora demonstrar o Lema 3.7.

Demonstracao. (do Lema 3.7) Um caculo direto fornece

N(r) = /s (0)<Vv(a:o +ry),y) do(y)
_ Tl—N/ (Vu(zg + 2),2/r)do(2)
Sr(0)
= rlN/S ( )(Vv(y), (y — o) /1) do(y),



de onde segue a conclusao. O]
3.8 COROLARIO. Toda fun¢do harmonica é de classe C*.

3.9 COROLARIO. Seja {u,} uma sequéncia de fungoes harmonicas em Q. Se u, — u
uniformemente sobre os compactos de ), entdo u € uma funcdo harmonica.

Demonstracao. A fungao u é continua pois é limite uniforme sobre os compactos de €2 de
uma sequéncia de fungoes continuas. Para provar que u é harmonica basta entdo mostrar
que u satisfaz a propriedade da média. Seja entdao Bg(zp) uma bola com fecho contido em
). Como cada u,, é harmonica temos

1
—— u,(y) do(y).
e =l IR0

Passando ao limite estas igualdades quando n — oo segue a propriedade desejada, uma vez
que a convergéncia uniforme sobre os compactos de 2 da sequéncia {u,} implica

= =
—_— Up(y)do(y) — ——— u(y)do(y).
o BT J (W) doly) — ——p5= oot (y) do(y)

Un(20) =

[]

3.10 CorOLARIO. Seja Q C RY wum subconjunto aberto e limitado. Suponha que o
problema de Dirichlet para Q) possui solucao sempre que o valor na fronteira for a restrigao
de um polinémio em RY. Entdo Q) é um aberto de Dirichlet.

Demonstracao. Seja ug € C(052). Pelo teorema de Weierstrass existe uma sequéncia {p, }
de polinomios em RY tal que p, — uo uniformemente em Of). Para cada n existe u, €

C*>*(Q) N C(£2) harmonica em 2 satisfazendo u,, = p,, em 2. Pelo Corolario 1.4

max |y, — U,| = max |u,, — u,| = max|p, — p,| — 0 quando m,n — oo.
Q o9 o9
Pelo critério de Cauchy para convergéncia uniforme, existe u € C(2) tal que uw, — u
uniformente em 2. Em particular u = ug em 0€2. Finalmente, pelo corolario anterior u é
harmonica, e portanto de classe C*° em (). n

Vimos que toda solucao de classe C? da equacao Au = 0 é automaticamente de classe
C*>. Na realidade podemos dizer mais toda funcao harmonica é de fato real-analitica.
Lembremos que se Q@ C RY ¢ aberto e se f € C®(Q) entdao f é real-analitica se para
cada ponto xg € €1 a série de Taylor de f centrada em xy converge para f, uniforme
e absolutamente, em uma vizinhanca de zy. Uma propriedade equivalente é a seguinte
f € C®(Q) é real-analitica se, e somente se, para toda bola fechada B contida em (2
existem constantes C' > 0 e h > 0 tais que

sup |0%u| < Chllall, o e ZY. (5)
B

Para uma demonstragao consultar o texto ”analiticas” em

www.ime.usp.br/~cordaro/analise-real-1o-semestre-de-2017.
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3.11 TEOREMA. Toda funcdo harménica v em um aberto Q de RN € real-analitica em Q.

Demonstracao. Como u é de classe C' é facil entao ver que 0“u também é harmonica,
qualquer que seja o € Zf. Sejam zp € Q e R > 0 tal que Bg(zg) tem fecho contido em .

Se j € {1,..., N} aplicando a propriedade da média volumétrica para du/dz; obtemos
Ju N ou
— = — —(x)dzx.
8xj (170) CUNRN Br(z0) 81']‘ (17) v

Seja X () = (0,...,0,u(x),0,...,0), onde u(z) aparece na j-ésima posicio. Entéo div X (z) =
(Ou/0x;)(x) e portanto, pelo teorema da divergéncia,

ou N

—(70) = ——=+ (X(y), (y — 20)/R) do(y).
afﬁj 0 CUNRN Sy (z0) 0
Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,
ou N
—(z0)| < = sup |u].
axj R Sr(xo)

Sejam B C B’ C 2 bolas fechadas com raios r e r’ respectivamente, r < r’. Aplicando
a desigualdade precedente para um ponto arbitrario xqg € B e R = 1’ — r obtemos

ou

0z;

Estamos agora em posigao para concluir a demonstracao do teorema. Fixemos B, (x.)
uma bola com fecho contido em € e seja d > 0 tal que a bola B,;4(z,) também tenha
fecho contido em (2. Seja o um multi-indice e aplique (6) iteradamente, para as bolas
B = Br+(i—1)d/\a|($*) C B = Br+id/\a|($*)a 1=1,..., |a| Obtemos

<

sup
B

T/_rsg/p\u|, j=1,...,N. (6)

< — sup |uf .
Br(l’*) d‘ | Br+d(z*)

Uma vez que n" < e"n! para todo n € N provamos que u satisfaz (5) e portanto u é
real-analitica em ). A demonstracao esta completa. O]

3.12 COROLARIO. (PRINCIPIO DA CONTINUAGAO UNICA PARA FUNGOES HARMONICAS)
Sejam Q C RN aberto e conezxo e u harmonica em €. Se u se anula de ordem infinito em
um ponto de 2 entdo u se anula identicamente. E'm particular, se u se anula em um aberto
nao vazio de ) entdo u se anula identicamente.

4 Potencial newtoniano

O potencial newtoniano é dado pela expressao

1
(N = 2uyfar T

1
1 N =2
5 og |zl

E(z) =

11



Demonstra-se que E é uma funcio harmonica em RY \ {0} e pertence a Li _(R"Y). Para

esta ultima informacao basta mostrar que E é integravel em B;(0) e isto segue facilmente
se escrevermos a integral de —FE(x) sobre B(0) em coordenadas polares.

4.1 TEOREMA. (TERCEIRA IDENTIDADE DE GREEN) Seja ) C RN um aberto com fron-
teira reqular. Seja u € C*(Q). Para todo x € Q vale

o) = [Ea-aumart [ (w52 -0 - B - 05w doto)

0

Demonstragao. Fixe xz € Q. Para 0 < e < d(x,09), seja U. = Q \ B-(x). Temos

/ B(z — y)Au(y) dy =

£

/m (E(:c — y)%(y) - u(y)g—ri(x - y)) do(y)

[ (Be-p ) - E @ —y)) dol).
/sg(z) ( Oni oni,

Usando VE(z) = =/ (wN|x|N) qualquer que seja N > 2, podemos passar ao limite

lim [ E(z —y)Au(y)dy = / E(z —y)Au(y) dy,

e—0 U. Q

lim E(z —y) ag (y)do(y) =0,

=705 (x) i

iy [ ) 52 (0 - ) dot) =ty — o [ uly) doty) = (o)
=0 /5. () on, =0 wyeN T g )

e segue a tese. ]

4.2 COROLARIO. Seja u € C*(RY) uma funcio com suporte compacto, ou seja, que se
anule no complementar de um subconjunto compacto de RY. Entdo

u(z) = /RN E(z — y)Au(y)dy, =z RY.

5 Funcao de Green

Seja 0 C RY um subconjunto aberto e suponha que para cada x € € o seguinte problema
de Dirichlet tenha solucao

Av, =0, em €,

vy =E(z— ), em dQ, (7)

com v, € C3(Q). A funcdo de Green para Q é dada por
CG(z,y) = E(x —y) —v.(y), (7,9) € (QxQ)\{(z,2):2€Q}.

12



Como fungio de y, a fungao G(z, -) é harmonica para y # z e G(z, -) = 0 em 9.
Suponha agora que €2 seja um aberto com fronteira regular e seja u € C*(Q) . Aplicando
o Teorema 4.1 (terceira identidade de Green), temos

— /Q G(z, y)Au(y) dy + /Q vz (y) Au(y) dy
0v, ou

# [ (05 @)+ u) FE W) — 1) ) dot)

Y

Por outro lado, a segunda identidade de Green (3) nos da

/m (u(y) ggz (y) — vx(y)g—%(y)> do(y) = —/va(y)Au(y) dy.

Portanto, temos a seguinte identidade (denominada formula de Poisson)

ue) = [ Glepsunay+ [ utn) T2 ) doto)

Em suma, temos o seguinte teorema

5.1 TEOREMA. Seja Q C RN um aberto um aberto com fronteira reqular. Se u € C*(Q) ¢é
solucao do problema

{Au:f, em ),

U = uyg, em 0f),

em que f € C(Q) e ug € C(0R), entdo

0= [ Canirt [ wnie i)

5.2 EXEMPLO. (FUNGAO DE GREEN PARA A BOLA UNITARIA) Consideremos Q = B;(0),
com N > 3. Ou seja, temos

1
Bz —y)=—— |z -y .
(z —y) wN(Q_N)Ix yI* v, x#y
Seja x € B1(0) \ {0}. A fungdo dada por v,(y) = |z|*"VE(z* — y) ¢ harmonica em B;(0)
quando z* ¢ By(0). Tomemos z* o simétrico de x com relacao a S1(0), ou seja, temos
r* = z/|z|®. A propriedade fundamental de z* ¢

|z —y| = |z[|z" —y|, para |y| = 1.

De fato
1

2
W - W(%M + |yl?,

logo

2P la* —ylP =1 —2(z,y) + |2 = |z — y|*.

13



Portanto temos v,(y) = E(z — y) se |y| = 1 para z # 0. Quando x = 0, temos E(0 — y) =
1/(wn(2 — N)) para |y| = 1, logo podemos tomar vg(y) = 1/(wn(2 — N)), Vy € B1(0).
Conclusao Para cada = € Q0 = B;(0), resolvemos o problema de Dirichlet (7), portanto a

funcao de Green para Bi(0) é dada por

E(z —y) = [« "E(@@" —y), =#0,
G(z,y) = 1 B (8)
E(y) — onZ—N) r =0,
em que z* = z/|z|?.

5.3 OBSERVACQAO. Um raciocinio andlogo ao do Exemplo 5.2 permite concluir que a
fungao de Green para B;(0) quando N =2 é

1 1 )
- logle —y| — 5 loglafla” —y|, 2 #0,
G(z,y) = 1 (9)
1 —0
5 loglyl. z =0,
em que z* = z/|z|?.

5.4 EXEMPLO. (NUCLEO DE POISSON PARA A BOLA UNITARIA) Dando continuidade ao
estudado no Exemplo 5.2, temos para x # 0

oG 1 r—y |V —y)
_—»<x7y):_<_ N_'_ * N Y )
on, wy \ |z =yl 2% — 9
e usando o fato
o
lz* —yN o —y[V
segue
oG 1 1—|x|?

K(z,y) = 5=—(z,9) = y|N<y—rL’+fv— =y, y) = (10)
)

B wN|$— wN|$—y|N

E um exercicio verificar que a férmula (10) também vale quando N = 2. A funciio K definida
pela férmula (10) é denominada nicleo de Poisson para By(0). O niicleo de Poisson possui
as seguintes propriedades (exercicio)

1. Quaisquer que sejam z € B1(0) e y € S1(0), temos K(z,y) > 0;
2. Para todo x € B4(0), vale

K(z,y)do(y) = 1;
51(0)

3. Quaisquer que sejam x € B1(0) e y € S1(0), temos A, K(z,y) = 0 (exercicio 5);

4. Se u € C*(B1(0)) e Au =0 em B;(0), entao

ulx) = / Kz, y)uy) do(y), € By(0).
S51(0)
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5.5 TEOREMA. (SOLUGAO DO PROBLEMA DE DIRICHLET PARA A BOLA UNITARIA) Seja
up € C(51(0)). A funcao dada por

K(z,y)uo(y) do(y), x € B1(0),
R I R TR R X0

up (), x € 51(0),

¢ harmonica em B1(0) e continua em By (0).

Demonstrag¢ao. Derivando sob o sinal de integragao, a propriedade (3.) do nicleo de Poisson
implica que u é harmoénica em By (0). Sé precisamos entdo mostrar que u é continua em
yo € S1(0), arbitrario. Ou seja, temos que mostrar

lim / o K@) do ) = wolun). (11)

B1 (0) ST—Yo

Aplicando a propriedade (2.) do nucleo de Poisson, temos
| K p)unl)dotw) ~ o) = [ Klaw)(ualy) - o) dow)
51(0) S1(0)

Escrevamos esta ultima integral como I; 4+ Iy em que

I = /V K(z, ) (uoly) — uo(y0)) do(y),
I, = K(x,y)(uo(y) — uo(yo)) do(y),
/S o, K0 0) — ) o)

e Vo é uma vizinhanga de yo em S1(0) que escolheremos a seguir. Seja ¢ > 0. Tomemos V;
tal que se y € Vo, entdo |ug(y) — uo(yo)| < £/2. Aplicando as propriedades (1.) e (2.) do
ntcleo de Poisson, temos

n)<: / K(z,y) do(y) = .
2 S1(0) 2

Para a outra parcela, temos

[ 15| < 2sup |ug| K(z,y)do(y),
S1O\Ve

mas

lim / K(z,y) do(y) =0,
S1 (0)\Vo

B1(0)3z—yo

uma vez que para x proximo de yo o denominador em (10) serd limitado inferiormente
e o numerador em (10) tenderda a zero. Portanto, existe § > 0 tal que |I5] < £/2 se
x € Bl(O) N B(s(yo) UJ
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5.6 OBSERVAQAO. Seja ug € C(Sg(zo)). Entao a fungao

S1(0) 2 y — up(xo + Ry) € C,

¢ continua em 51(0). Seja U € C(B1(0)) harmonica em B;(0) tal que U(y) = uo(zo + Ry)
para y € 51(0). Defina u(z) = U((x — x9)/R), * € Bgr(zo). Entdo u é harmonica em
Br(zg), continua em Bg(xg) e coincide com uy em Sg(zg). Se x € Br(xg), temos

u(r) = /51(0) K<x ;,xo,y> uo(zo + Ry) do(y)

1 Tr—Tg 2
:W/S (O)K( R O,E)UQ(SL’Q—FZ)dO'(Z)
R

1 Tr— 2o Y— Zg
= K d
RN-1 /SR(xo) < R ' R ) UO(?J) a(y)

_/ ( )KR,xo(may>u0(y> da(y),
SR o

em que
1 R%— |z — x|

wyR | —y|V

KR,Z‘O (:Ea y) =

A fungao Kpg,, é denominada nicleo de Poisson para Bg(zo).
A seguir, apresentaremos algumas consequéncias do Teorema 5.5.

5.7 TEOREMA. (SINGULARIDADES REMOVIVEIS) Seja 2 C RY um subconjunto aberto e
seja xg € ). Se u € uma fungdo harmonica em 2\ {zo} tal que

lim =0,

e—zo B(x — x0)
entdo existe & harmonica em Q tal que @ =u em Q \ {xo}.

Demonstra¢ao. Suponha que N > 3 (a demonstracao para N = 2 é andloga). Podemos
supor que u é uma fungao real. Seja ¢ > 0 tal que Bs(zg) € 2. Seja v a fun¢ao harmonica
em Bj(zo) tal que v = u em Ss(zp). Seja w =u — v em Bs(zo) \ {zo} (note que w é real e
é harmonica em Bs(zo) \ {z0}). E suficiente mostrar w = 0. A hipétese sobre u garante a
validade do seguinte limite

, w(z) B
zllgclo |z — 202N — §2-N 0.
Logo, dado £ > 0, tome 0 < r < ¢ tal que
w(@)] < e(fe — 20N = *N), Vo € Bulwo) \ {zo}.

Observe que a fungao z +— e(|z — x>~ —§27V) é positiva e harmonica em Bj(xg) \ B, (zo),

vale zero em Ss(xg) e é limitante superior de |w(z)| em S,(x). Aplicando o Corolério 1.4
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rincipio do maximo) para tw(z) — (|x — xzo|*™"" — 6°7") em Bgs(zg +(x9), podemos
(principio do maximo) para +w(x) — &(| >N — 6*7N) em Bj(xo) \ By (), pod
concluir

()] < e(fe — w02 = 27N), Vo € By(wo) \ {0}
Como € ¢é arbitrario, segue que w = 0. O]

5.8 EXEMPLO. (ZAREMBA) Seja 2 = B1(0) \ {0}. E considere o seguinte problema de
Dirichlet

Au=0 em ),

u(z) =0 em 51(0),

u(0) = 1.
Suponha que o problema acima admita uma solucdo u € C*(Q) N C(Q). Como u é limi-

tada em €2, podemos aplicar o Teorema 5.7 (singularidades removiveis) e concluir que u
¢ harmonica em B;(0). Logo, pelo Corolario 1.4 (principio do maximo), temos u = 0 em

B;1(0), uma contradi¢ao. Portanto, o problema de Dirichlet acima nao admite solugao em
C*(Q)NC(Q).

Para o que segue, denotaremos
H={zecR": 2= (1,...,7n), 25 > 0}.

5.9 TEOREMA. (PRINCIPIO DA REFLEXAO DE SCHWARZ) Seja u € C(H) wma fungdo
harmonica em H. Suponha que w =0 em OH e defina

o (), r e H,
ife) = { v g T

—U(l’l,...,l’N—la_xN)a g

Entdo @ é harménica em RY.

Demonstragdo. A fungao @ é continua e harmonica em RY \ OH. Temos que mostrar que
@ é harmonica em uma vizinhanca de um ponto arbitrario de OH. Sejam zop € OH e § > 0
arbitrarios. Seja v € C(Bs(zg)) a fungdo harmonica em Bj(zg) tal que v = 4 em Ss(xg).
Mostremos que v = 0 em Bs(zo) N OH. De fato, pondo v¥(x) = —v(xy,...,2x_1, —TN),

x € Bs(z0), temos que v# é harmonica em Bs(xg) e para x € Ss(xg) temos
v (z) = —v(zy,. .., on_1, —TN) = —0(21, ..., 2N_1, —2N) = W(z) = v(z),

logo v# = v em Bs(zy), i.e., a funcdo v é fmpar em zy, e portanto v = 0 quando zy = 0.
Considere w = @ — v. A fun¢@o w é harmoénica em Bs(xo) N H, continua em Bs(zo) NH e
vale zero na fronteira deste conjunto, portanto & = v em Bs(zo) N H. Analogamente, temos

@ =v em Bs(zo) N{z € RY zy < 0}. O
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6 A desigualdade de Harnack

6.1 TEOREMA. Seja u uma fun¢do harmonica em Bgr(xo) tal que v > 0 e seja x € Bg(x).
Entao

(L)JV_2 w (o) < wu(z) < (#) o wu(%)'

u
R+ |x — x| R+ |z — x| T — o R — |z — x|
(12)

Demonstracao. Tome |z — zo| < p < R. Temos

u(z) = M/S _uly) do(y),

PWN o(z0) |y - x|N

ep—lr—xo <l|y—z| < p+|x— x|, para y € S,(xp). Como u > 0, temos

p* — |z — xo? 1
pwN (p+ [z — x| )Y

/ ul(y) doly) < u(z) <
Sp(o)

2 2
p* — |z — x| 1 /
u(y)do(y),
PWN (P - |x - $0|)N Sy (o)

entao basta usar
| ulw)dote) =oxp tufa),
Sp(z0)
simplificar e fazer p — R. U
Um maneira mais simples de se enunciar o resultado precedente é a seguinte:

6.2 COROLARIO. Seja u uma fungdo harmonica em Br(xzo) tal queu > 0 e seja0 < r < R.

Entdo N N
(R_ T) u(z') <wu(zr) < <R+r) u(2),  Va,2" € B, (o).

R+r R—r

Demonstracao. Aplicando o Teorema 6.1, temos

R\ ?R—r R\ R4r
(R+T> R+TU(x0) S U(l’) S <R—T’> R_TU(xO)J

para x € B,(zg) ja que neste caso |z — xo| < r. Agora, se u = 0 em Bpg(z), entdo
a desigualdade é 6bvia. Caso contrario, temos u > 0 (Corolario 3.4) e basta escrever a
desigualdade acima para u(z’) e fazer uma divisao. ]

6.3 TEOREMA. (DESIGUALDADE DE HARNACK) Sejam Q C RY aberto conexo e K C RY
compacto. Eziste uma constante C' > 0, tal que

maxu < C'minu, (13)
K K
qualquer que seja u harmonica em €2, u > 0.

18



Demonstracao. Antes de embarcar na demonstracao propriamente dita, vamos mostrar a
existéncia de K’ C Q compacto e conexo, K C K'. De fato, sejam By,..., B, C Q bolas
fechadas tais que K C U;L:1 B;. Como {2 é conexo por caminhos, dados i < jem {1,...,n}
podemos determinar «;; : [0, 1] — €2 continua com ~,;;(0) € B;, ,;;(1) € B;. Logo

n
K= By ulJw(0.1])
j=1 i<j
é conexo por caminhos, compacto, esta contido em {2 e contém K.

Retornemos agora a demonstracao do teorema. Fixemos u harmonica em €2, v > 0. Em
virtude da forma forte do principio do maximo aplicado a —u podemos assumir v > 0.
Também, em virtude da observacao precedente, podemos assumir K conexo. Tomemos,
entao, uma cobertura finita { By, ..., B,} de K formada por bolas fechadas contidas em (2.
Pelo Coroldrio 6.2 existe D > 0 tal que u(z)/u(y) < D, para quaiquer z,y € B; e qualquer
j=1...,n.

Fixemos © € K e consideremos o conjunto S, C K formado pelos pontos y € K
satisfazendo:

e Existe uma sequéncia (i1, .. .,4,) de elementos de {1,...,n} taisquez € B;,,y € B;,
e Bi, N B;,., # 0 para todo j € {1,...,m}.

E muito facil ver que S, e K\ S, sao abertos em K. Como K é conexo segue que
S, = K para todo z € K. Assim se z,y € K entao y € S, e portanto podemos tomar

(i1,...,im) como descrita acima com x € By, y € B;,,. Tomando y; € B;, N B;,,, podemos
estimar
uw) _ule) () | uan) -
u(y)  u(y) ulye) u(y) —
Definindo C' = max{1, D™} obtemos
u(z) < Culy), =,y€K,
propriedade esta que é equivalente a (13). O]

Daremos a seguir dois importantes resultados que seguem da Desigualdade de Harnack.

6.4 COROLARIO. (TEOREMA DA CONVERGENCIA MONOTONA DE HARNACK) Sejam 2 C
RY aberto e conexo e {u,} uma sequéncia de func¢oes harmonicas em Q tal que u, < Un 1,
Vn € Z,. Entao ocorre um dos dois casos

1. Eziste zg € Q tal que {u,(zo)} € limitada. Neste caso, a sequéncia {u,} converge
uniformemente sobre os compactos de 0 (para uma fun¢ao harmonica);

2. Para todo x € ), temos lim u,(z) = co. Neste caso, temos u,, —» 0o uniformemente
sobre 0s compactos de €.

Demonstragcao. Considere os conjuntos

O ={z€Q: supu,(z) < oo},

Q= {2 €Q: supu,(z) =oo}.

19



Vamos mostrar que ; e 2y s@o abertos. Se x; € {; tome r > 0 tal que B,(x1) tem fecho
contido em 2. E uma simples consequéncia do corolario 6.2 a existéncia de C' > 0 tal que

0 < tUpip(z) — up(2) < Cupsp(x1) — un(x1)), Vo € B.(z1), Yn,p € N

Assim B,(x1) C Q e {u,} é uniformemente convergente em B, (z;). Em particular Q; é
aberto. Do mesmo modo, assumindo que x5 € €y se tomarmos p > 0 tal que B,(x3) tem
fecho contido em 2 entdo B,(z1) C Qs e {u,} diverge uniformemente para +oo em B,(z2).
Em particular €25 é também aberto e a tese segue do fato de €2 ser conexo. O

6.5 COROLARIO. (TEOREMA DE LIOUVILLE) Seja u uma func¢do harménica em RY e real.
Se supu < 0o ou infu > —o0, entdo u € constante. Em outras palavras, se u € harmonica
em RY entdo ou u é constante ou a imagem de u € igual a R.

Demonstracao. Considerando —u se necessario e subtraindo uma constante conveniente
podemos assumir v > 0. Aplicamos o Coroldrio 6.2, com 2/ = 0 e x € R arbitrario.
Tomando r > |z| e fazendo R — oo segue u(x) = u(0). O

O problema de Dirichlet para H consiste em, dada ug € C(0H), determinar v harmoénica
em H, continua em H e satisfazendo u = uy em OH. Este problema nao goza de unicidade
pois se u é uma solugdo entdo u(x) + zx também serd. Teremos unicidade, entretanto, se
nos restingirmos ao ambiente das fungoes limitadas.

6.6 TEOREMA. Seja u € harmonica em H, continua em H e limitada. Se w =0 em OH
entao u € identicamente nula.

Demonstracao. Pelo teorema 5.9 existe u harmonica em R coincidindo com v em H; além
do mais, dada a representacao explicita de % no teorema 5.9 segue que u é limitada se u o
for. Pelo Teorema de Liouville 4 é constante. Como porém @ se anula em JH segue que ,
e a fortiori u, se anula identicamente. O

Uma versao, em uma direcao um pouco diferente, do Teorema de Liouville pode ser
obtida simplesmente usando a propriedade da média volumétrica. Concluiremos nosso
texto com este resultado.

6.7 TEOREMA. Seja u uma funcao harmoénica em RY. Suponha que existam constantes
C>0ebel0,1] tais que

lu(z)| < O(1 +|2|%), = € RN, (14)
Entao u € constante.

Note que este resultado é preciso uma vez que uma funcao polinomial de grau 1 em RY
é uma fungao harmonica que satisfaz (14) com 6 = 1.

Demonstragdo. Sejam z € RY fixado e r > 0. Pelo que foi apresentado na demonstracao
do Teorema 3.11, temos a validade da seguinte desigualdade:

0 N
5o @) S Tl j=1 N

r.s, (z)
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Agora, se y € S,.(x) entdo |y| < |x| + r e, portanto,

%(:c) < Xt (o) + 1)),

Fazendo 7 — 0o e usando que 6 < 1 concluimos que (Ju/dz;)(z) = 0, para todo z € RY e
todo 7 =1,..., N. Isto conclui a demonstracao. O

7 O principio do maximo de Hopf

O principio do maximo de Hopf fornece uma estimativa para a derivada normal exterior de
uma func¢ao harmonica em um ponto onde seu maximo é atingido. Para simplificar vamos
enuncié-lo somente para a bola unitdria (a extensdo para uma bola aberta arbitraria é
imediata). A demonstracao foi extraida da monografia ”Notions of Convexity”de Lars
Hormander, Modern Birkhauser Classics, 2007. Um versao mais fraca deste resultado
encontra-se enunciada no exercicio 28.

7.1 TEOREMA. (PRrINCiPIO DO MAXIMO DE HOPF) Seja u continua em By(0), harmonica
em By(0) e seja o € S1(0) tal que u(zy) = maxzg gy U- Entao existe o limite

u(tzg) — u(xo)

t1_1>1%£ p— = Ny, € [0, 00].
Além disto,
5 N-1
0 < wu(zg) —ulx) < (14 |x|) <1——|x|> Ny, € B1(0). (15)

Em particular, Ny, > 0 se u ndao € constante.

Demonstragao. Iniciando lembrando que estamos denotando por K(z,y) o nicleo de Pois-
son para a bola unitaria. Assim, podemos escrever

wmw—umw:/“.Mmmww@w—wm»w@>

$1(0)
e, portanto,
u(txg) — u(x K(txg,y
) —lto) _ [ B 1) — (o) o)
Desde que
K(tzo,y) 1 L— |tz 1 —(1+41)
t—1  wy (= Dltwe—y|¥  wn [tzg —y|V

podemos finalmente escrever

u(tzo) — u(wg) _ L/ (1 +¢)(ufzo) — uly)) ,
51(0)

t—1 C wy [tzo — y|N

o(y).
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Note que este iltimo integrando é maior ou igual a zero, pois u assume seu maximo em x.
Notemos, agora, que podemos assumir
u(trg) — u(xg)

lim inf < 0
t—1— t—1

j& que, caso contrario, terfamos N,, = 0o e a conclusao seria imediata. Pelo lema de Fatou
temos, entao,

’ WN Js1(0) 2o — y|V

Pelo teorema da convergéncia dominada de Lebesgue segue que

lim u(txo) — u(xo)
t—1- t—1

= Nxo

uma vez que |xg — y| < 2|txg — y|, para 0 < t < 1. De fato,
|20 — Y| < |wo — tzo +tzo —y| < (1 =) + [tzo — y|

Como, também, |[tzg —y| > |y| — t|zo| = 1 — ¢, segue o que afirmamos.

Neste ponto j& é possivel concluir que N,, > 0 se u nao for constante (por que?).
Procederemos, porém, & demonstragao da estimativa (15), que fornece uma conclusao mais
precisa.

Se x € B1(0) temos

—U.I:L 1_—|x’2ux —Uu g
0 < ulm) (e = = [ EE ) — ()] doty)
Mas

il 2 yesio)

e —y| — 1—|a|’

de onde (15) segue imediatamente.
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Exercicios

1. Mostre que se u é harmonica em RY ese T': RY — R ¢ uma transformacao ortogonal
entdao v o T' também é harmonica em RY. Lembre que uma transformacao linear

T :RY — RY é ortogonal se (*T)T = T(*T) = I, a aplicacao identidade.

2. Determine todas as fungoes harmonicas em R™ \ {0} da forma u(z) = f(|z|), onde
f:]0,00[— R é de classe C?.

3. Use o resultado obtido no exercicio anterior para obter u harménica em Q = {z €
RY :r < |z| < R}, onde 0 < 7 < R < 00, continua em ) e satisfazendo u(x) = a se
|z| =7, u(z) =bse |z| = R (aqui a,b € R).

4. Sejam ©Q C RY aberto, u harmonica em Q e x5 € Q. Mostre que se N > 2 entdo
u Hu(zo)} é infinito. E quando N = 17

5. Fixado y € RY defina

_ i = 2

V(x) r € R\ {y}.

oy =N
Mostre que V' é harmoénica em RV \ {y}.
6. Calcule as integrais

/ y;do(y), / Yiyrdo(y).
S1(0) S1(0)

7. Sejam (z,y) as coordenadas em R? e considere os ODPL com coeficientes constantes:
o .10 .0 o .10 .0
—=-|l=-i=), m==z|=+iz).

Jdz 2 \0r Oy 0z 2\0xr 0Oy

0 0

Mostre que
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8.

10.

11.

12.

Sejam R >0 e f: Sg(0) — R continua. Mostre que

/S o) =R | frz)ao ),

S51(0)

Sugestao: Mostre, primeiramente, que esta férmula é valida para f € C?(R”) escre-
vendo a expansao de Taylor de f de ordem 1 na origem na forma

f(x) = f(0) + Zgj(x)xj, com g; € CH(RY),

e aplicando o teorema da divergéncia para o campo § = (g1, ..., gn). Conclua o caso
geral evocando o teorema de Weierstrass.

Nas mesmas hipoteses do exercicio anterior, mostre que

do = —y)do(vy).
/SR(O)f(y) v) /SR(O)f( y)do(y)

Seja 0 € RY um aberto com fronteira regular e conexo. Seja, também, f : R — R
satisfazendo ¢f(t) > 0 para todo t € R. Mostre que toda solugao u € C?(Q) do

problema
Au = f(u) em Q (%)
Ou/on = 0 em 02

¢ necessariamente constante (aqui 77 denota a normal unitéria exterior a df2). Deter-
mine, também, uma condigao adicional sobre f que garanta que toda solugao de (k)
se anula identicamente.
Seja € um aberto com fronteira regular de RY. Usando a identidade

Vol 4+ 2div ((u — v)Vu) = |[Vul> + |[V(u — v)]* + 2(u — v)Au,

valida para u,v € C?(Q), mostre que se ug € C?*(Q) satisfaz

Aug =0 em €;
up =g  em 0,

entao ug fornece o minimo absoluto da funcao
J: M —R, Jv] = / |Voul*dz,
Q

onde B
M= {veC*Q):v=gem 00}

Sejam (2 um subconjunto aberto de R" e u € C?(2). Suponha que para todo zg €
e todo r > 0 tal que B,.(zg) C 2 tem-se

/S Ou ()do(y) = 0,

(z0) 0T

24



13.

14.

15.

16.

17.

18.

onde, como é usual, 77 denota a normal unitaria a S,(x), exterior a B,(xg). Mostre
que entao u é harmonica em 2.

Seja 2 um subconjunto aberto de RY, Q # R e seja v uma funciao harmoénica em
). Mostre que para cada subconjunto compacto K de () vale a desigualdade

N
< dz.
s (o) < gy, ol

Conclua o seguinte resultado: se u é harmonica em RY e se u € L'(RY) entdo u = 0.

Seja 2 C RN aberto.

(a) Sejam K C € compacto e U C Q aberto tais que K C U e U é compacto em €.
Mostre que se u ¢ harmonica em 2 entao

ou

&cj

(b) Conclua que se {u,} é uma sequéncia de fun¢oes harmoénicas em 2 que converge

uniformemente sobre os compactos de €2 para u entao o mesmo é verdade para as
sequéncias {Ou,/0x;}, j=1,..., N, com du,/0x; — Ou/0x;.

suplul j=1,...,n.

su < N
P = dist(K,0U) "y

K

Seja © C RY um aberto limitado e com fronteira regular. Seja também g € C (Q).
Mostre que nao existe solugao u € C?(2) para o problema

{ (Au) (z) = 9@ 2 €
(Ou/0n)(y) =0, y € I9.

Aqui 77 é normal a 0f) e exterior a ).

Seja © um aberto limitado de RY e considere uma sequéncia {u;} de fun¢des harmonicas
em (2, cada uma delas continua em (2. Suponha que

1 .
max |u;(y) — up(y)| < =+ jk=1,2...

yeIN i E7
Mostre que {u;} converge uniformemente em  para uma funcio u € C(Q), que é

ainda harmonica em f).

Seja D = {(z1,72) € R* : 2} 4+ 23 < 1}. Suponha que exista u harménica em D,
continua em D e que coincide com a funcao 227 em 9D. Determine u(0).

Sejam U = {z: 2 € RN, 2 # 0} e f € C*(U). Defina, para z € U,
fe(x) = f(zlw)do(w).
S1(0)
Mostre que A(f;) = (Af);.

Sugestao: Utilize o teorema da divergencia e a férmula de integracao em coordenadas
polares.
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19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

Sejam  um aberto regular de R?, com fronteira de classe C', u € C?(Q), x € Q e

1
E(y) = 3-loglyl yeR’ y#0.
T
Verifique a validade da férmula

OE(x — vy ou
o) = [ Bla =g suay+ [ {u =0 e - )T fdoto)
Q o9 Ty n
Proceda formalmente para determinar a funcao de Green e a férmula de Poisson para
0 semi-espaco
H={zr=(r,...,05) € RY : 25 > 0}.

Conclua que, para N = 2, a tnica solugao limitada do problema de Dirichlet para o
semi-espago xo > 0, com dado de fronteira vy € C(OH) N L>(0H), é dada por

1 o )
v(xy, x0) = ;/_ e vo(y) dy .

Seja Q = {(z1,72) € R? : ;1 > 0, 7o > 0}. Resolva o problema

Au=0em Q, ue C*Q)NC(Q), limitada;
u(z1,0) = ug(xy1), x1 > 0;
u(0,29) =0, 29 >0,

onde ug é continua e limitada em [0, oo, uo(0) = 0.

Verifique que a funcao de Green para a bola B;(0) em R? é dada por
1
G(a,y) = 5 {logle — y| —log[l*[yl* + 1 = 2(x - y)]"*}.

Sejam 2 um aberto em RY e F' C () tais que F ndo tem pontos de acumulacao em €.
Mostre que se u ¢ harmonica e limitada em €2\ F' entdo u se estende a uma fungao
harmonica em (2.

Seja f € C°°(RY) se anulando no complementar de um compacto de RY. Denotando
por E(x) o potencial newtoniano em RY mostre que

we) = [ Ba-pfe)d. rer”,
R
é de classe C™ e que Au = f em RV,

Seja u harménica em @ = {x € R?: |z| > 1}. Mostre que

o(y) = u <£ _2)
w2yl

¢ harmonica em U = {y € R? : 0 < |y| < 1}. Sugestao: Para simplificar os célculos
defina g1 = yily[™%, g2 = —y2ly|™* e mostre que (g1)y, = (92)yss (91)e = —(92)us-
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26.

27.

28.

29.

30.

Seja {2 como no exercicio anterior. Demonstre a unicidade para o seguinte problema:

{Au—O em €

u=1uy em S;(0).
Aqui assumimos 1y continua em S7(0) e impomos u continua e limitada em (.

Sejam Q C RY aberto, u € C?(Q) e f € C°(Q) tais que Au = f. Mostre que
u € C*(Q). Sugestao: E suficiente mostrar que ulp é de classe C para qualquer
bola aberta B com fecho contido em (). Fixada uma tal bola mostre que existe
g € C°°(RY) se anulando no complementar de um compacto de RY e coincidindo com
f em B (cf. as notas de aula da disciplina ”Célculo Integral”mencionadas no texto).
Resolva Av = g.

Sejam Q C RY aberto e u € C?(Q2). Suponha que vale a seguinte propriedade:
e dado x € Q existe § = §(x) > 0 tal que

1

u(z) = PN T

/ u(y)do(y), 0 <r <.
Sr(z)

Mostre que u é harmonica em §2.

Seja €2 um subconjunto aberto e conexo de RY satisfazendo a seguinte propriedade:
r=(r1,...,en_1,Zn) € Q = (v1,...,2Nn_1, —xnN) € (L
Seja v uma fungao harmonica em
Qp ={x=(x1,...,2n5) €Q: zxy >0},

continua em
Qe ={z=(21,...,2n5) €Q: xx >0},

e nula quando xny = 0. Conclua que existe uma unica fun¢ao u em 2 que coincide
com v em ).

Sejam © C RY aberto e u € C*(€). Mostre que as propriedades abaixo sao equiva-
lentes:

(a) Au(x) > 0, para todo = €

(b) Para todo xg € Q e todo r > 0 tal que B,(xg) C {2 vale

1
o) < = [ ulao+ ry)doy).
WN J$1(0)
Sugestao: Para (1) = (2) estude a derivada da funcao
1
g(t) = — u(zo +ty)do(y), 0<t<r.
WN J51(0)
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31.

32.

33.

34.

Para (2) = (1) escreva a expansao de Taylor de ordem 2 de u em torno de x( e utilize
o exercicio 6.

Seja u uma fungao harmonica em Bg(0), u > 0. Mostre que

Nu(0)
(vuyo) < Y40,

Sejam u € C'(B1(0)) harmonica em By(0) e z € S1(0) um ponto onde u assume seu
méximo em Bj(0). Suponha que exista o limite

N, = lim u(txr) — u(x)

t—1— t—1 < [0’ OO[

Use a desigualdade de Harnack para mostrar que N, > 0. Observacao. Para utilizar
Harnack considere v = u(x) — u.

Sejam Q um aberto de RY e H () o espaco constituido pelas funcoes harmonicas em
Q que pertencem a L*(€). Mostre que H(2) ¢ um subespago fechado de L?(2).

Sejam ) um subconjunto aberto de RY e A C (C*°(Q) uma familia de funcoes
harmonicas satisfazendo a seguinte propriedade: para todo K C {2 compacto existe
C' > 0 tal que supg |u| < C, Vu € A. Mostre que a mesma propriedade é valida para
as familias :
U
Ai=d—:ueAd;, j=1...,N.
’ {31’1 } ’

Conclua, usando o Teorema de Arzela-Ascoli, que para todo K C ) compacto, o
conjunto {u|x : u € A} C C(K) é relativamente compacto em C(K). Aqui, como é
usual, estamos munindo C'(K') com a distancia d(f,g) = supg |f — g|.
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