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Superficies de Riemann

Bruna V. S. Flores
02 de Agosto de 2022

1 Funcgdes de uma variavel complexa

Nesta se¢do, com base em [3], estabeleceremos alguns resultados relevantes da teoria de fung¢des de
uma varidvel complexa que serdo utilizados ao longo deste trabalho, tais como o teorema da identidade, o
principio da extensdo analitica e o teorema da extensdo de Riemann em C.

Teorema 1.1 Seja f : U — C uma fungdo analitica, onde U C C é aberto. Seja zo € U tal que f(zo) = 0 e f ndo é
identicamente nula numa vizinhanga de zo. Entiio zo é uma ponto isolado de f~1(0).

Corolario 1.1 Seja f : U — C uma fungio analitica, onde U é aberto e conexo. Se f~1(0) possui algum ponto de
acumulagio em U, entdo f~1(0) = U, ou seja, f = 0.

Coroldrio 1.2 Sejam f, g : U — C duas fungoes analiticas em U, onde U é aberto e conexo. Se f e g coincidem num
subconjunto A de U com ponto de acumulagio em U, entdo f = g em U.

Teorema 1.2 (Principio da Extensdo Analitica) Sejam f,g : U — C duas funcbes analiticas, onde U é aberto
conexo. As seguintes afirmagdes sdo equivalentes:

(i) f=gemU.
(ii) Existe zg € U tal que para todo n > 0, f®(zg) = g™ (zo).
(iii) Existe um aberto nio vazio V C U tal que f|v = g’v‘

Teorema 1.3 (Teorema de extensdo de Riemann) Seja zo uma singularidade isolada de uma funcio analitica f
U — C, onde U C C é aberto. Entdo zy é uma singularidade removivel de f se, e somente se, a fungio |f| é limitada
numa vizinhanga perfurada de z.

2 Definicdo de superficie de Riemann

Nesta secdo, introduziremos a nogdo de superficies de Riemann, daremos alguns exemplos e listaremos
alguns resultados importantes, baseados no livro [1].

Primeiramente, superficies de Riemann sdo variedades 2-dimensionais com uma estrutura adicional.
Como é bem conhecido, uma variedade n-dimensional é um espaco topolégico de Hausdorff X tal que todo
ponto a € X tem uma vizinhanga aberta que é homeomorfa a um subconjunto aberto de R".

Definicdo 2.1 Seja X uma variedade 2-dimensional. Uma carta complexa em X é um homeomorfismo ¢ : U — V de
um subconjunto aberto U C X em um subconjunto aberto V C C. Duas cartas complexas ¢; : U; — Vi, i =1,2, sdo
ditas holomorficamente compativeis se a aplicagdo

P20 @7 1 @1 (U N ) — @2 (Uy N )

é um biholomorfismo, com Uy N Uy # 0.



Figura 1: Cartas complexas

Definigao 2.2 Um atlas complexo em X é um sistema U = {¢; : U; — Vi;i € I} de cartas holomorficamente
compativeis que cobrem X, isto é, UjerU; = X.

Definigdo 2.3 Dois atlas U e U’ em X sdo ditos analiticamente equivalentes se toda carta de U é holomorficamente
compativel com toda carta de U’.

Definicdo 2.4 Uma estrutura complexa em uma variedade 2-dimensional X é uma classe de equivaléncia de atlas
analiticamente equivalentes em X.

Assim uma estrutura complexa em X pode ser dada pela escolha de um atlas complexo. Toda estrutura
complexa L em X contém um tnico atlas maximal U*. Se U é um atlas arbitrario em X, entdo U* consiste
de todas as cartas complexas em X que sdo holomorficamente compativeis com toda carta de U.

Definigdo 2.5 (Superficie de Riemann) Uma superficie de Riemann é um par (X, L), onde X é uma variedade
2-dimensional conexa e X é uma estrutura complexa em X.

Observacdo 2.1 i) Escrevemos X ao invés de (X, L) sempre que estiver claro qual é a estrutura complexa L.
ii) Algumas vezes escrevemos (X, U), onde U é um representante de L.

iii) Se X é uma superficie de Riemann, entdo por uma carta em X, nés entendemos uma carta complexa pertencente
ao atlas maximal da estrutura complexa em X.

Exemplo 2.1 (O plano complexo) Sua estrutura complexa é definida pelo atlas cuja tinica carta é a aplicagdo
identidade em C.

Exemplo 2.2 (Abertos conexos de uma superficie de Riemann) Seja X uma superficie de RiemannesejaY C X
um subconjunto aberto e conexo. Entdo Y tem uma estrutura complexa natural. A saber, basta tomar como atlas o
conjunto de todas as cartas complexas @ : U — Vem X, onde U C Y.

Exemplo 2.3 (A esfera de Riemann) Seja P! := C U {co}, onde oo é um elemento ndo pertencente a C. Introduzire-
mos a seguinte topologia em P*: Os conjuntos abertos sdo os abertos usuais de C e 0s conjuntos da forma V U {oo}, onde
V c C é o complementar de um compacto de C (ver [2], pagina 205). Com essa topologia, P é um espago topolégico
de Hausdorff compacto homeomorfo a 2-esfera S.

Sejam

Uy =P\ {oo} = C,
U, = P*\ {0} = C* U {oo}.



Sejam as aplicagdes @; : U; — C, i = 1,2, dadas por @1 é a aplicacio identidade em C e

1/z,sez € C*,
Pa(z) =

0, sez = oo.

Claramente @1 e @2 sdo homeomorfismos e, assim, P! é uma variedade 2-dimensional. Como Uy e U, sdo conexos
e U; N U, # 0, entdo P também é conexo.

A estrutura complexa em P! ¢ definida pelo atlas que consiste das cartas @; : U; — C, i =1,2. Além disso, @1 e
@2 sdo holomorficamente compativeis, pois p1(U; N Up) = (U NUp) =C* e

2 0(pI1 C* > C*, z+-1/z
é biholomorfismo.

Observagdo 2.2 A notagio P* vem do fato de que P! pode ser considerado como o espago projetivo 1-dimensional
sobre o corpo dos niimeros complexos.

Definicdo 2.6 Seja X uma superficie de Riemann e seja Y C X um aberto. Uma fungio f : Y — C é dita holomorfa,
separatodacarta : U — Vem X, comUNY # 0, a fungio

foyiypUNY)—>C

é holomorfa no sentido usual de abertos Y(LINY) C C. O conjunto de todas as fungoes holomorfas em Y serd denotado

por O(Y).

Observagdo 2.3 A condigio na Definigdo 2.6 ndo tem que ser verificada para todas as cartas num atlas maximal em
X, mas apenas para uma familia de cartas que cobre Y. Dali, isso é automaticamente realizado para todas as outras
cartas.

Observacdo 2.4 Toda carta ¢ : U — V em X é, em particular, uma funcdo complexa. Ela é trivialmente holomorfa.
Podemos também chamar 1 de uma coordenada local e (U, ) vizinhanga coordenada de algum ponto a € U. Neste
contexto, geralmente usamos a letra z ao invés de 1.

O seguinte teorema estabelece um resultado andlogo para superficies de Riemann do Teorema 1.3 da
extensdo de Riemann em C:

Teorema 2.1 (Teorema das singularidades removiveis de Riemann) Seja U um conjunto aberto de uma su-
petficie de Riemann e seja a € U. Suponha que a fungio f € O (U \ {a}) é limitada em uma vizinhanga de a. Entio f
pode ser estendida unicamente a uma fungio f € O(U).

Demonstragao:
(Existéncia) Sendo f limitada em uma vizinhanca de g, entdo existe U C U vizinhanca de 4 tal que para
algum M > 0,

@) <M,
para todo z € U \ {a}.
Podemos considerar uma carta ¢ : U — W, com U c U (se ndo existir uma tal carta, basta diminuir o
conjunto ). Como ¢ é injetora, temos que ¢ (l:I \ {a}) =@ (CI)\(p(a). Dai, a aplicagdo fop™ : ¢ (l:l)\(p(a) - C
é holomorfa, uma vez que f € O(U \ {a}). Além disso,

|fop™ )| = |f ((p_l(w))‘ <M, para we€ @ (H) \ @(a).

Logo, pelo Teorema 1.3 (Extensdo de Riemann em C), a funcdo f o ¢! pode ser estendida unicamente
a uma fungao holomorfa em ¢(U), pois a aplicagdo f o ¢! é holomorfa em @(U) \ ¢(a) e é limitada em



uma vizinhanga de ¢(a). Dai, é claro que a fungéo f o ¢! pode ser estendida unicamente a uma funcéo g
holomorfa em ¢(U).
Seja f =go@pesejay:V — Wumacartaem X, com UNV # 0. Dat

feyl=(goploy T =golpoy™)
é holomorfismo. Com isso, segue que f é holomorfa em U que estende f.
(Unicidade) Suponha que existem fi, f» € O(U) que estendem f. Entdo fi(u) = f(u) = fo(u), para todo
u € U\ {a}. Considere uma carta ¢, : U; — V; em torno de a, com U; conexo. Entdo f; o L/)l_l (th) — C
é holomorfa para i = 1,2. Como fi o ;' e fo o ;! coincidem em 1(U1) \ ¢1(a), entdo pelo Teorema 1.3,
fioyt = foo it em i (Us). Dai, segue que fi(a) = fo(a). "

Agora definimos aplicagdes holomorfas entre superficies de Riemann:

Definigdo 2.7 Suponha que X e Y sejam superficies de Riemann. Uma aplicagdo f : X — Y continua é holomorfa se
para todo par de cartas 1 : Uy = Viem Xey, : Uy = Voem Y com f(Uy) € Uy a aplicagdo

Paofoyl:Vio Vs

é holomorfa no sentido usual. Uma aplicagio f : X — Y é um biholomorfismo se é bijetora e ambas f : X — Ye
1Y — X sio holomorfas. Duas superficies de Riemann sio isomorfas se existe um biholomorfismo f : X — Y.

O seguinte teorema estabelece um resultado analogo para superficies de Riemann do Coroldrio 1.2:

Teorema 2.2 (Teorema da Identidade) Suponha que X e Y sdo supetficies de Riemann e fi, fo : X — Y sdo
holomorfas que coincidem em um conjunto A C X tendo um ponto de acumulagio a € X. Entdo f1 e fp sdo
identicamente iguais.

Demonstragao:

Seja G o conjunto de todos os pontos x € X tais que existe uma vizinhanga W de x com f1|w = f2|w.

Note que G ndo é vazio. De fato, seja zp € A um ponto de acumulugdo. Assim, existe uma sequéncia
(zn)n>1 em A, com z,, # zp, para todo n > 1, tal que z, — zp e fi1(zk) = fo(z¢), paratodok >1.Sejap : Z — Z’
carta em torno de zj, com Z aberto conexo. Por continuidade, existe 1y € Z tal que ¢(z,) — ¢(z0) em ¢(Z),
com ¢(z,) # P(z0), para todo n > ng. Dai, as fungdes f o ¢! e f, 0 ¢! coincidem em um conjunto com um
ponto de acumulagdo. Logo, pelo Corolario 1.2, fi o ™' = f, 0 ¢~! em ¢(Z). Logo f1 = f» em Z e, portanto,
G é ndo vazio, pois zg € G.

Por definigdo, G é aberto. Afirmo que G é fechado. De fato, seja b € JG. Entdo fi(b) = fo(b), pois f é
continua. Escolhacartasp: U - Vem Xey: U — V' emYcombe Ue f(U) c U,i=1,2. Assumo que
U é conexo. As aplicagdes

gi=ypofiopT VoV
sdo holomorfas. Note que U N G # 0, pois existe uma sequéncia b, — b em G. Dai, existe m tal que
b, € UNG, para todo n > my. Assim g1 = g, em {p(b,,) : n = mp} U {@(b)}. Pelo Corolédrio 1.2, g1 = g em V.
Assim, fllu = f2|u' Como b € G, segue que G é fechado.
Por fim, sendo X conexo, temos que X = G e, dai, f e f, coincidem em X. [ ]

3 Propriedades elementares de aplicacoes holomorfas

Teorema 3.1 (Comportamento local das aplicacdes holomorfas) Sejam X eY superficies de Riemanne f : X —
Y uma aplicagdo holomorfa nio constante. Sejam a € X e b := f(a). Entdo existe um inteirok > lecartasp: U -V
emXey: U — V' emY com as sequintes propriedades:

(i) ac U@ =0 bel, b)) =0.



(ii) f(U)cU.
(iii) A aplicagio F:= o fo @™ :V — V' édada por F(z) = z*, para todoz € V.
Demonstragdo: Primeiro, note que existem cartas @1 : Uy = Viem Xe ¢ : U — V' em Y tais que as
propriedades (i) e (ii) sdo satisfeitas se trocar (U, ¢) por (U, ¢1).
Agora, note que a fungao
fi=pofog :VioV
é ndo constante, pois f ndo é constante e ¢, e ¢ sdo homeomorfismos. Como f;(0) = 0, existe k > 1 tal que

k
fiz) = ZFg(z) = (zg(z)l/k) , onde ¢ é uma fungdo holomorfa em V; com g(0) # 0. Para concluir, basta fazer
uma mudanga de coordenadas. Note que a aplicacdo

h(Z) — Zg(z)l/k — ZE,l/klogg(z)

é biholomorfa em uma vizinhanga V, C V; da origem.
Seja U := ¢ LV,). Agora substitua a carta ¢y : U; — V; pela carta ¢ : U — V, onde ¢ = h o ¢;. Pondo
w = zg(z)!/¥, obtemos

Fw):=1¢ofo (p_l(w) =yofo(ho (pl)_l(w) =(pofo (p{l) o h_l(w) =fio h_l(w) = wk.

Corolario 3.1 Sejam X e Y superficies de Riemann e seja f : X — Y uma aplicacdo holomorfa ndo constante. Entdo
f é aberta, isto é, a imagem de todo conjunto aberto sobre f é aberta.

Demonstragdo: Seja A um aberto de X. Queremos provar que f(A) é um aberto em Y. Com efeito, seja
b € f(A). Entdo, b = f(a), para algum a € A. Segue do Teorema 3.1 anterior que se U C A é uma vizinhanga
dea € X, entdo f(U) C f(A) é uma vizinhanga do ponto f(a), pois a aplicacdo dada por F(z) = z* do teorema
anterior, envia um aberto em torno da origem em subconjunto aberto em torno da origem. Isso implica que
f é aberta. m

Corolario 3.2 Sejam X e Y superficies de Riemann e seja f : X — Y uma aplicagio holomorfa injetora. Entdo f é um
biholomorfismo de X em f(X).

Demonstra¢do: Como f é injetora, no Teorema 3.1, temos k = 1. Daf, ainversa ! : f(X) — X é holomorfa. m

Coroldrio 3.3 (Principio do Maximo) Suponha que X é uma superficie de Riemann e f : X — C é uma fungdo
holomorfa nio constante. Entio o valor absoluto de f ndo atinge seu mdximo.

Demonstragao: Suponha que exista a € X tal que

R :=|f(@)| = sup{lf()] : x € X}.

Entéo,
fX)cK:={zeC:|z| <R}

Como f(X) é aberto, f(X) pertence ao interior de K. Isso contradiz o fato de f(a) € dK. |

Teorema 3.2 Sejam X e Y superficies de Riemann. Suponha que X é compactae f : X — Y é uma aplicagiio holomorfa
ndo-constante. Entdo Y é compacta e f é sobrejetora.

Demonstragdo: Pelo Coroldrio 3.1, f(X) é aberto. Como X é compacto, f(X) é compacto e, assim, fechado.
Como os tinicos subconjuntos de um espago topolégico conexo que sdo abertos e fechados sdo o vazio e o
conjunto todo, segue que f(X) = Y. Assim, f é sobrejetora e Y é compacto. [



Corolario 3.4 Toda fungdo holomorfa em uma superficie de Riemann compacta é constante.
Demonstragdo: Segue do Teorema 3.2, uma vez que C ndo é compacto. m
Teorema 3.3 (Teorema de Liouville) Toda fungio f : C — C holomorfa limitada é constante.

Demonstragdo: Pelo Teorema das singularidades removiveis de Riemann 2.1, f pode ser estendida analiti-
camente a uma aplicagdo f : P! — C holomorfa, ja que f € O(C) é limitada. Mas sendo IP' uma superficie
de Riemann compacta, entdo do Coroldrio 3.4, segue que f é constante e, portanto, f é constante. |

Teorema 3.4 (Teorema Fundamental da Algebra) Sejan > 1 e seja
f@) =z2"+ciaz" + .+ 0o
um polindmio com coeficientes c, € C. Entdo existe ao menos um ponto a € C tal que f(a) = 0.

Demonstra¢do: O polindmio f pode ser considerado como uma aplicagdo holomorfa f : P! — P!, onde
f(00) = co. Pelo Teorema 3.2, f é sobrejetora e, assim, 0 € f(C). [

4 Coberturas com ramificacdoes e sem ramifica¢oes

Definicdo 4.1 Sejam X e Y espagos topoldgicos e p : Y — X uma aplicagio continua. Se x € X, o conjunto p~'(x) é
chamado a fibra de p sobre x. Se y € p~!(x), entdo y estd sobre x. Sep : Y — X e q: Z — X sdo aplicagds continuas,
entio a aplicagdo f : Y — Z preserva fibras se p = q o f. Isso significa que qualquer ponto y € Y que estd sobre x € X,
é levado em um ponto que também estd sobre x.

Definicdo 4.2 Suponha que X e Y sio superficies de Riemannep : Y — X é uma aplicaciio holomorfa ndo-constante.
Um ponto y € Y é dito um ponto de ramificagdo se ndo existe vizinhanga V de y tal que p‘v é injetora. A aplicagio p é
dita uma aplicagdo holomorfa sem ramificacdes se ela nio tem pontos de ramificagio.

Teorema 4.1 Sejam X e'Y superficies de Riemann. Entdo uma aplicagdo holomorfa ndo-constante p : Y — X ndo tem
pontos de ramificacio se, e somente se, p é um homeomorfismo local.

Demonstragdo: Seja p : Y — X sem pontos de ramificacdo e seja y € Y. Entédo existe uma vizinhanga V de y
tal que p|v é injetora. Como p é continua e aberta (Coroldrio 3.1), p mapeia o conjunto V homeomorficamente
em um conjunto aberto U := p(V).

Reciprocamente, assuma que p : ¥ — X é um homeomorfismo local. Entdo para qualquer y € Y, existe

2

uma vizinhanga V de y que ¢ mapeado homeomorficamente por p em um aberto de X. Em particular, p| , é

injetora e y ndo é um ponto de ramificacdo de p. m

Exemplo 4.1 Seja k > 2 um niimero natural e seja py : C — C dada por py(z) = z¥. Entdo 0 € C é um ponto de
ramificagdo de py e a aplicagio py : C* — C ndo tem ramificagoes.

Exemplo 4.2 exp : C — C* é uma aplicagdo holomorfa sem ramificages, pois exp é injetora em todo aberto V C C
que ndo contém dois pontos que diferem entre si por um miiltiplo inteiro de 27i.

5 Levantamento de aplica¢des

Definicdo 5.1 Suponha que X, Y e Z sdo espagos topoldgicos e p : Y — Xe f : Z — X sio aplicagdes continuas.
Entio o levantamento de f com respeito a p é uma aplicagio continua g : Z — Y tal que f = p o g, isto é, o seguinte
diagrama comuta.



Z— X

Figura 2: O levantamento de f com respeito a p

Teorema 5.1 (Unicidade do Levantamento) Sejam X e Y espagos de Hausdorff e seja p : Y — X um homeomor-
fismo local. Suponha que Z é um espago topoldgico conexo e f : Z — X é uma aplicagdo continua. Se §1,$2: Z =Y
sdo dois levantamentos de f e g1(z0) = g2(z0), para algum zy € Z, entdo g1 = .

Demonstracgdo: Seja T = {z € Z | g1(z) = g2(2)}. Note que, T é fechado, pois é pré-imagem da diagonal
A CY XY sobre a aplicagdo (g1,82): Z = Y X Y.

Agora observe que T é aberto. De fato, sejaz € T e seja g1(z) = g2(z) = y. Como p é homeomorfismo local,
existe uma vizinhanga V de y que é levada por p homeomorficamente em uma vizinhanca U de p(y) = f(z).
Como g1 e g» sdo continuas existe uma vizinhanca W de z com g;(W) C V. Agora seja ¢ : U — V a inversa

eWcT. Dai, T é

dep|,: V — U Comopog;= f, temos que giiw =gpo (f|w), i=1,2. Assim, g1|w = g2|W

aberto.
Como Z é conexo e T é ndo-vazio, entdo g1 = . [

Teorema 5.2 Sejam X, Y e Z superficies de Riemann, p : Y — X aplicagdo holomorfa sem ramificagbes e f : Z — X
uma aplicagdo holomorfa qualquer. Entdo todo levantamento g : Z — Y de f é holomorfa.
Demonstragdo: Seja ¢ € Z arbitrario e seja b := g(c) e a := p(b) = p o g(c) = f(c). Como p é uma aplicagdo
holomorfa sem ramificacdes, existem vizinhangas V de b e U de a tais que p|V : V — U é um biholomorfismo.
Considere ¢ : U — V ainversa de p|v.

Como g é continua, existe W aberto de c tal que g(W) c V. Mas f = p o g, implica que g|w =g@o ( f |w) e,
assim, g é holomorfa em c. n
Coroldrio 5.1 Sejam X,Y e Z supertficies de Riemann, p : Y — X e q : Z — X sdo aplicagdes holomorfas sem

ramificagbes. Entdo toda aplicagdo continua f : Y — Z que preserva fibras é holomorfa. Assim f é um levantamento
de p com respeito a q.

Definigdo 5.2 Sejam X e Y espagos topolégicos. Uma aplicagdo p : Y — X é uma aplicagio de recobrimento se todo
ponto x € X admite uma vizinhanga U tal que sua pré-imagem p~'(U) pode ser representada como

pan = v,
jel
onde V;, j € |, sdo abertos disjuntos de Y e toda aplicagio p)v_ : Vi — U é homeomorfismo. Em particular, p é
]

homeomorfismo local.

Exemplo 5.1 Seja k > 2 um niimero natural e seja py : C* — C* dada por py(z) = z¥. Entdo py é uma aplicagio de
recobrimento.

Seja a € C* arbitrdrio e escolha b € C* tal que py(b) = a. Como py é homeomorfismo local, existem vizinhangas V
de b e U de a tais que py v, Voo ué homeomorfismo. Entdo

pt(U) = VoUawVp U ..UV,

onde w é a k-ésima raiz da unidade, w = exp(2mi/k). Os conjuntos V; = W'V, j=0,1,..,k—1, sdo dois a dois
disjuntos e cada py|,, : V; — U é homeomorfismo.
7



Exemplo 5.2 exp : C — C* é uma aplicagio de recobrimento.
Seja a € C* arbitririo e b € C com exp(b) = a. Como exp é homeomorfismo local, existem vizinhangas Vo de be U

de a tais que exp v, Voo ueé homeomorfismo. Entdo

exp_l(U) = U Vi,

nez

onde V, := 2min + V. Claramente, V,, sio dois a dois disjuntos e cada exp v Vi = U é um homeomorfismo.

O seguinte teorema encerra este trabalho. Mesmo admitido sem demonstracdo, a qual se encontra em
[1] pagina 27, vamos aqui enuncid-lo devido sua importancia, pois estabelece a existéncia e unicidade do
levantamento sobre determinadas condig¢des.

Teorema 5.3 Sejam X e Y espagos de Hausdorff e seja p : Y — X uma aplicagdo de recobrimento. Suponha que Z
seja um espago topologico simplesmente conexo, conexo por caminhos e localmente conexo por caminhose f : Z — X
é uma aplicagdo continua. Entdo para toda escolha de pontos zy € Z e yy € Y com f(zp) = p(yo), existe precisamente
um levantamento f : Z — Y tal que f(z) = vo.

Um exemplo de aplicacdo do teorema anterior é o seguinte:

Exemplo 5.3 (Logaritmo de uma funcido) Seja X uma superficie de Riemann simplesmente conexa e seja f : X —
C* uma fungio holomorfa que ndo se anula em X. Vamos encontrar o logaritmo de f, isto é, encontrar uma fungio
holomorfa F : X — C tal que exp(F) = f. Mas isso significa que F é um levantamento de f com respeito ao recobrimento
exp:C— C.

Se xg € X e c € C é qualquer solugio da equagdo e = f(xo), entdo pelo Teorema 5.3, existe um levantamento
F: X — C com F(xg) = c. Por fim, pelo Teorema 5.2, F é holomorfa.

s
X — C*

Figura 3: O logaritmo de uma fung¢do
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1 Topological Aspects of O(U)

1.1 Locally Convex Spaces

Let k = R or C and consider any k-vector space V. A semi-norm on V is a function p : V' — [0, oo
satisfying two properties for all « € k and z,y € V:

e (Positively Homogeneous): p(az) = |a|p(x);
o (Subadditive): p(x +1y) < p(z) + p(y).

A semi-norm only differs from a norm by the absence of the requirement p(z) = 0 implying
x = 0, although the first property implies that p(0) = 0. Every norm is a semi-norm.

Example. On the real vector space Rla,b| of Riemann-integrable functions on the interval

[a,b], define p: R[a,b] — [0,00] by:

b
o(f) = / f(@)|dz

Then p is a semi-norm, but not a norm.

We can use these semi-norms to define a topology on V:
Definition 1.1. Given a family of semi-norms (p;);er, define Wy, .= (] {x €V :pj(x) <

""" 1<j<n
e¢}. Define the family 7 as the collection of all U satisfying the following condition:

"Given x € U, there is some W;, _; . such that z + W,



Then 7 is a topology for V', called the locally convex topology of V associated with the semi-
norms p;.

[ )

We need to check that this is in fact a topology. Let us take an arbitrary union of open sets
U = |J Uj. Hence, every x € U is contained in some Uj, for which there are €, i, ..., i, such that
jeJ
x+ Wi e CUj, CU,soU is open.

Now, given two open sets Uy, Uy and some x € U1NUs,, there are iy, ..., i, €, and j1, ..., Ji, €2 Such
that @ + Wi, i, CUrand x+ Wy, e, C Uz, and hence @ + Wi, i, 51, jpminfer e} C U1 MUz,
so their intersection is open. Obviously, V' and @ are open, so 7 is a topology.

If U is open, then for each z € U we have some W, (), i, (2),e(x) Such that x+W; @) i (2).e) C

U. In special, U = U (@ + Wi\ (@),....in(x)e(z)) Which implies that the sets x + W;

zelU
i1(x),.ein(z)EI
e(x)>0

form a topological basis for the locally convex topology as defined before.

17"'77;7176

Example. For every v € V and Wy, ;. ., the set x + W, _; . is open. In fact, given
ye 5174‘”@17...,1‘”,5; then Yy=x+z2 with z € VVil,...,in,E' Then y+Wil,...,in,efmazk{pik(z)} C x—{'Wil,...,in,m
since every element of the set on the left is of the form x + z + 2z, with 2 € W;, ;. . and
z7 € M/z‘l,...,in,e—mazk{pik(z)}; and that z + z1 € Wy, i, e, since for all iy we have p; (z 4+ z1) <
P (2) + pip(21) < pi (2) + € = map{p;, (2)} <e.

Example. By the triangle inequality, we we have Wi, i o + Wil iveo CWii i eites-

in7
By construction, each semi-norm p; is continuous and moreover V' is a topological vector space
if we endow V' with this topology:

Proposition 1.1. Endowing V' with a locally convex topology, then the maps V- x V' 3 (x,y) —
r+yeVand kxV 3 (a,x) — ax €V are continuous.

Proof. Take any open U C V', so we need to verify that the sets Wy 1= {(z,y) € VXV :2+y € U}
and Wy := {(o,x) € k x V :aw € U} are open in V' x V and k x V respectively.

Let (x,y) € W;. We need to find open sets V;,V, C V such that (z,y) € V3 x Vo € Wi,
Since z +y € U and U is open, there is some W, ;. such that (z +vy)+ W, .. C U. Pick
Vi=a+ Wi s and Vo i=y+ Wiy <, so that € Vi,y € V5 and, for all (Z,y) € Vi x
we have:

T+ye(x+ W,

N €
Stn, g )

Therefore T + 5 € Wy, so Vi x Vo C W7, as we wanted. The case for W, is similar.
[ |

As an application, define T}, : V' — V by T, (z) := = — y, which is continuous. Then the
map (p; o 1)) (z) = pi(Ty(x)) = pi(x — y) is continuous. Hence, for each i € I and € > 0 the set
{r eV :p(r—y)<e}isopenin V.

The next lemma gives a condition on the semi-norms to guarantee V' is Hausdorft:



Lemma 1.2. If the semi-norms p; separate points in the sense that:

r#0 = Fiel:p(x)>0

Then V is a Hausdorff space. Reciprocally, if V is Hausdorff then the semi-norms p; separate
points.

Proof. For any distinct x,y € V, we have x — y # 0 and hence there is some i € [ satisfying
pi(x —y) > 0 and in special there is € > 0 such that p;(x —y) = 2¢. Choose U, = {z € V :
pi(r —2) <€} and U, :={z € V : p;(y — 2) < €}. Then, both sets are open, x € U,, y € U, and
the sets are disjoint: if there were some z € U, N U,, we would have:

pilx —y) =pilr —z+z—y) < pi(z — 2) + pi(y — 2) < 2

A contradiction. Now, suppose V' is Hausdorff and pick some x € V such that p;(z) = 0,
for all ¢ € I. If z # 0 was the case, then by hypothesis there would be indices iy, ...,4, and
Ji,---, Jm and positive real numbers €;,€; > 0 such that 0 €¢ W, ;.o € x +Wj ., ., and
Wiy oimer V(@ + Wy o ey) = @ (in special, « ¢ Wy, . o). Since p;(x) = 0 for all ¢ € I, then
x € Wi, ._in..e and hence a contradiction. Thus = 0, ending the proof.

|

It goes without saying that Hausdorff topologies are always preferred. In our case, however,
the importance is even greater as Hausdorff locally convex topologies are metrizable:

Proposition 1.3. If {p;}ics is a countable family of semi-norms such that V' is Hausdorff with
respect to their locally convex topology, then d :V x V — [0, +o0o[ given by:

22 . pilr— )
1+ pz T — y)
Is a metric whose induced topology coincides with the one on V.

Proof. All the metric axioms except the triangle inequality and the property d(z,y) = 0 implies

x = y are trivial. To see the triangle inequality, note that the function z — - is increasing,

therefore if z <y then 7= < 1+ . Now, given x,y,z € V we have p;(z —y) = pi(r —z2+2—y) <

pi(x — z) + p;(z — y) which implies the following:

— - . pilr —2)+pi(z —y)
d(z,y) =Y 2702 i
&3) ; 1+pz:c— Z:: 1+ pi(e = 2) + pi(z — )
:iw pilz — ) i pi(2 —y)
— " 1+ pi(r—2)+pi(2 —y) L+ pi(r — 2) + pi(z — y)

=1

Z O g plr—2) i i LY g oy 4 d(z,y)

Suppose we have now d(«z, y) = 0. Then since every term in the series is non-negative, the
only option is (—) = 0 for all ¢+ € I, which implies directly p;(x —y) = 0 for all 7 € I. Since

14 1(75 K
V' is Hausdorff, then the semi-norms separate points, so x — y = 0, as we wanted.

At last, let us see why the topologies coincide. First we pick a ball B(zg,€) in the metric
topology and prove it is open in the locally convex topology. Take any x € B(xg,€) and some
r = r(€,x9) > 0 such that B(x,r) C B(xg,€). Let N = N(€,x9) > 0 be any integer such that



> 27" < L. It is enough to prove x + Wi,
i>N+1
appropriately later. In fact, for all y €  + W12 no We have y = 2 + 2z, with z € W7 5

hence p1(z2), ..., pn(2) < a. Hence:

Na C B(z,r), where a« > 0 will be chosen

N,o and

-----

N

N
i Pi\<) — « i r
dlyx) =3 2" 1+p +Z 1+p <1+a;2 3

=1 i>N+1

Therefore, we only need to chose a > 0 such that = Z 27" < %. Defining S := 2 27% then

=1

S depends only on 7 and the inequality above is achleved 1f and only if:

a ! e < i + d < < 71/23 s < !
-— (6] -— oO— [0 —_— [0
Ita 25 25 " 29 1—r/28 25 —r

Of course, for small € > 0 we have r > 0 also small, so the term 2S is bigger than r and the
denominator is well-defined. This gives z + W15 no C B(z,7), as we wanted.

I Ly

Now we only need to show that every set x + W;
will be done in three steps:

1.ine 15 open in the metric topology. This

1. Fizij. For each € >0, there is v =1(e) > 0 such that d(0,x) < r implies p;;(v) < .

In fact, from 27% ;7 i Z 2_Zlf o) = d(0,z) it follows that p; (x) < % The
claim follows since hrn 1— = 0
z—0 7T

2. Fizij and € > 0. If xg € V is such that p;,(xo) < €, then there is r = r(xo,€) > 0 such that
d(y, o) < r implies p;;(y) < e.

Set €1 := ¢ — p;;(x9) > 0. Then, there is r = (e, z9) > 0 such that d(0,z) < r implies
pi;(2) < e1. In special, if d(y,z¢) < r, then d(0,z9 —y) < r, so that p; (xo —y) < e =
€ — pi; (o). Rearranging, p;;(v) < pi; (o) + pi; (20 — y) < €, as wanted.

3. For each xy € W;, i, ¢, there is some r = r(xg,€) > 0 such that B(xg,r) C Wi, i e

L1yeees

Since zg € Wi, i, then p; (zo), ..., pi, (xo) < €. There are r;,,...,m;, > 0 depending only
on o and € such that d(y,zo) < r;, implies p;;(y) < e. Defining r := min{r;,, ..., 7, },
then d(y,z¢) < r implies d(y,x¢) < ri,...,7;, and hence p;, (y), ..., pi, (y) < €. In special,
B(zo,7) C Wiy i, as wanted.

n

4. Fach set x + W, < 18 open in the metric topology.

yeeeslng

Pick any yo € .+ Wi, i, e so that yo = x4+ 2z with z € W;, ;.. There is some r = r(yo, €)
such that B(z,r) C Wy, ., . and hence x4+ B(z,7) C x +W,, . .. The claim follows since
x+ B(z,r) = B(x + z,r) = B(yo, 7).

Therefore, the topologies coincide.



Our main result in this section can now be stated: if (p;);cs is a countable collection of semi-
norms separating points, then the locally convex topology 7 in V' is metrizable. This fact will be
useful in this text since in metric spaces a set is compact if, and only if it is sequentially compact.

Finally, in Hausdorff topologies limits are uniquely defined. As in any topological space, we
say that a sequence (z,),en converges to z if for every open set U 3 x, there exists some N € N
sufficiently big such that n > N implies x,, € U. Without loss of generality, we can choose each U
being a basis element. We can translate the convergence of sequence in terms of the semi-norms
as follows:

Proposition 1.4. A sequence x, converges to x in the locally convex topology of V defined by
the semi-norms (p;)ier if, and only if lim p;(x — x,) =0, for everyi € I.
n—oo

Proof. Suppose x,, — x and let ¢ € I and € > 0 be given. Then, x + W, is an open set containing
x, so there is some N > 0 such that n > N implies z,, € x + W, i.e, x,, = x + y, with y € W, .
In special, p;(x — z,,) = pi(y) < € for n > N, which is the same as lim p;(x — z,,) = 0.

n—oo

Suppose now lim p;(z—x,) = 0 for all i € I and pick any basis element z+W,, _; . containing
n—oo

x. For this € > 0, there are Ny, ..., N;, > 0 such that n > N;, implies p;, (v — 7,) < €. Let
N :=max{N;,, ..., N; }, son > N implies n > N;,, ..., N;, so that p;, (x — z,,), ..., pi, (x — ) < €.
Finally, for n > N this implies that 2, € z+Wj, 4, ., since x, = v+ (z, — ) and p;, (z, —7) < €
for1 <5<k

[ |

1.2 Compact-Open Topology

Let U C C™ be any open set and let 6(U) be the family of all continuous maps f : U — E,
where E is some Banach space. Define the family of semi-norms pg : 6(U) — R indexed by all
compact sets K C U by:

pr(f) = iglng(rr)HE

The supremum is well-defined since continuous maps in compact sets are bounded and all
the properties of semi-norms are readily verified. Moreover, this family of semi-norms even sep-
arates points: if px(f) = 0 for all compact K C U, then since points are compact we would get
|| f(@)||le = py(f) = 0 so that f(x) = 0, for every x € U and hence f = 0. However, to apply
proposition 1.3 we would require the additional property of countability of the family (px ), which
is false in general. To fix this problem we introduce the notion of compact exhaustions:

Let X be any topological space. A compact exhaustion of some open U C X is a sequence of
compact sets Ky = (K;);en satisfying the following requirements:
o0
i=1
2. K; C f(i+17 for all ¢ > 1.
In C™ it happens that every open set admits a compact exhaustion with an "additional prop-

erty":

Lemma 1.5. Fvery open U C C™ admits a compact exhaustion (K;);en such that every compact
set K C U s contained in some K., for ix € N.

bt



Proof. Define K; := {x € U : « € B[0,i] and d(z,U¢) > 1}. Each K; is the intersection of two
closed sets contained in some closed ball. Since in C" all closed balls are compact, then each K;
is a closed set contained in some compact set, and hence compact itself.

Moreover, defining V; := {x € U : x € B(0,4) and d(z,U°) > %}, then K; C V; C K.
Since V; is open, then ea{u}ch r € K; is contained in V; and hence in some open ball contained in
‘/; C Ki+1. ThUS, KZ C Ki+1.

Since each U¢ is closed, then for each x € U we have d(z,U¢) > 0. Hence, there is some i, € N
such that d(z,U¢) > i Moreover, there is iy € N big enough so that € BJ0,1], so choosing

o0

iy := max{i,, i} we have x € K;, and hence U C |J K;. The other inclusion is trivial since each
i=1

K; is contained in U.

This proves that (K;);ey is a compact exhaustion of U. The special property is proved as
follows: by properties (1) and (2) we have U = |J K;. Then, for each compact K C U the family
i=1
(K;)ien is an open covering of K. By compactness, we have K C K; U...UK;, C K;; U...UK;.
Since the sequence K; is increasing by property (2), then the last union is just K, and hence

K C K.
|

As noted, the "special property" is actually satisfied for every compact exhaustion of U. We
then define the compact-open topology as follows:

Definition 1.2. Let U C C™ be open and let (K;);eny be a compact exhaustion of U. The
locally convex topology on 6 (U) (as continuous maps between U and some fixed Banach space
E) generated by the semi norms:

pr, - 6(U) —R
fr= sup || fl[e
rzeK;

Is independent of the compact exhaustion and is called the compact-open topology on 6 (U).

L]

Let us show that the topology is in fact independent of the compact exhaustion. Let Ky
and Cy be two compact exhaustions of U. First we show that each Wy, . is open in the

topology defined by Cy. Pick some f € W itoinse S0 that pr, (f) <e foralll <j<mn,andin

special maxlgjgn{p;(ij(f)} < e. We need to find indices ji, ..., j,, and some €; = €;(f) > 0 such
that f+ Wg

W
U)sJ1y--+3Jm€1 Ky i1, sin,€

In fact, each compact Kj;, is contained in some Cj,, so for each 7, we pick the corresponding
Jir and set €; = € — maxlgjgn{p&.j(f)} > 0. Every g € f4+ We ... jn.a is such that g = f + hy,

with hy € Wey,. . Then, forall 1 <k <n:

pr, (9) < prc, (f) + pr, (hg) < prc, (f) + pey, (hy) < pic, (f) + € — maxicj<n{pr, (f)} < €

Which implies g € Wy, . and hence f+We . . C Wg . as we wanted.
Since locally convex topologies have the property that the map (x,y) — x +y is continuous, then
for each open U the set 2 + U is again open'. Thus, every element f + W . of the basis

Ustlsensin

Lz + U is the image of U by the homeomorphism T, (y) := z + y.



of the topology generated by Ky is open in the topology generated by C’U. We repeat the same
argument to prove the converse, so both topologies must agree.

Lemma 1.6. The compact-open topology of € (U) is metrizable.

Proof. Let Ky be any compact exhaustion of U. By proposition 1.3, we only need to check
that the semi-norms pg, separate points. Let f € “€(U) be some continuous function such
that pg,(f) = 0, for all i« > 1. Given any x € U, we pick some ig such that x € K;,. Then

[f(@)le < sup [|[f(Ylle = px,, (f) = 0 and therefore f(x) = 0. Since this was done for an
yeK;,
arbitrary x € U, it follows that f = 0.

In terms of limits, the compact-open topology has the important characterization:

Proposition 1.7. A sequence (f,)nen C 6(U) converges to f in the compact-open topology if,
and only if for every compact K C U we have f"|K — f‘K uniformly.

Proof. Let Ky = (K;)ier be a compact exhaustion of U. Suppose first f,, — f in the compact-
open topology and pick any compact K C U. There is some 7 such that K C K;,. Then:

sup 1f(x) = fu(@)lle < sup |[f(2) = ful@)lle = pr;, (f = fn) =0

LEEKl‘O

So fulk — f|x uniformly. If now for every compact K we have f,|x — f|x uniformly, then in
n—o0

special sup ||f(z) — fu(x)||g — 0 for every i € N, which is the same as lim pg,(f — f.) = 0.
rzeK; n—00
|

The last proposition is why the compact-open topology is called the topology of compact
convergence.

1.3 Montel’s Theorem

Having a nice topology on 6(U), we will investigate compactness on O(U) endowed with the
subspace topology, in the special case U C C". This will be done by proving Montel’s theorem,
a generalization of the Heine-Borel theorem for the compact-open topology.

Some definitions will be necessary:

Definition 1.3. Let X be a metric space and E any Banach space. Let & be any set of continuous
functions f : U — FE, with U C X open. Then:

e % is bounded if for every compact K C U there is a constant My > 0 such that:

supsup || f(z)|[p < Mk
fEF zeK

For every f € &.

e % is called equicontinuous if for every ¢ > 0 there is § = d(¢) > 0 such that:
1f(z) = fy)lle <e
For every z,y € U such that d(z,y) < § and for every f € F.

7



e % is called locally bounded if for every a € U there is some open V' 3 a such that F |y is
bounded, and % is called locally equicontinuous if for every a € U there is V' 3 a such that
F |v is equicontinuous.

[ )

It follows that if & is locally bounded, then so is F when we endow this set with the compact-
open topology. In fact, for any a € U we pick V' > a open such that F|y is bounded. Then,
for any compact K C V and f € F we may write f = hm fn, where the limit is of compact

convergence. There is a constant My > 0 such that sup || fn( e < Mg, for every n > 1 and
zeK
therefore sup || f(z)||g < Mk, so every f € F
zeK

Of course, every equicontinuous ¥ is such that ¥ C “6(U). In the very special case of
holomorphic functions, local boundness is sufficient to ensure local equicontinuity:

Proposition 1.8. For E = C™ and U C C" open, a locally bounded family & C O(U) is locally
equicontINUOUS.

Proof. We will work with the maximum norm on E. Pick any a € U, so by local boundness there
is some open neighborhood V' 3 a such that & |y is bounded. Choose r > 0 such that P,(a) C V,
so there is a constant M > 0 such that |[f|zGllec < M, for all f € F. Here, P(a) :={z € U :

||z — al]|se <7} and later we shall use T}.(a) := {z eU: |z, —ar| =, for all 1 <k <n}.
Fix K := P%(a). By the Mean Value Theorem for R?", we have, for any f € F

1F (@) = FW)lloe < |z —y||oo§él[13|lszH

Where ||Df.|| = sup ||Df.(2)||s is the operator norm. The main step in the proof is to
l|z]loc=1

estimate the operator norm using the Cauchy Integral Formula. We have:

afl - afm
Df, —=x
0= (3 5 3
Assume without loss of generality that the maximum in the definition of || - || is achieved in
the first entry. Fixing x such that ||z||.c = 1 and z € K, we get:

8fl 8f1
B (Z L) |-[:
O 3f1
< — < -2
< 2 (g | S max [50)
Taking the supremum in ||z||oc = 1 we have ||Df,|| < n max ai( )|. To estimate g—i(z)

we first remember that we are only interested in z € K = P%( a). For ¢ € T,(a), the estimate
|k — zk| > § holds and Cauchy’s Integral Formula reads:

5o ()= (%)ﬁ GEDE (fk@k) E—a™

The norm of the above is easily seen to be bounded by an expression of the form CM where
C' is some constant. In special, SEE IDf.]| < n€Y. Given any € > 0 and choosing & := —Z—, for
any f € F we have ||f(z) — f(¥)||lo <€, given that ||z — yl|e < 0.

]



We now state Arzela-Ascoli’s theorem for C":

Theorem 1.9 (Arzela-Ascoli). Let K C C" be compact and E be any finite dimensional Banach
space. Suppose F C 6(K) is equicontinuous. Then, any bounded sequence (fn)nen C F contains
a subsequence converging uniformly on K.

Corollary 1.9.1. Given an open U C C" and a locally bounded and locally equicontinuous se-
quence (fn)nen, then there is a subsequence converging locally uniformly.

Proof. Set & := {fi, fa,...}. Pick some small open neighborhood V' of U where ¥|y is both
equicontinuous and bounded. Since C™ is locally compact, we can shrink V' if necessary to ensure
that V' C U and V is compact. We then apply the Arzela-Ascoli theorem on V.

|

Corollary 1.9.2. FEvery locally bounded sequence (f,) of holomorphic maps f : U — C™ admits
a convergent subsequence in € (U) with the compact-open topology.

Proof. By proposition 1.8, the sequence is locally equicontinuous. Then, our last corollary implies
that for each a € U there is an open neighborhood V,, 3 a such that f,|y, converges uniformly to
some function fy, : V, — C™. We then define the global map f : U — C™ by f|y, := fv, and note
that this map is well-defined (since limits are unique as the compact-open topology is Hausdorff)
and continuous, since for each a € U there is a neighborhood V, of a such that f|y, = fy, is
continuous.

For any compact set K C U, choose points a4, ...,a, € K such that K C V,, U...UV, . Let
¢ > 0 and choose Ni(¢), ..., N,(€) > 0 such that € V,, and n > N; implies |f,(z) — f(z)| < 5.

For N = max{Ny, ..., N, }, we have x € K and n > N implies |f,(z) — f(z)| < ¢, since z is in
some V;. Hence, f, — f uniformly in compact sets.
[

Theorem 1.10 (Montel). Let U C C" be open and consider any family F of holomorphic maps
f:U — C™. Then, the following are equivalent:

1. F is locally bounded in €(U);

2. The family F is relatively compact on O(U).

Proof. (1) = (2): If ¥ is locally bounded, so is &. Thus, any sequence ( fn) C F is locally
bounded and hence by the last corolary there is a converging subsequence. Thus, & is sequentially
compact. Since the compact-open topology is metrizable, this implies that & is compact.

(2) = (1): Fix an exhaustion K. For any compact K C U, let K, be any compact set in the
exhaustion containing K. Then, the map ¢ : F — [0, +00) given by ¢©(f) = pk,(f) = sup ||f(z)]|

zeKy
is continuous since the semi-norms defining the locally convex topology are all continuous. Since

F is compact by assumption, then (%) is compact in [0, +00) and hence bounded. In special:

supsup || f(x)|] < sup sup |[f(z)]| < +o0
fEF zeK feF #€Ko

So ¥ is locally bounded.



2 The Riemman Mapping Theorem

2.1 Biholomorphic and Proper Mappings

Let U C C" be open and consider any holomorphic f : U — C™. Then f is biholomorphic if
f(U) is open and f is a bijection onto its image with an holomorphic inverse f~!: f(U) — U.
We have the following lemma:

Lemma 2.1. Let U C C" be open and consider a biholomorphic map f: U — C™. Then m =n
and det Df, # 0 for alla € U.

Proof. We have m = n since the differential is an isomorphism between vector spaces.

Since 1 = detid¢r = (det D ff_(i))(det Df,), then det Df, # 0, as wanted. Another way to see
|

A map f:U — V with open U C C" and V C C™ is proper if it is continuous and f~!(K)
is compact, for all compact K C V. We say that a sequence (z,) C U escapes to infinity if every
compact set K contains finitely many terms of (z,) in the sense? that [{n € N: 2z, € K}| < ooc.
From now on, every time we say " K contains finitely many n such that z, € K", we really mean
"there are finitely many n € N such that z,, € K". The next characterization will be useful:

Lemma 2.2. Let f: U — V be continuous. Then, f is proper if, and only if for every sequence
(zn) escaping to infinity on U, the sequence (f(z,)) escapes to infinity on V.

Proof. Suppose f is proper and pick a sequence (z,) escaping to infinity. Take any compact K C V
and suppose there are infinite terms {f(21), f(22),...} on K. But then {z1,20,...} C f7}(K) is
infinite and f~'(K) is compact, so (2,) cannot escape to infinity, a contradiction. Thus, (f(2,))
escapes to infinity on V.

Assume now that for all sequences (z,) escaping to infinity on U, the sequence (f(z,)) escapes
to infinity on V. Suppose there is some compact K C V, such that f~!(K) is not compact. Since
f is continuous, this would imply that f~!(K) is closed, but not compact and hence unbounded.
We can now take a sequence (z,) C f~'(K) such that |z,] > n, for all n > 1. This sequence
clearly escapes to infinity, so the sequence (f(z,)) C K also escapes to infinity. Hence, there are
only finitely many f(z,) C K and thus finitely many z, € f~*(K)3, a contradiction.

[

Lemma 2.3. Let U C C" be open and (2,) be a convergent sequence in U. Then (z,) C U escapes
to infinity if, and only if (z,) — OU.

Proof. Suppose (z,) escapes to infinity and suppose z, — z with z € U. Then the set K :=
{z1, 29, ...} U{z} is compact, a contradiction since K contains infinitely many terms of (z,). Since
z € U, it follows that z € 9U.

Suppose now that (z,) — OU and take any compact K C U. If there were infinite terms of
(z,) in K, then there would be a converging subsequence (z,,) — z with z € K. But since (z,)
is convergent and converges on QU, every subsequence would converge to the same limit in OU.
Since z ¢ QU , this is a contradiction. Hence, there are finitely many terms on K and (z,) escapes
to infinity.

|

2We could instead require |{21, 22, ...} N K| < oo for all compact K, but this would be a bad definition since
any constant sequence would escape to infinity.
3We use here the fact that [{j € N:z; € f~Y(K)} = |{k € N: f(z) € K}
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2.2 Riemman’s Theorem

For the rest of the section, we will fix the notations B}(0) := {z € C" : ||z||2 < 1} and P}*(0) :=
{z € C" : ||z|| < 1}. Hence, B}(0) is the euclidean unit open centered at the origin, and Pj*(0)
is the unit polydisc. We will need to lemmas before the main theorem:

Lemma 2.4. Suppose f: D — C™ is holomorphic, where D C C is open and connected. Then if
2z || f(2)|]2 is constant, so is f.

Proof. Write f = (f1, ..., fa). If [|f(2)||]a = 3_ f,f; is constant, then deriving in Z we get Y fjf_; =
j=1 j=1

n J—
0. Deriving this last expression in z, we get 0 = > fiff = > |fj|?, so each component f] is
j=1 =1

J
individually zero. Since our domain is connected, we have that f is constant.
|

Lemma 2.5. Let U C C be open and f, : U — C" be a sequence of holomorphic functions

converging uniformly on compact sets to a holomorphic function f : U — C". Then ‘9f = lim %LZ"
n—o0

Proof. By doing computations component-wise, it is enough to show the theorem for n = 1. As
the convergence is compact, it is also locally uniform. Let zy € U be any and choose some open
ball B = B(z, €) such that B(zp,€) C U and such that the convergence is uniform inside this ball.

= faB (ZO wrdw. However, the map w —
f(w)

Jn(w e uniformly on 0B. We may then pass the limit

By Cauchy’s integral formula, a—f( 0) =
)
w)?

is bounded on dB, and hence =
outside the integral:

of . _ 1 f(w) 1 fn(w) 9 fn
%(ZO) B 2_7%/(93 (z0 — w)? dw = nl—mo 2mi /33 (z0 — w)2d B nh—>oo§

(20—

Theorem 2.6 (Riemann’s Mapping Theorem). There is a biholomorphism F : P*(0) — B}(0)
if, and only if n = 1.

Proof. For n > 2, assume there is a biholomorphic map F : P*(0) — B}(0). We will define two
important maps:

e For every w € P!(0) define the map F,, : P/ *(0) — C" by z — 0,F(z,w);

e Pick any sequence (2;) C P '(0) such that 2, — 9P '(0) and define the maps Fj :
PL(0) = B(0) by w — F(Zj,w).

Note that each Fj is bounded above by 1, since their image is contained in B}'(0), and hence
the family {F};};>1 is uniformly bounded by 1. Since the sequence is contained in O(P(0), C"), we
may apply Montel’s theorem to assert the compactness of { F1, Fy, ...}. Hence, most certainly there
is a convergent subsequence of (Fj}),>1 in the closure, with respect to the compact-open topology.
Call this subsequence (F,,);>1 and remember that convergence in this topology is equivalent to
compact convergence. As any sequence of holomorphic functions converging uniformly in compact
sets, the limit function ® : P!(0) — B}(0) is holomorphic. To simplify notation, we will assume
that & = }LI?O F} in the compact-open topology.

Since #, converges to the boundary 0P *(0) = {z € C" : |z,| = 1, for some 1 < k < n — 1},
then the sequence (2, w) converges to P;(0), for any w € P}(0). Set a, = ®(w) € B}(0), and
let us prove a,, € 9B7(0). Were this not the case, then a,, € B}'(0) would be true, and:

11



lim (2j,w) = F~' lim F(Z;,w) = F '(a,) € F71(B}(0)) C P"(0)

Jj—o0 j—ro0
But we just argued lim (Z;,w) € dP/*(0), therefore we would have P""'(0) NPy '(0) # @,
j—o0

a contradiction since PJ""'(0) is open. This implies directly that ®(P(0)) € dB7(0). As such,
the map w — ||®(w)]|2 is constant and equal to 1, but this already implies that ® is constant!
As such, one has:

0=3®"(w)=lim F, (w) = lim F,(Z,)
j—oo Y j—o0 J
Since this is true for any sequence converging to the boundary, we can continuously extend F,,
to the boundary Pj""*(0) by zero. By the Maximum Modulus Theorem, it follows that F,, = 0.
If e, = (0,0,...,0,1) is the last vector of the canonical basis for C" and z € P *(0),w € P(0)
are any, then:

_OF OF, oF,

0=Fu(2) = %(zl, oy 1, W) = (%(zl, U 11) I %(zl, ...,zn_l,w)) = DF_. ) (en)

Then, the last column of the Jacobian matrix of F' is zero, so det (DF(ZM)) = 0. But this

cannot happen, since F' is biholomorphic.

2.3 Cartan’s Theorem

By our last theorem, one cannot guarantee a biholomorphism between any two open sets of C".
However, given a suitable generalization of the Schwarz Lemma, one can characterize biholomor-
phisms in many cases. This generalization is called Cartan’s Theorem, and is proved in this
section.

A polynomial P : U — C with open U C C" is homogeneous of degree d if P(sz) = sP(z),
for all z € U and s € C. An example would be P(z,w) = z?w + iw?, which is of degree 3. A
vector-valued polynomial P : U — C™ is homogeneous of degree d if each component is.

For every multi-index v with |a] < d and homogeneous polynomial P of degree d, we have
D*P(0) =0. Let U C C™ be open, a € U and r € RZ be a polyradius such that P,(a) C U. On
P,.(a) we have the Taylor expansion of any holomorphic f: U — C™ as follows:

f(z) = Z Dozf(a)(z —a)®, zé€ Pa)

aeN™

Moreover, we have Cauchy’s estimates [D® f(a)| < % silru() | I1f(2)]]-
z€lr(a

Theorem 2.7 (Cartan’s Theorem). Let D C C" be a bounded domain, f : D — D holomorphic
such that f(a) = a and Df, = idp for some a € D. Then f = idp.

Proof. Without loss of generality, suppose U 2 0 and a = 0. We can factor out the Taylor series
for f as:

CED 3D SELOR:

k>0 |o|=k

12



This expansion is valid in some polydisc P,(0) such that P,(0) C U. The part of k = 0 is zero
since f(0) = 0, and the part £ = 1 equals:

O 021+ ..+ 2L (0)z, = <%(0)z %(O)zl)TJr ot (%(O)zn,... %(O)zn>T

0z, 0zn, 0z b 92 0z, "0z,
z
et ()N (1) IR (1) Z;
= . . | =Dfo(z) ==
) o) . 220/ |,

There can happen that the terms k = 3,4,..., N — 1 are all zero. In any case, we are able to
write:

[ =zt + S D:!f (0)2°

k>N+1 |a|=k

Defining pi(z) == > D:!f (0)z“, then each py is an homogeneous polynomial of degree k and
la|=k
we get the expression f(z) = z+ pn(2) + . pr(2). In special, for any multi-index « with
k>N+1
|a| = N we have D*f(z) = D*pn(z). Composing f with itself we get the following expression:

PP(2)=f(f(2) = f+pn) + D pil(2)

= z4pn(2)+ D pl(2)+py <z+pN(z)+ > pk(z)>+ > m <z+pN(z)+ > pk(z))

=2+ 2pn(2) + O(N +1)

Where O(N + 1) stands for homogeneous polynomials of order > N + 1. Iterating this £ € N
times, we get f%(z) = z + py(2) + O(N + 1). For any multi-index o with |a] = N we have
D*ft(z) = £D%py(z), since the derivative of order N at zero of any homogeneous polynomial of
order > N + 1 vanish. But it was concluded before the equality Dpy(z) = D f(z), and hence
D f4(0) = (D" (0).

Since f maps D to itself, so does f2, f3,..., f¢. As a consequence, {f(2) : z € D} C {f(2) :
2z € D}, 50 || fls < |f|loe- Since D is bounded, this argument shows that there is some M > 0,
independent of ¢, satisfying || f*||oc < ||f]lcc < M. Therefore, by Cauchy’s estimates:

|
M > ||D )| = 1D fO)]

al
= ||Df(0)|| £ —
D)) < 2
Taking ¢ — oo, one sees that D®f(0) = 0, for all multi-index « such that |a| = N. In special

pn = 0. We can now write f(z) = 24+ pni1 + >, pr(2) and repeat the process to conclude
k>N-+2
PN = Pn+1 = ... = 0, and hence f(z) = z at least on P.(0). Now, f and idp are analytic and
equal on a small polydisc around the origin, so by analytic continuation they are equal on D.
Hence, f = idp.
|
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A circular domain is a domain U C C" such that z € U implies ez € U, for all § € R. For
example, polydiscs are circular domains.

Corollary 2.7.1. Let Dy, Dy be bounded circular domains on C" such that 0 € Dy N Dy and
f: Dy — Dy is a biholomorphic mapping satisfying f(0) = 0. Then f is linear.

Proof. Let t € R be any and define F; : Dy — Dy by Fi(z) :== f~!(e7 " f(e"z)). Then F;(0) = 0
as is easily seen. Moreover, letting p; := €'z, then F; = f~1 o (p_4) o f o (p;) and thus:

Fl=f"o(p ) o f o(p))

Of course, the Jacobians of the maps p; are diagonal and hence each p} is in the center of
GL(n,C). We may then commute them in the expression of F] as we like, ending up with
F! = f~Y0o f' = id, since p’, = (p,)~'. We are then in the hypothesis of Cartan’s uniqueness
theorem, so Fy(z) = 2. This implies directly e f(2) = f(e'z).

In a small polydisc P,(0) such that P,.(0) C Dy N Dy we may write f(z) = Y p;(z), where
Jj=0
each p; is an homogeneous polynomial of degree j. Consider the next two equalities:

fletz) =€y pi(z) =D e"p,(2)

Jj=0 J20
Fe's) = Y pile) = 3 iy (2)
Jj=0 Jj=0
Which implies without trouble 0 = Y (e — e®)p;(2) = 3 p;(2)e®(e!V=Yt — 1). Hence, for
320 Jj=0

J # 1 we must have p; =0, so f = p, at least on P,(0). By analytic continuation, f = p; on D;
and hence the linearity follows.
|

As an application, let us characterize all biholomorphisms f : P/*(0) — P(0). We will prove
that every such biholomorphism is of the form:

f(Z) =P (eiel 14 02 2~ ew”—zn —n )

1—a1zy  1—ag2 1 —a,z,
Where a € P/*(0), § € R™ and P is a permutation matrix. Take « € P[*(0) such that f(a) =0
and define ¢,(z) := < 2101 - 2342 et ) The map ¢, satisfies the following properties:

l-aiz1’ 1—a222? """ 1—anzn

e ¢, : P'(0) — PP(0) is a biholomorphism;

* (Ya)™' = poa-

Set g := f o p,, and note that ¢(0) = 0. Since g : P*(0) — Pp*(0) is linear, let (b;;);; be
it’s matrix, where each b;; is a complex number. Let 2% := ((1 — % \EI’ an (1= %) ‘Z:‘ so that
|| < 1 for all 1 <4 < n and k > 1. This implies 2** € P(0), so g(z*) makes sense and
mMoreover:

A N 2l
11 12 1n bin
(1 - P
g(z") =
bnl an bTm .
bin
(1= 252
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The ¢’th component of g(z**) is (1 — $)|ba| + ... + (1 — )|bin|. Since g(z*) — Pp(0) =
PL(0) x ... x P}(0) as k — oo, the #’th component goes to P}(0) and hence |b;1| + ... + |bin| < 1.
Now, COHSldeI' the points w’* = (0,0, ...,0, (1 — %), 0,...,0), where the only non-zero entry in the
j’th one. Then each w’* lies in P"(O) and converges to OP]'(0) as k — oo and in special escapes
to infinity. Since g is proper, g(w’*) escapes to infinity as well (and converges, as we will see just

bellow), so g(w’*) — OP(0). However, we have:

g(w*) = ((1 — %) bij, .o <1 - %) bnj)

The limit point is (b1}, ..., bnj). The boundary of our polydisc consists of all points (21, ..., zy)

such that max |z = 1 and hence we get max |b;;| = 1. The conditions:
1<i<n 1<i<n

o [bin| + ...+ |bin] <15

* max bij| =1

Say that each row of (|b;;|) sums to at most 1 and each column has at least one element of
norm 1. It is not hard to see that this implies that each column has exactly one element of norm
1 (and the rest is zero!), so g is a permutation matrix. We can define a permutation o by the
condition |bj ;)| = 1.
i6;

Now, write bjq(;)

9(2) = (€™ 251y, ..., €97 25()). Then:

n
e so in special g¢(2)y = > bpeze = e”’kza(k) and hence
=1

_ _ 21_61 ZQ—BQ Zn_ﬁn
f(2) = g(p-al2)) = g(1 b vt

_ ewl Ro(1) — ﬁo(l) ,€i92 Ro(2) — 60 - 67'6 Zo(n) — 60 (n)
I Bcr(l)za(l) 1 - ﬂa 2)%0(2) Bcr Zo(

)

For g = —
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Funcoes de Varias Variaveis Holomorfas
Dominios de Fatou Bieberbach

Rodolfo Cesar Macedo Soares

1 Introducao

Dado um domifnio (um aberto e conexo) U ¢ CV, podemos perguntar se
existe um biholomorfismo, i.e. uma bijecdo holomorfa de inversa holomorfa,
entre U e CV.

No caso de N = 1, sabemos que isso é impossivel pela combinacao dos
seguintes teoremas classicos de analise complexa em uma variavel:

Teorema 1.1 (Teorema de Liouville). Seja f : C — C holomorfa. Se |f| é
limitada, entdo f € constante.

Teorema 1.2 (Teorema do Mapeamento Conforme de Riemann). Seja U &
C conezo e simplesmente conexo, existe ¢ : U — D(0, 1) biholomortfa.

Afirmacgao. Nao existe biholomorfismo entre C e U C C.

Demonstracao. Seja f tal funcdo. Pelo teorema de Riemann, existe biholo-
morfismo ¢ : U — D(0, 1), a composigao go f : C — D(0, 1) seria holomorfa
e limitada, concluimos que seria constante. Isso contradiz que f seja inversi-
vel. O

Fazendo a mesma pergunta para o caso CY com N > 2, conseguimos
provar a existéncia de tais dominios que sao denominados Dominios de Fatou-
Bieberbach. Uma maneira conhecida de construi-los usa recursos de dinamica
pois, surgem como bacia de atracio de automorfismos de CV.

Nesse texto, focaremos no caso N = 2, seguindo as ideias apresentadas
em [3], onde exploramos a teoria de dindmica para a construgao da prova e
os exemplos sdo (um pouco) mais simples.
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Figura 1: Conjugacao de mapas

2 Um pouco de dindmica complexa

Estamos interessados na dinamica por iteradas de fungoes

Definicdo 1. Considerando uma funcio F : U ¢ CV — CV, sejap € U
um ponto fixo de F. Dizemos que p é ponto fixo atrator de F se todos os
autovalores \; (i = 1,2,...,n) de F'(p) sdo tais que 0 < |\;| < 1.

Definicao 2. Sejam U,V C C" abertose F : U — U e G : V — V mapas
holomorfos. Dizemos que F' e G sdo conjugados se existe um biholomorfismo

P tal que,
GodP=doF.

Em outras palavras, diagrama na figura 1 comuta.
Observando que, por ¢ ser biholomorfismo, poderiamos escrever:

G=PoFod !

implicando que estudar G é o mesmo que estudar F' sob uma mudanca de
coordenadas.

Nesse caso, consideramos que as fungoes representarao o mesmo sistema
quando observadas as propriedades que dependem das caracteristicas topolo-
gicas e holomorfas das fungoes em questao. Em particular, ® preserva pontos
fixos e seus autovalores.

Fixando N = 2, temos interesse em encontrar uma conjugacao local para
vizinhanca de um ponto fixo, a ideia é reduzir as possibilidades de dinamica
local em relagdo aos pontos fixados. Antes, um lema preliminar:

Lema 2.1. Seja F : U C C? — C? holomorfa em U e p € U um ponto fizo
atrator. Entdo existe vizinhanca V C U conexa e simplesmente conexa, com

p €V, tal que F(V)C V.



Demonstragio. Por translagio, podemos supor que p = 0 = (0,0) € C? e
sejam A, p seus autovalores.

Facamos a seguinte observagao, seja A € My(C) inversivel, escrevendo
como A(z) a transformacao linear induzida por essa matriz e A~!(z) sua
inversa. Em particular, A(z) ¢ biholomorfismo em C2.

Pela regra da cadeia temos:

(A' o Fo A)(2) = AV F/(A(2)).A (1)

Seja € > 0 definimos a seguinte matriz:

e 0
E= lO 62]

Seja P € My(C) a matriz inversivel que leva a matriz F’(0) a forma
candnica de Jordan e denotando como ¢(z) a transformacao linear induzida
pela matriz PE, calculamos:

(o Foplo)= [y

0 pn

com v € {0,1}.
Seja G = p~loF oy, ela é diferencidvel na origem e pensando na expressao
em série de poténcias, podemos escrever:

G(r,y) = (Av + vey, py) + h(x,y) (2)

com os termos de h(z,y) todos com ordem maior ou igual a 2.

Por hipétese vale |A|, |u| < 1. Tomando € e r suficientemente pequenos,
temos que G(B(0,7)) C B(0,r). J& que ¢ é mudanga de coordenadas linear,
existe aberto V' conexo e simplesmente conexo satisfazendo a propriedade em
relacdo a F. O]

Notando que a demonstragao poderia ser estendida para N > 2, e o caso
N =1 é anélogo (nao precisamos pensar na diagonalizacao).

Definigao 3. Sejam A\, u#0e k € {1,2,...}, definimos os mapas C*> — C?%:

L)\,,u : (I,y) — ()\ZE, :uy) (3)
Evi: (2,y) — (A, Ay +2")) (4)

Ambos os mapas sao biholomorfismos de C?, tem como tnico ponto fixo
a origem e as constantes determinam a caracterizagao do ponto fixo.



Teorema 2.1. Seja F: U C C* — C? uma fungio holomorfa e p € U seja
ponto fizo atrator de F' cujos autovalores X\, de F'(p) satisfazem

0<ul <N <1
Existe vizinhangca V' C U onde ocorre uma das possibilidades:
1. Se A\¥ £y para todo k, entio F € conjugada d Ly, em V
2. Se 3k : \F = p, entio F € conjugada d Ly, ou a Eyy em V.

A ideia da demonstracao é, utilizando técnicas de andlise, encontrar co-
ordenadas locais por um mapa biholomorfo, que conjugue a funcao com as
funcgoes citadas.

Demonstrag¢io. Escrevendo F(z) = F(z,y) = (f(x,y),g(x,y)) e seguindo a
ideia do lema 2.1, podemos assumir que o ponto fixo é a origem, e a matriz

F’(0) é dada por:
A0
Vo

com v < 1. Observando que aqui fizemos uma pequena alteracao na cons-
trucao para que a matriz na forma canodnica seja triangular inferior, a prova
fica um pouco mais limpa dessa forma.

Passo 1: Existe vizinhanca V' C C? da origem, onde conseguimos expres-
sar F' como série de poténcias:

z=(x,y)— Az +vy+- - uy+---) (5)

observando que os termos omitidos pelas reticéncias tem ordem > 2.
Utilizando o lema 2.1, podemos reduzir a vizinhanca V', de forma que,
para algum p < 1, vale:

|F(2)] < plz],Vz € V.
Denotando as iteradas de F' por:

F't i (@,y) = F*(f(z,9), 9(x.y)) = (fa(2,9), gu(x,y))
= (f(F"(2,9)), 9(F"(x,9)))

fn(2)
L

Afirmacao. A sequéncia comn = 1,2,... converge uniformemente

em U.



A partir da expressao em série de poténcias, escrevemos f(z) = Ax+ p(2)
com ¢ tendo somente termos de ordem > 2, portanto, existe constante K > 0

tal que:
o(2)] < K2

Observando a composicao de iteradas:

FIEY(2)) = fai1(2) = Mfulz) + o(F7(2))

Temos que:

foa(2)  fu(2) _ p(F"(2))
Ant1 An )\l
como |F"(z)| > p™|z| quando z € V:

‘s@(F”(z))‘ _ KPP _ K(p'l)? _ K < I )
< (&)

2kl At = AL - I\l

Ajustando p tal que: p? < |A] < p < 1 e fazendo a soma:
- fnJrl n 90 Fn fk(z) f(Z)
; ( /\n+1 Z )\n+1 VD) =

L ) Z (")

)\k A\n+1

2

pelo fato de ('O) < 1, quando tomamos o limite k& — oo, temos a conver-

RY

géncia uniforme. Definimos:

L fe(2)
76 =
F
A partir da equacao, fn(}\n(z)) - /\f;;(f’ ) levando n — oo, temos a

equacao funcional:
o(F(z)) = Ao(2)
Definimos ®(z) = (0(z),y). Pela convergéncia uniforme, temos que J® =
1 e entdo conseguimos ajustar a vizinhanga V', usando o teorema da funcao
inversa, para que ¢ seja biholomorfismo em V' . Conjugando F por ® em V,
temos:

o Fod Nz, y)— Az, g(® (z,y)))

e entao, podemos supor que F é da forma apresentada.



Passo 2: Supondo que F(z,y) = (Az, g(x,y)), existe nova vizinhanga V'
(contida na construida no passo anterior) onde podemos escrever:

L) = 1+ B()

com B(z) série de poténcias com todos os termos maiores que 2 e conseguimos
constante L tal que: |B(2)| < Ll|z|]?.
Observando as regras de composicao, temos que:

OGn , \ _ Ogn 39 T ﬁ

— 1:[1+BFJ )

Usando a estimativa para B combinada com a do passo anterior para F',
temos:
|B(F(2))| < LI|F'(2)]] < Lp'||2]]*
e isso implica que []2% (1 + B(F"(z))) converge uniformemente em V', dai
podemos definir:

n(z) = lim ~ %9y = [T+ B ().

n=0
Escrevendo:
,u 8gn 1 8971—1 ag
z) = . F(z)).=—=(z
L) = P S0

e tomando o limite n — co, temos a equagao:

Conseguimos func¢ao holomorfa ¢ (z) em vizinhanga suficientemente pe-
quena do 0 tal que ¥(0) =0 e g—’;(z) = n(z), por exemplo, formulando um
problema de Cauchy que inclua essas condi¢oes e aplicando o Teorema de

Cauchy-Kowalewski. Dai concluimos

oo F) Oy 0
M) = S ) = i) = (<)

portanto, existe funcdo holomorfa h definida em vizinhanga do 0 com h(0) = 0
e Y(F(z)) = p(z) + h(z), fazendo a mudanga de coordenadas (z,(z)) por
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argumento analogo ao passo anterior o passo estara provado.

Passo 3: Supondo que F : (z,y) — (Az,py + h(z)). Seja q(x) fun-
¢ao holomorfa em vizinhanga do 0 suficientemente pequena com ¢(0) = 0 e
colocando v(z) = y + q(z) e dal, temos:

Y(F(2)) = v(Az, py + h(z)) = py + h(z) + q(Az)

implicando que:

Y(F(2)) — uy(2) = h(z) + q(Az) — pg(z) (6)

Expandindo h(z) = 3 ha' e g(z) = X ¢iz' em série de poténcias e subs-
tituindo no lado direito da equacao 6, temos:

[+ (X = ]z + [ha + (A = p)gala® + - - + [hy + (N — p)gyla? + -+

Primeiro, supondo que M # p para todo j inteiro positivo, podemos
colocar que a funcao ¢ é definida pelas escolhas de constantes
I

. = J

e observamos que tera o mesmo raio de convergéncia que a funcao h.

Dessa forma, o lado direito da equagao se anula e temos v(F'(z)) = uy(2),
e passando para as coordenadas locais (x,7(z)) (novamente usando argumen-
tos andlogos aos passos anteriores) F' estard na forma L) ,.

Por outro lado, se existe k tal que \* = p. Definindo ¢ colocando ¢; com
j # k como no caso anterior e g, um numero complexo arbitrario. O lado
direito da equacdo 6 se reduz a hix* e assim:

A(F(2) = Mr(z) + by

se hy # 0, trocamos %”y(z) por y(z) e obtemos

Por fim, considerando as coordenadas locais (z,~(z)), conseguimos redu-
zir F''a Ly, se hy =0 e a E), caso contrario. O

Em particular, esse resultado nos da que a dindmica de um automorfismo
qualquer em uma vizinhanc¢a do ponto critico se reduz a uma dessas formas,
notando que, Ly, e E)j nio sdo conjugados, mesmo quando p = A*.



3 Construindo os Dominios

Se F : CYN — C¥ é um biholomorfismo, dizemos que F' é um automorfismo
de CV e denotamos por Aut(CY). No caso N = 1, sabemos que:

Aut(C) ={z+—az+b:a,be C}.

No caso N > 2 é mais complicado explicitar a estrutura desse grupo.
Restringindo nossa atencao especificamente para esse tipo de mapa, defi-
nimos:

Definigdo 4. Seja F' € Aut(C") com ponto fixo atrator p € CV. Seja U

vizinhanga conexa e simplesmente conexa de p tal que: F(U) C U, definimos
a bacia de atracao de p em relacao a F' como:

Q=) Fr)

Observacao. A escolha de U nao importa, ja que ' é homeomorfismo e outro
aberto que satisfaz a hip6tese contém ou serd contido por F'~"(U) para algum
n.

Proposicao 3.1. Nas definicoes acima, valem as propriedades:
1. Q € aberto e nao vazio.
2. Q) € conexo e simplesmente conexo.

3.0 ={z¢€ C*: F'(2) = a quandon — oo}, ou seja, as iteradas
convergem uniformemente pra fungio constante igual a a em

Demonstracao. 1. Direto.

2. Temos que F~"(U) é conexo e simplesmente conexo por F' ser um home-
omorfismo, e a hipdtese F'(U) C U nos garante que teremos sequéncia
aninhada de abertos, portanto, €2 é conexo e simplesmente conexo.

3. SezeUyly F(U), existe n € N tal que F(z) € U e, por hipotese, F'
se comporta como contragao em U e entao F"(z) — a.
Por outro lado, se z € {z € C* : F"(z) — a quando n — oo} existe
vizinhanca U conexa e simplesmente conexa de p tal que z € U e vale
que F((U) C U, pela convergéncia, e entdo z € Uy, F~"(U).
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Ezemplo 3.1. Voltando aos mapas 3 e 4, supondo que |A|, || < 1 e ndo nulos,
e calculando as iteradas, temos que:

AT y) = (N, p1'y) (7)

B (2,y) = (N2, A (y + na™)) (8)
dai, é direto concluir que, em relacio & origem, Q0 = C2.
Fixando N = 2, vamos usar as conjugagoes para mostrar a existéncia dos

dominios em questao.

Teorema 3.1. Seja F € Aut(C?) com ponto fizo atrator p. Sejam A, p os
autovalores de F'(p) e supondo que |\|,|p| < 1 e nao nulos. Entao existe um
biholomorfismo ® entre a bacia de atracio Q e C? tal que:

PoFlg=God
onde G € Ly, ou E.

Demonstragao. Pelo teorema 2.1, conseguimos biholomorfismo ® que conjuga
F com G que ¢ um dos mapas Ly, ou ).

Seja U vizinhanga de p tal que F(U) C U, temos que V = &(U) satisfaz
G(V) C V. Assim, conseguimos sequéncia de abertos para ambos os casos:

UcF'U)c---cF™U)c--=JF"U)=2

VcGH(V)yc--cGM(V)c--= (V) =C
Como G é automorfismo de C?, possui inversa e podemos escrever:
PoFly=Godly =G odoF|y =y
Definimos a seguinte sequéncia de mapas biholomorfos:

o, F"(U)— G™(V)
2> G Mo do F(2)

Notando que se z € F~"(U) entao F"(z) € U e vale:

Pp1(2) =G "oG o®o FoF"(2)
=G "odPo F'(z) = D,(2)



Figura 2: Diagrama transformacgao &,

ja que estamos restritos ao aberto U, concluindo que @, 1|p-n@wy = P
Seja z € Q, tomando n tal que: z € F~"(U), definimos ¢(z) = @,(z).
Pelas conclusoes anteriores, temos que ¢ esta bem definido ja que independe
da escolha de n e, pelo fato de G (V) = C? e G~! ser expansivo, temos
biholomorfismo ® : 2 — C2. m

Corolario 3.1.1. Temos o caso onde a bacia de atracdo 2 = C? se, e s6 se,
F ¢ conjugado (globalmente) a Ly, ou Eyj, por automorfismo de C2.

Esse resultado surge direto dessa construcao aliado a como o mapa foi
construido no teorema 2.1.

4 Relacao com Dominios de Holomorfia e exem-
plos

Seja U C CY aberto e K C U compacto, definimos a envoltéria conveza
holomorfa de K como:

Ky ={z e C" :|f(2)| <sup|fl],Yf holomorfa em U).}
K

Um aberto U C CN é chamado dominio de holomorfia se VK C U com-
pacto temos que Ky é compacto em U.
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Lema 4.1. Sejam U e V abertos de CV, supondo que U seja dominio de
holomorfia e que existe biholomorfismo ® : U — V', entdao V também ¢é
dominio de holomorfia. [5]

Demonstracio. Seja K C V compacto. Como ® é biholomorfismo, temos
que K* = ¢~1(K) C U é compacto em U.

Por U ser dominio de holomorfia, temos que K*y 6 compacto em U. Se
ocorrer que:

Ky C ®(K})
o lema estara provado, ja que CID(R' i7) é compacto e Ky é fechado dentro de
compacto e, portanto, compacto em U.
De fato, mostramos que V' \ ®(K) C V' \ Ky.
Se w € V\ ®(K7}), temos que z = & '(w) € U\ K} portanto, existe f
holomorfa tal que:
£ > supl .

Escrevendo g = f o ®~!, temos que g é holomorfa em V e:

lg(w)| > sup |g]
K

e, portanto, w € V'\ Ky. ]

Concluimos, entao, que dominios de Fatou-Bieberbach também sao domi-
nios de holomorfia. Vejamos alguns exemplos:

Ezemplo 4.1. Seja h : C — C holomorfa e 6 # 0. Definindo:

F:(x,y) = (y, h(y) — ox)

temos que F' € Aut(C?).
De fato, é facil ver que F' é holomorfa em C?, além disso, sejam x,y, ',y
tais que:
(y(y, hly) — ox) = (', h(y') — d2')
temos que y = 3’ e substituindo para a outra coordenada, concluimos que F
é injetiva.
Seja (a,b) € C? fixado, tomamos

(z,y) = (W,a) e C?

e concluimos que F' é sobrejetiva.
Por fim, utilizamos o seguinte Lema, enumerado como 6.13 em [2]:
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Lema 4.2. Seja U C CV aberto e F : U — C¥ injetiva, entdo, para todo
z € U temos que J(F'(z)) # 0.

No exemplo, como F é injetiva em CV, ela é inversivel localmente em
todos os pontos pelo teorema da func¢ao inversa, além disso, por ser bijecao
deve existir inversa global.

Concluimos (ja que a inversa de uma fungao é tnica), que essa é inversa
¢ holomorfa em todo CV. Portanto, F' é automorfismo de C.

Verificamos que (z,y) é ponto fixo de F' se, e somente se, x = y e h(z) =
(14 J) e entdo tais pontos sdo da forma (w,w) com w sendo um zero da
funcao:

g:x— h(z) —az(l+9)
com x € C.

Estamos interessado em escolhas de h tal que g possua zeros e, assim, e
podemos construir bacia de atracao para F'. Observando o caso particular
onde 0 < |§] < 1e:

h(z) = (1+ 0)x + sen(x)
temos que g(x) = sen(x) e entdo os pontos fixos da fungao F' sao da forma
(nm,nm) com n € Z, todos atratores.

Se €2 é bacia de atracao por F' de algum deles, como um ponto fixo nao
pode pertencer a bacia de atracdo de outro ponto fixo, temos Q0 C C? e entdo
é dominio de Fatou-Bieberbach.

Em particular, construimos quantidade enumeravel desses dominios rela-

cionados a F', jA que as bacias de atracao desses pontos sao disjuntas entre
si.
Exemplo 4.2. Sejam g,h : C — C fungoes holomorfas, ndao constantes, que
nunca se anulam e tais que |g(0)] < 1 e |h(0)] < 1. (por exemplo, z — Ae*
com 0 < [A] < 1).

Definindo a funcao:

F:(z,y) — (Wg(x)y)z, g(x)y)

com z,y € C, vale que F' € Aut(C?) usando argumento similar ao do exemplo
anterior.

O ponto (a,b) é ponto fixado para F' se, e somente se, (a,b) = (0,0) ou
ocorra h(b) =1 e g(a) = 1. Pelo Grande Teorema de Picard de andlise em
uma variavel, essas equacoes possuem infinitas solugoes.

Temos que (0,0) é ponto fixo atrator, e as retas complexas (z,0) e (0,y)
estao na bacia de atracao €2 da origem, de fato, computando as iteradas:

F™(z,0) = (h(0)"z,0)
F™(0,y) = (0,h(0)"y)
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elas convergem para a origem. Logo, 2 C C? e, portanto, ¢ dominio de
Fatou-Bieberbach que contém duas retas complexas.

5 QOutros Resultados

Em [4], Rosay e Rudin provam dois resultados sobre essas questoes.

Teorema 5.1. Seja F' € Aut(CV), p € C¥ tal que F(p) = p e os autovalores
Ai de F'(p) = A satisfazem:

1o M) = > A
2. |M|? < |\ para j € {1,--- N}
Definindo Q = {z € CV : limy_, F*(2) = p} temos que Q é um dominio de
CN e emiste biholomorfismo ® : Q — CV dado por:
® = lim AFF*

k—o0

e a convergéncia é uniforme nos compactos de €.

A prova é elementar, porém, existe certa restricdo nos casos pelas desi-
gualdades dos autovalores. Como exemplo, no caso do mapa F : (z,y) —
Az, py + %) com 0 < < X < 1, a funcdo ® nio converge uniformemente
nos compactos.

Além disso, o caso generalizado é provado:

Teorema 5.2. Seja F' € Aut(CY) tal que F(0) = 0 e os autovalores )\; de
F'(0) sao tais que |N;| <1 parai=1,--- N. Entao existe biholomorfismo,
® de CV na regido:

Q:{ZGCN:klim FF(z) =0}

Além disso, ® pode ser escolhida tal que J® = 1 sempre que JF seja
constante.

A prova desse resultado passa utiliza os conceitos de automorfismo trian-
gular, definidos de forma que a derivada da funcao seja sempre uma matriz
triangular inferior e por técnicas de andlise funcional aplicadas a mapas ho-
lomorfos cujas coordenadas sdo polindbmios homogéneos.

A segunda parte do resultado sobre o Jacobiano é interessante pois auto-
morfismos polinomiais, i.e. fungoes F' = (fy,---, fx) € Aut(C") sendo cada
fi um polinémio, possuem jacobiano constante.

Esse assunto foi estudado com detalhes, tanto no caso real quanto com-
plexo, por Friedland e Milnor em [1].
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1. INTRODUCAO

Nestas notas, vamos expor a teoria pontual das fung¢oes holomorfas, fazendo uso de métodos algébricos.
Investigamos a dlgebra das séries formais e seus homomorfismos, e também fazemos as necessarias consideragoes
sobre convergéncia. Os principais resultados sao os teoremas de preparacao e divisao de Weierstrass, que
permitem descrever os ideais de dlgebras de séries de poténcias em termos de polindmios de Weierstrass. A
demonstracgao que apresentamos é elementar e essencialmente algébrica.

Depois disso, apresentamos brevemente o yoga dos feixes coerentes (também adicionamos um apéndice com
resultados bésicos sobre feixes, a maioria com demonstragio). A teoria culmina com a prova do teorema de
Oka, que diz que o feixe estrutural @y de CY é coerente.

As referéncias principais para a elaboragéo deste trabalho foram os livros [2] e [1]. Alguns resultados sobre
a teoria de feixes foram baseados em [Stacks].

2. TEORIA LOCAL DE WEIERSTRASS

2.1. Algebras de séries formais e convergentes. Nesta se¢do, vamos demonstrar os importantes teoremas
de preparagao e divisao de Weierstrass. Estes resultados sao os que permitem produzir argumentos por indugao
na dimensao em varias varidveis complexas.

Definigao 2.1.1. Denotamos por C[[X1,..., Xn]] = C[[X]] = #n o conjunto das séries formais em N € Zx,
indeterminadas sobre C, cujos elementos consistem de expressoes da forma

P:= Z a, X", a,€C, veZl.

N
u€Z+

Com as operagoes de adi¢ao, multiplicacdo e produto por escalar naturais, C[[X]] se torna uma C-dlgebra
comutativa. Se P = Zuezﬁ a, X" € Fy, definimos a ordem o(P) de P por

o, P=0,
o(P)=1 " .
min {|v]; a, % 0}, caso contrério.

Proposigao 2.1.2. A ordem satisfaz as sequintes propriedades: sejam P,Q € C[[X]] e z € C\{0}. Entdo,
(1) o(P + @) = min{o(P),0(Q)}.
(2) o(P- Q) =o(P) +0(Q).
(3) o(zP) = o(P).
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Observagao 2.1.3. Estamos usando implicitamente as seguintes relagoes: a+00 = o para a € Z; U {0} e a < ©
para todo a € Z; u {o0}.
Demonstracdo. Para todos os itens, podemos supor que P = Zuezf a,X¥ e Q = Zuezf b, X? sao nao-nulos.
Item 1): se d = o(P +Q), entdo existe v € ZY com |v| = d e tal que a, +b, + 0. Desta forma, ou a, + 0 (donde
o(P) < d) ou b, £ 0 (donde o(Q) < d), e portanto, min{o(P),o(Q)} < d.
Para o segundo item, escrevendo R = P -Q = Zuezf ¢, XY, temos ¢, = Y, Sejam d = o(R) e
Ve Zﬂ\r/, |v| = d, tal que ¢, & 0. Entao, existem vy, vy € Zﬂf, vy + vy = v, de modo que a,, £ 0eb,, £ 0. Temos
o(P) +0(Q) < |v1| + |v2| = |v| = d. Reciprocamente, sejam dy = o(P), d2 = 0(Q). Podemos introduzir em Z5
a ordem lexicografica, e tomar |v;| = d; satisfazendo a,, $ 0 e b,, + 0 e minimos com respeito a esta ordem.
Afirmamos que ¢, 4+, = 0. De fato, considere o conjunto

A= {(Ml,m)ezfj x ZY5 iy + po = v1 + v, ap, F 0, by F 0, | =di,z‘=1,2}.

v1+ro= Va’l’l Vo

Seja (p1,p2) € A e suponha que py + vi. Entao, existe jo € {1 ., N} tal que ,u{ = 1/1 para 1 < j < jp
e ;ﬂ" > vl (pela minimalidade de ul) Isto implica que p, = v para 1 < j < jo e que 1d° < v3° (j& que
H1 + ,u2 = V1 + V2 para todo 1 < j < N). Mas isto contradiz a minimalidade de vo. Assim, p1 = v1 € ps = va,

ou seja, A = {(v1,12)}. Como

Cuytvy = Z Ay bltz = Ay, bl/z +0,
(p1,p2)EA
obtemos o(P - Q) < dy + dg e assim o item 2) estd demonstrado. Como o terceiro item é trivial, a proposi¢ao
esta demonstrada. O

Uma familia (P})jes de séries formais P; =3, . ez a, ;X" é dita somdvel se, para cada q € Z,

{jeJ;o(P) <q}
for um conjunto finito (em particular, P; 4 0 para, no méximo, um conjunto enumeravel de j € J). Neste caso,
o conjunto {j € J; a, ; * 0} é finito para cada v € Z, e definimos

P=>P:= > [Ya,|X"
jeJ vezY \jeJ

Sejam P € C[[X]] e (P})jes € (Qj)jes familias somaveis em C[[X]]. Entdo, (P; + Q,)jes ¢ (P - P})jes séo
familias soméaveis e as seguintes identidades sao validas:

DIP+>Q;=>(Pi+Q;), P-Y.P,=>P-P.

jeJ jedJ jedJ jedJ jedJ
Toda familia (P;);es de polinomios homogéneos de grau j (i.e., da forma P; = 3}, _;a,X") é somdvel. Além
disso, todo elemento P € C[[X]] tem uma representagao tnica da forma P = 2;/:0 P;, onde P; ¢ homogéneo de
grau j. Se P = Z;L:O Pie@Q= ij“:o sdo as representagbes homogéneas de P, Q) € C[[X]], entdo

P'QZZ > PiQ;

k=0 \i+j=Fk
Proposigao 2.1.4. C[[X]] € uma C-dlgebra local sem divisores de zero. Seu ideal mazimal €
mC[X]]—{PE(C _0}

Observagao 2.1.5. Estamos usando a notagéo P(0) para o termo constante ag na representacio P = Zuezf a, X".

Lembre que um anel é dito local quando possui um tdnico ideal maximal. Uma C-algebra é dita local se for um
anel local e a composigao C-1g — R — R/m for um isomorfismo de corpos (m é o ideal maximal de R).

Demonstragio. E evidente que C[[X]] é uma C-&lgebra. Para demonstrar que néo possui divisores de zero,
usamos a proposigao 2.1.2. Se P,Q € C[[X]] sdo ambos nao nulos, entdao o(P - Q) = o(P) + o(Q) < o, donde
P - @ % 0. Resta demonstrar que C[[X]] é um anel local. Para isto, provamos a seguinte afirmagéo:
Afirmagao: Seja P € C[[X]] com P(0) # 0. Entao, existe @ € C[[X]] tal que P -Q = 1. Em particular, os
elementos invertiveis de mc[[x]] s@o precisamente os que satisfazem P(0) # 0.
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Prova da afirmagdo: Podemos supor que P(0) = 1. Considere a familia ((1 — P)j)j€Z+. Como

o((L=P))=j-0o(1=P)>j, j€Ly,

a familia é somével. Assim,
o8] ) o0 ]
1-P)y =Y (1-Py*H =1

j=0 j=0

P-Y-Pi=(1-(1-P)-Y(1-P)=
=0 i=0

Colocando @ = Z;f“:o(l — P)J, obtemos o resultado. O

Note que mcpx)) ¢ um ideal, e a afirmagdo acima mostra que é maximal. Finalmente, se I < C[[X]] é
um ideal préprio, entao I nao contém nenhuma unidade, o que implica que I < mg[x]]- A proposigao estd
demonstrada, jd que o isomorfismo C — C[[X]] — C[[X]]/m¢[x7] ¢ claro. O

Gostarfamos de identificar os elementos de C[[X]] que convergem numa vizinhanga de zero. Dado r € (R=()",
definimos a seguinte pseudonorma (o pseudo significa que a norma pode admitir o valor infinito):

|1l : CIIX]] — [0, 0]

Z a, X" —> Z |ay, |r.

N N
VEZ+ l/EZ+

Definigao 2.1.6. Uma série formal P € C[[X]] ¢ dita convergente se existir r € (R=o)" tal que |P|, < c. O
conjunto das séries formais convergentes é denotado por C{X} = 0y = 0.

Observagao 2.1.7. Como mostramos no apéndice A, também podemos identficar este conjunto de séries conver-
gentes com o conjunto dos germes de funcdes holomorfas em 0 € CV.

Provemos algumas propriedades da fungéo | - ||,

Lema 2.1.8. A funcdo || - |- satisfaz as sequintes propriedades:

(1) Se (Pj)jes € uma familia somdvel em C[[X]], entdo

2P| < IRl

jeJ - jeJ

com igualdade se cada XV aparece em no mdzimo um Pj.
(2) |P-Qll» < |P| Q- para P,Q € C[[X]], com igualdade se P = a, X".
(3) Se P e C{X}, entao |P(0)] = lim,_,q+ || P||-

Demonstragao. Item 1): Escreva P; = Y/~ a,,;X". Pela nao-negatividade dos termos, podemos fazer a
+

seguinte manipulacao:

e = Y S

jeJ vezl |jed
T +

D0 law sl

N
VELY JjeJ

M2 lawglr”

jeJ l/EZf

SN

JjeJ

N
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. _ v — v >
Para o segundo item, escrevemos P = Zyezf a, X’ e @ = Zuezf b, X". Entao,

1P-Ql = Z Z by, | TV
UEZf vitre=v
< Z 2 |, by, |r* ™2
veZ vitva=v
= Z |ay |r* Z |by, |1
VEZI_'\_/ VEZI_'\_]
= | P[]
Para o ultimo item, observe que a sequéncia ||P||, é decrescente em r. Além disso, como ||P|, = |P —

P(0)|l» + |P(0)|, podemos supor sem perda de generalidade que P(0) = 0. Podemos construir uma repre-
sentagao P = Zfil P, X; onde cada mondémio de P aparece em um tnico termo P;X;. Pelos itens 1) e 2), temos
|Pl- = Ziil | Bl r7i. Assim, como ||Pill, < oo se |P|, < o e a sequéncia | - ||, é decrescente em r, obtemos
lim, o+ |P|» = 0, como querfamos. O

Proposigao 2.1.9. y 0y ¢ uma C-dlgebra local, com ideal mazimal dado por m g, ={P € yO¢; P(0) = 0}.

Demonstracio. E suficiente mostrar que, se P € N0 é tal que P(0) # 0, entdo a inversa formal Z;’“‘:O(l —P) ¢
convergente. De fato, supondo que P(0) = 1 sem perda de generalidade, podemos escolher r tal que |1—P|, < 1
pelo lema 2.1.8. Desta forma, | 21/20(1 —P)Y|, < Zf:o [1 — PJJ2 < o0, e o resultado estd demonstrado. O

Vamos agora brevemente investigar homomorfismos entre dlgebras de séries formais. Antes, demonstramos
um lema auxiliar sobre poténcias do ideal maximal.

Lema 2. 1 10. Seja m o ideal mazimal de Fn ou de C{X}. Entao,

(1) w0 = {P; o(P) > j}.

(2) ﬂj:lm = {0}.
Demonstragdo. Note que o item 2) é consequéncia imediata do item 1). Para demonstrar o item 1), observe que
a inclusdo C segue da propriedade o(P - Q) = o(P) + o(Q). Para a inclusdo D, dado P com o(P) > j, podemos
escrever P = ZIV\: ; PvX" onde cada mondmio de P aparece em um unico termo P, X". Como X" € m’ (para

|| = j), obtemos P € m’. Além disso, se P é convergente, entdo cada P, é convergente, como segue da igualdade
[Pl = 2= 1Bl O

Proposicao 2.1.11. Seja ¢ : Fn — Fp; um homomorfismo de C-dlgebras. Entao,
(1) ¢ € local (ou seja, p(mgy) € mez,, ) e se (P))jes € uma familia somdvel, entdo (d)(Pj))j é somdvel e

eJ
satisfaz ¢ (Z]EJ Pj) = Z].EJ o(P)).
(2) SeQ1,...,Qn € mg,,, existe precisamente um homomorfismo de C-dlgebras ¢ : Fn — Far que satisfaz

O(X;)=Q; parai=1,...,N. Além disso, ¢ (ZUEZN al,X") = ZyezN a,Qv.

(3) ¢ se restringe para um homomorﬁsmo ¢ nOo — 0o se, e somente se, ¢(X;) € ,;Oo para todo
i = 1,...,N. Reciprocamente, todo homomorfismo de C-dlgebras Oy — 3,00 admite uma dnica
e:z:tensa,o para um homomorfismo de C-dlgebras Fn — Fa.

Demonstracdo. Ttem 1): Observe que a := ¢ '(mg,,) é um ideal préprio de .#x, pois ndo contém o elemento
1 (nossos homomorfismos satisfazem ¢(1) = 1 por definicio). Além disso, o mapa induzido ¢ : Fy/a —
Fu/mg,, ~ C é uma bijegdo entre espagos C-lineares de dimenséo 1. Concluimos que a é maximal e que
p(mz,) C mz,,. Em particular, ¢(m’, 7y) C mj . Pelo lema 2.1.10, concluimos que (¢(P;));es é somavel. A
igualdade das somas segue do fato de ¢ ser um homomorﬁsmo

Item 2): A existéncia do homomorfismo é clara escrevendo ¢(>a, X") = Y a,Q". Isto define um homo-
morfismo j& que (Q"), é uma familia somavel. Para a unicidade, escreva R := %y. Suponha que o R-médulo
m := mp seja gerado por fi,..., fi. Entao, se k > 1, vale a condigao

R= Z C-f¥ +m".

lv|<k
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(esta igualdade pode ser demonstrada facilmente por inducdo em k). Existe, no méximo, um homomorfismo
que leva f; em Q;: se ¢, sdo dois homomorfismos com esta propriedade, a aplicagao C-linear o := ¢ — 1)
satisfaz O'(Z‘ Cf¥) = 0, e pela igualdade acima, temos o(R) € m* para todo k. O lema 2.1.10 implica entdo
que o = 0.

Item 3): Basta demonstrar que se Q; := ¢(X;) € C{Y1,...,Yu}, entdo ¢(C{X1,..., Xn}) c C{Y1,...,Yar},
0 que novamente segue facilmente da propriedade de homomorfismo.

v|<k

O

2.2. Os teoremas de Weierstrass. Em uma variavel, uma série nao-nula P = 23/:0 a; X7 admite uma de-
composigao da forma

P=X"ay+ap 1 X +...), ap £ 0,
ou seja, uma decomposi¢io da forma P = X%, onde e € C[[X]] é uma unidade que é convergente se, e somente
se, P é convergente. Assim, todo ideal nao-nulo de C[[X]] é principal, gerado por um tinico monémio X°.

Em mais varidveis, os ideais de #x (ou de 5 @) ndo sdo mais necessariamente principais, e a teoria é mais
complicada. O teorema de Preparacao de Weierstrass que provaremos diz que, apés uma mudanca linear de
coordenadas, todo ideal principal em %y (ou de 5 Og) é gerado por um polinémio moénico da forma

Xy +ar X+t ape Pyoa[Xn], a;(0)=0, j=1,...,b.

(analogamente em 5 0p). Introduzimos a seguinte notagdo: sejam g € fo e R um anel comutativo.

R[X], = R[X1,...,Xx]

(915--,9N)

= {Pe R[X]; degx, P < g; — 1}'

(por convengao, o grau do polinémio nulo é —0). No caso de uma varidvel, temos o cldssico teorema da diviséo
euclidiana.

Proposigao 2.2.1. Seja R um anel comutativo com unidade. Se P € R[X] € um polinémio médnico de grau b,
entdo a aplicag¢do

R[X]- P®R[X]y, — R[X]
(¢g- P,r)—>qP+r
€ um isomorfismo de R-mddulos.
Usamos também as seguintes notagoes:
C[[X, Y]] :=C[[X1,...,XN,Y]], C{X,Y} :=C{Xq,..., Xn,Y}.
Definicao 2.2.2. Uma série P € C[[X, Y]] é dita

(1) distinguida em Y de ordem be Z, se P(0,...,0,Y) =Y?-¢, onde e € C[[Y]] é uma unidade.
(2) um polinémio de Weierstrass de grau b >1 em Y se

b
P=Y"+ % a;y",

j=1

onde a; € mgpx]) para todo j =1,...,b.
Lema 2.2.3. Sejam Py,..., P, € C[[X,Y]] e P:= P, -...- P,. Entdo, P é distinguido em Y se, e somente
se, cada Pj € distinguido em Y. Se, além disso, P; € C[[X]][Y] for ménico para todo j =1,...,m, entdo P €
um polinémio de Weierstrass se, e somente se, P; € polinomio de Weierstrass para todo j =1,...,m.

Demonstragao. Note que uma série ) € C[[X,Y]] s6 é ndo-distinguida em Y para alguma ordem b € Z, se
Q(0,Y) for identicamente nula. Assim, a primeira parte do lema é trivial. Para a segunda parte, é claro que se
P; é de Weierstrass para todo j, entao P = P; -...- P,, é de Weierstrass. Reciprocamente, suponha que

b
(2.2.1) PP =Y"+ Y a;Y", ajemeqxy, j=1,...,b.
j=1

Por hipétese, temos P; = Y4 + Zldigl b;;Y!, onde b;; € C[[X]]. Repetindo este processo, conclufmos que
bij € meyx]) para todo [, j, e os polinomios P; sao de Weierstrass. ]

Podemos agora enunciar e demonstrar os principais teoremas desta secao.
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Teorema 2.2.4 (Preparagao de Weierstrass). Seja P € C[[X, Y]] distinguido em Y de ordem b. Entdo, existem
um dnico polinémio de Weierstrass w € C[[X]][Y] de grau b e uma dnica unidade e € C[[X, Y]] tais que P = e-w.
Além disso, se P € C{X,Y} (respectivamente, C{X}[Y]), entdo w € C{X}[Y] e e€ C{X,Y} (respectivamente,
ee C{X}[Y]).

Teorema 2.2.5 (Divisdo de Weierstrass). Seja P € C[[X,YT]] distinguido em'Y de ordem b. Entao, a aplicag¢io
ClIx,Y]]- PoC[X]][Y]s — C[[X, Y]]
(q- P,r)—qP +r
é um isomorfismo de C[[X]]-mddulos. Se P € C{X,Y}, entdo a aplicacdo acima induz um isomorfismo
C{X,Y} - POC{X}[Y], ~C{X,Y}
de C{X}-mddulos. Se P € C{X}[Y], a aplicagao acima induz um isomorfismo
C{XIY]- P@C{X}[Y], ~ C{X}[Y]
de C{X}-mddulos.
Estes teoremas tém o seguinte corolario imediato:

Coroldrio 2.2.6. Seja P € C[[X,Y]] distinguido em Y de ordem b. Entdo, a aplicacdo candnica
ClIXTls — CIIX, Y]]

b—1
Qo Qp1) = >, QY7
i=0

induz um isomorfismo de C[[X]]-mddulos
Clix]]e — Cl[X, Y]|/C[[X, Y]] - P
(analogamente para P € C{X,Y}, onde obtemos isomorfismos de C{X }-mddulos).

Vamos explicar brevemente a ideia para demonstrar os teoremas de Weierstrass, olhando primeiro para o
caso de uma varidvel (em que N = 0). Podemos supor que b > 1 (j& que com b = 0, as séries P envolvidas séo
unidades).Neste caso, Y é o tinico polinomio de Weierstrass de ordem b, e existe precisamente uma unidade
e € C[[Y]] tal que P = eY®. Além disso, e é convergente (respectivamente, polinomial) se, e somente se,
P é convergente (respectivamente, polinomial). Isto mostra 2.2.4 no caso N = 0, e 2.2.5 segue facilmente
substituindo P por Y?.

No caso em que N > 1, vamos alterar P com uma mudanga de coordenadas injetiva

¢ : C[[X, Y]] — C[[5, 1],

obtendo ¢(P) = €'T®. A representacio P = ew como produto de uma unidade e um polinomio de Wierstrass
vem da representagio ¢(P) = eT? em C[[S, T]], que ser4 dada de forma elementar e explicita. Como ¢ preserva
convergéncia e polinémios, os resultados adicionais (com P convergente ou polinomial) seguirdo facilmente.

Para implementar formalmente esta estratégia, precisamos de algumas preliminares: seja b € N um nimero
positivo e denote por S as varidveis Si,...,Sy. Considere o homomorfismo de algebras dado por

¢ C[[X, Y]] — C[[S, T1],

com ¢(X;) = S;T" e (Y) = T (a existéncia deste homomorfismo segue da proposicao 2.1.11). As propriedades
essenciais deste homomorfismos serao descritas por meio de um peso v: dado um mondémio da forma aS°T™
(onde a # 0), definimos
Y(aS°T™) := 1 —blo| € Z.
Para uma série P = > a,,5°T" e m € Z, escrevemos
Y(P)Zm

para indicar que apenas mondmios com peso > m aparecem em P (analogamente para >, <, <). Observe que
~v(P) nao € um nimero (a ndo ser que P seja um monoémio): a sentenga y(P) = m é apenas uma abreviagdo
para a afirmacao de que nao ha em P mono6émios com peso menor do que m. Em particular, sdo validas as
sentengas y(0) = m, v(0) < m, v(0) < m e v(0) > m para todo m € Z. O lema fundamental é o seguinte:

Lema 2.2.7. O homomorfismo ¢ satisfaz as sequintes propriedades:
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(1) ¢ € injetiva.
(2) Tmé = {P e CI[S, TT}:A(P) > 0}.
(3) Os seguintes resultados sdo vdlidos para P € C[[X,Y]]:
(a) P é convergente se, e somente se, ¢(P) é convergente: mais precisamente, se (r,5) € RY; x Ruq,
entao
|Pllrs) = 16(P)l s, 7= s~
(b) P e C[[X][Y]a+1 se, e somente se, y(¢(P)) < d+ 1.
(c) P ¢é distinguido em 'Y com ordem b se, e somente se, ¢(P) = eT?, e € C[[S, T]] unidade.
(d) P é um polinémio de Weierstrass de grau b em Y se, e somente se, ¢(P) = (1 +u)T® para algum
u € C[[S,T] com y(u) <0 (em particular, u € meys )1)-
(e) Se P é convergente, entdo e e u sdo convergentes nos itens anteriores.
(4) Para cada m € Z e P € C[[S,T]], existe uma dnica decomposicao P = P; + P, em C[[S,T]] com
Y(Py) <m ey(Py) = m. Se P é convergente, entdo P, e Py também sdo.
(5) Se as séries Py, Py € C[[S,T]] sao tais que v(P;) = m; € Z, entao y(P1P2) = mi +ma. O resultado
andlogo vale com <.
(6) Cada unidade e € C[[S,T]] tem uma dnica decomposi¢ao da forma e = (1 + )€, onde € é uma unidade
com y(€) 20 e y(u) < 0. Se e é convergente, entdo € e u também sao.

Vejamos como este lema implica os teoremas de Weierstrass:

Demonstracao de 2.2.4: Se b = 0, nao ha o que provar. Suponha entao que P é distinguido em Y com ordem
b > 1. Pelo item 3) — ¢) do lema 2.2.7, existe precisamente uma unidade ¢’ € C[[S,T]] tal que ¢(P) = €'T".
Aplicando os itens 6) e 2) do lema, obtemos uma decomposi¢ao

P(P) = €'Tb = (1 + u)eT® = ¢(e)(1 4+ u)T®,

onde e € C[[X,Y]] é uma unidade (ja que ¢ é local). Pelo item 3) — d), a série w = e71P € C[[X,Y]] é um
polinémio de Weierstrass de grau b. Para a unicidade, suponha que P = e*w® seja outra decomposicao. Entao,
pelo item 3) — ¢),
$(e)(1 +u)T" = ¢(P) = ¢(e”)p(w*) = p(e*)(1 +u”)T°

e ¢(e) = ¢(e*) pela unicidade do item 6). Como ¢ é injetiva pelo item 1), obtemos e = e®. Para as questoes de
convergéncia, os itens 3) e 6) do lema 2.2.7 implicam que e e w sdo convergentes se P for. Se P é um polinémio
em Y, é facil ver que e serd um polindmio também (basta aplicar o algoritmo de Euclides em uma varidvel
(proposicao 2.2.1) com o anel R = C{X}, obter a fatora¢io e usar a unicidade da divisdo de Weierstrass). O

Demonstracao de 2.2.5. Novamente, no caso b = 0 nao hd o que demonstrar. Pelo teorema 2.2.4, podemos
assumir que P é um polindémio de Weierstrass de grau b > 1. Pelo item 3) — d) do lema 2.2.7, existe uma
unidade e € C[[S, T]] tal que ¢(P) = eT®. Provemos a existéncia da divisdo: usando o item 4) do lema, dado
Q € C[[X, Y]], existe uma decomposigao (aplicada a e 1¢(Q))

e '9(Q) = N + M,

onde y(N) = b e v(M) < b. Como v(N) > b, todo monémio em N possui (pelo menos) 7%, logo podemos
escrever N = LT®. Como v(N) = b, é claro entdao que v(L) > 0. Além disso, temos y(eM) > 0: de fato, como
#(P) = eT?, ositens 2) e 5) do lema 2.2.7 implicam que y(LeT?®) = 040 = 0. Assim, y(eM) = v(¢(Q)—eLT®) >
0. Assim, usando o item 2), existem ¢, 7 € C[[X, Y]] com ¢(¢) = L e ¢(r) = eM. Desta maneira,

d(qP +71) = LeT® + eM = $(Q),

logo @ = ¢P +r pelo item 1). Finalmente, v(é(r)) = v(eM), mas y(e) < 0 (pois podemos supor que e = 1 + u,
onde v(u) < 0, o que implica que y(e) < 0), donde y(eM) < 0+b—1=0b—1. Assim, pelo item 3) — b) do lema,
r e ClIXT][Y];.

Provemos a unicidade: se Q = ¢P + r, entdo ¢(P) = T e temos a decomposicio

e 1D(Q) = e ' P(Q)(P) + e b (r) = p(@)T" + e o(r).
Como ¢ é injetiva, g e r ficam unicamente determinados desde que v(¢(¢)T°) = b e y(e~é(r)) < b (conforme o
item 4) do lema). Note que v(¢(¢)T®) = 0+ b = b (pois Y(T?) = b e ¢(q) estd na imagem de ¢, logo o item 2)
do lema implica que y(¢(q)) = 0). Para o outro termo, podemos escrever u = € — 1 com ~y(u) < 0, e portanto,
1 o0

et =3 (~u)’. Como y(u’) = (1) = 0 e y(u) <0, obtemos y(u’) < 0, logo y(e™") < 0. Segue entao que
(e lg(r) <0+b—1=b—1.
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Se P e Q forem convergentes, entdo LT? e M também sdo, logo ¢ e r também sdo. Se Q é um polinémio
em Y, novamente aplicamos o algoritmo de Euclides (proposi¢do 2.2.1) e usamos a unicidade da fatoragdo de
Weierstrass. A demonstracao estd completa. O

Resta agora demonstrar o lema:

Demonstragao de 2.2.7: Item 1) : A injetividade é uma consequéncia imediata do fato do mapa f : ZY x Z, —
ZY x Zy dado por f(o,7) = (0,7 + blo|) ser sobrejetivo (de fato, é uma bijegao).

Item 2): Vamos provar a inclusdo c: se P € C[[X,Y]], entdo todo monoémio que aparece em ¢(P) é da
forma ST+l que tem peso y(STT™ ) = 7 + blo| — blo| = 7 = 0. Para a inclusio D, considere uma série
Q =>a,75°T7 com v(Q) = 0. Isto implica que a,, + 0 somente se 7 — b|o| = 0. Definimos entao

P= > ag,XY" 0l

N+1
(o,7)ELY

Observe que P estéd bem definido, pois onde 7 — blo| < 0, o coeficiente a,, se anula. E claro que ¢(P) = Q,
donde Q € Im ¢.
Item 3) — a) : Basta provar a férmula para mondmios X°Y7. Neste caso, dados (r,s) € RY, x Ry,

‘|¢(XUYT)H(F,5) _ FOST+b‘O‘ _ Tasfb\a\sr+b|a| = r0gT = ||XUYTH(7',3)>

onde 7 := rs~°. Para o item 3) — b), seja P € C[[X]][Y]a+1. Podemos escrever

d
P= > > a,X°Y a,¢eC.

oez =0

Assim, ¢(P) = Y a,; XY+l ¢ 0 peso de cada monomio destes é j + blo| —blo| = j < d < d + 1. Assim,
v(&(P)) < d+1. Re(nprocamente se P =Y a,-X°Y7 étal que v(¢(P)) < d+1, entdo 7+blo|—blo| =7 < d+1
para todo 7, ou seja, aqr = 0 para 7 > d + 1, logo P € C[[X]][Y]4+1. Para o item 3) — ¢), fazemos a seguinte
observagdo: uma série P = > a,, XY " é distinguida em Y de ordem b se, e somente se, ap, = 0 para 7 < b
e agy % 0. Desta forma, todos os monémios em ¢(P) = Y a, ST+l contém T (isto é claro se o % 0, e
quando o = 0 segue da observacio que acabamos de fazer), ou seja, ¢(T) = eT®. Como o termo constante
de e € C[[S,T]] é agy, + 0, e é uma unidade. Reciprocamente, se ¢(P) = eT® para alguma unidade e, entdo
ag, = 0 para v < b e agp F 0, provando que P é distinguido de ordem b em Y. Para o item 3) — d), escreva
P=Y"+ fiY" '+ ..+ fy, onde f; € me(xy). Entdo, pelo item 3) — ¢),

b
€T = (P) =T" + Y ¢(f;)T" .
j=1

Como ¢(f;) ndo depende de T, temos e(0) = 1. Colocando u := e — 1 = T%¢(3] f;Y*7), o valor u(0) é 0.
Como Y. ;Y79 € C[[X]][Y]», usando o item 3) — b) temos y(¢(X. f;Y°~9)) < b— 1. Isto implica que y(u) < 0,
como querfamos. Reciprocamente, se ¢(P) = (1 +u)T® com ~(u) < 0, pelo item 3) — ¢), P é distinguido em Y
de grau b. Além disso, ¢(P — Y?) = uT® com ~(u) < 0. Isto implica que v(uT?) < b— 1, e pelo item 3) — b),
P —Y?" e C[[X]][Y], donde P é polinémio de Weierstrass. Para o item 3) — ¢), o lema 2.1.8 implica que QT°
é convergente se, e somente se, () é convergente. Desta forma, pela injetividade de ¢ obtemos o resultado.

Item 4): Fixado P, denote por P; a soma dos mondémios de P com peso menor do que m e defina P, = P—P;.
Obtemos ||P|, = |Pi|r + | P2||», donde P; e P, s@o convergentes se, e somente se, P for.

Item 5): E trivial da definicdo de ¢.

Item 6): Podemos supor, sem perda de generalidade, que e(0) = 1. Vamos introduzir o logaritmo e a
exponencial. Se u € C[[S,T]], podemos definir

log(1 + w) Z , exp(u) = Z

j=1 j=0
(as familias sfo claramente soméveis pois u(0) = 0). E formal verificar que as regras computacionais usuais
destas fungoes sao validas (i.e., exp(log u) = u, log(uv) = logu + log v e exp(u + v) = exp(u) exp(v)). Considere
a decomposicdo loge = P; + P, com y(P1) < 0 e (%) > 0 (conforme o item 4)). Coloque € = exp P, :=
exp(P2(0)) - exp(Py — P2(0)) e u = exp(P;) — 1. Como (Py) > 0 para todo j, y(€) = 0 e y(u) < 0. Assim,
e =exploge = exp(P1 + P2) = (1 + u)e,
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como querfamos. J4 para a unicidade, suponha que e = (1 + u)€ com v(€) = 0 e y(u) < 0 (note que €(0) = 1
também). Desta forma, loge = log(1 + u) + logeé. Como 7y(u) < 0, v(log(1 +u)) <0 e y(loge) = 0. Aplicando
o resultado de unicidade do item 4), segue que a decomposi¢ao é tnica. A demonstracio estd (finalmente)
completal O

Dada uma série nao-nula P € C[[X,Y]], ela ndo serd (em geral) distinguida em Y, mas sempre podemos
aplicar uma mudanca de coordenadas para obter uma série distinguida: dado ¢ = (cy,...,cn) € CV, definimos
a mudanga de coordenadas

oc : C[[X, Y]] = C[[X, Y]]
dada por 0.(X;) = X; + ¢;Y e 0.(Y) = Y. E claro que o, é um automorfismo de C[[X,Y]], com inversa o_..

Proposigao 2.2.8. Sejam Py, ..., P, € C[[X.Y]]\{0}. Entdo, existe uma mudanc¢a de coordenadas o, que faz
todos os P; distinguidos em Y .

Demonstragdo. Coloque P := Py -...- P,, que é ndo-nulo ji que C[[X,Y]] é um dominio (ver a prova de
2.1.4). Escrevemos P = Z;“:b Pj, onde P; é um polinémio homogéneo de grau j e P, # 0. Entao, o polinomio
Py(X,1) € C[X] ndo é nulo: se Py(2,1) = 0 para todo z € CV, entdo terfamos Py(z, 2x+1) = 0 para todo z € CV
e zy4+1 ¥ 0, 0o que implicaria que P, = 0 por continuidade. Escolha entdo ¢ € CV com Py(c,1) # 0. Temos

o0
0o(P) = Y Pi(X1 + e1Y,..., Xx + enY,Y).
j=b

Fazendo X = 0, temos (por homogeneidade)
0e(P)(0,Y) = Py(c, )Y 4 ...

Como Py(c,1) + 0, o.(P) é distinguido em Y (de ordem b), e portanto, P; é distinguido em Y para j =
1,...,m. (]
3. PROPRIEDADES ALGEBRICAS DE 0o E Fn
Usando os teoremas de Weierstrass que demonstramos, podemos investigar a estrutura algébrica de ).

Definicao 3.0.1. Um anel R é noetheriano se todo ideal I < R for finitamente gerado. Um mdédulo M sobre
um anel R é noetheriano se todo R-submddulo de M é finitamente gerado.

Vamos mostrar um lema ttil sobre R-mdédulos noetherianos:
Lema 3.0.2. Sejam R um anel comutativo com unidade e
0> M S MM -0

uma sequéncia exata de R-mddulos. Entao, M é noetheriano se, e somente se, M' e M" forem noetherianos.
Em particular, somas diretas finitas, submddulos e quocientes de modulos noetherianos sdo noetherianos.

Demonstragdo. Suponha que M é noetheriano. Seja 77 < M’ um submédulo. Entdo, «(T') ¢ M é um

submédulo, e existem my,...,m;, € a(T") que geram «a(T’). Escolhendo m; € T" com a(mj) = m; e usando
a injetividade de a, segue que mj,...,m;, geram T’. Seja agora T” < M" um submédulo. Entao, BT
¢ um submédulo de M, que é finitamente gerado por my,...,m, € 371(T"). Definindo mf = B(m;) e T",
obtemos geradores para 7" (usando a sobrejetividade de (). Reciprocamente, suponha que M’ e M” sejam
noetherianos e seja T = M um submddulo. Entdo, T” := B(T) e T' := o (T) sdo submédulos de M” e
M, respectivamente. Sejam nj,...,n; € 7" e nf,...,ny € T" conjuntos de geradores. Como 3 é sobrejetiva,
podemos tomar my,...,m, € M com B(m;) = nj para todo j. Escreva my, := a(n},) para todo k. Afirmamos
que {mq,...,mp,M1,..., My} geram T. De fato, dado ¢ € T, podemos encontrar ai,...,a, € R tais que

t— Z§:1 aymj € kerf nT = imga nT. Existe entdo t' € 7" com «a(t') = t — Z?:l ajm;. Escrevendo
t' = X5_, By, obtemos

P l
t= Z a;m; + Z Brmy,
j=1 k=1

como queriamos. As afirmagoes restantes seguem considerando as sequéncias exatas 6bvias. (I
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Em analogia com o teorema da base de Hilbert (que diz que se R é noetheriano entdo R[X] é noetheriano),
temos o

Teorema 3.0.3. Os aneis yOg e Fy sdo noetherianos.

Demonstragdo. Fazemos o caso 0, ja que o caso de .Fy ¢é completamente andlogo. Procedemos por indugao
em N: se N = 0, entdo 0y = C, que é um corpo (em particular, noetheriano). Suponha agora que N > 1 e
que n_10)p é noetheriano. Seja a € &y um ideal ndo-nulo. Considere o caso em que existe f € a distinguido
com respeito a Xy. Entao, pelo coroldrio 2.2.6, R := yOo/(yOo - [) é um n_;0p-mbdulo livre e finitamente
gerado, logo pelo lema 3.0.2 e pela hipétese de indugdo, R é noetheriano como p_;&p-mddulo. Considerando
a projecio @ R de a no quociente, esta é gerada por um nimero finito de elementos {f,..., f,} € a sobre
N—100 (em particular, sobre 5 €9). Escolhendo representantes f; € a, obtemos a gerado por {f, f1,..., fs}.
No caso de a nao conter um elemento distinguido em Xy, escolhemos f #+ 0 em a e, usando a proposicao 2.2.8,
existe uma mudanga de coordenadas o, tal que o.(f) é distinguido em Xy. Desta forma, o(a) ¢é finitamente
gerado, e portanto a também é. O

4. FEIXES COERENTES
Fixamos, nesta secdo, um espaco topolégico T e um feixe de aneis comutativos unitais #Z em T'.

Definicao 4.0.1. Um Z-médulo sobre T' é um feixe de conjuntos ¢ em T tal que 4 (U) é um Z(U)-médulo
para todo aberto U < V, e as aplicagdes de restricio 4 (U) — ¢(V) sdo homomorfismos compativeis com a
restrigao Z(U) — Z(V') para V c U abertos de T

Exemplo 4.0.2. Um exemplo de Z-médulo é o feize livre %P, dado por ZP(U) = Z(U) x ... x Z(U) (R°(U) =

]

P
{0}) para U c T aberto, com a estrutura usual de Z(U)-médulo. O stalk deste feixe num ponto t € T §,

evidentemente, Z; = (%;)", onde %; ¢ o stalk do feixe Z em t.

Definigcao 4.0.3. Um Z-médulo ¢ sobre T' é de tipo finito se, para todo t € T, existirem uma vizinhanga
U c T aberta de t e uma sequéncia exata

P , ,
4 |U g |U 0.
Vejamos uma condi¢ao equivalente a esta:

Lema 4.0.4. Seja ¢ um Z-mddulo sobre T. Entdao, 4 € de tipo finito se, e somente se, para cada ponto
to € T existem wma vizinhanca aberta U < T de to e um nidmero finito de segoes s1,...,sp € G(U) tais que
spang, {(51)t,....(sp)e} =% para todo t € U.

Demonstragao. Suponha que ¢ seja de tipo finito. Dado tg € T, sejam U a vizinhanga de tg e ¢ : %p|U — %|U o

epimorfismo dados pela defini¢do. Considere as segdes candnicas e; € ZP(U) dadas por e; = (0,...,0,1,0,...,0),
com 1 na j-ésima posicao. Defina s; := ¢(e;) € 9(U). Dados t € T e v; € %, existem elementos ay,...,a, € %
tais que
P P
ve = | D ai(es)e | = X a5(s),
j=1 j=1
pois ¢; é homomorfismo de Z;-médulos e (¢(e;)): = ¢+((e:):). Reciprocamente, se existem as segdes s1,. .., Sp

indicadas, basta definir ¢(V) : ZP(V) — 4(U) por
P
$(b1, - ,bp) = X bipuv (),
j=1

onde V < U é aberto. O

Proposicao 4.0.5. Seja 4 um Z-mddulo de tipo finito sobre T. Se s1,...,sp € 9(T) geram um stalk 4, sobre
Ko, entio existe uma vizinhanca U < T de a tal que s1,...,s, geram o stalk ¢4, sobre Z, para todo y € U.

Demonstragao. Como 4 tem tipo finito, dado a € T existe uma vizinhancga V' de a e um nimero finito de se¢oes
T1,...,Tq que geram (sobre %, ) os stalks &, para todo y € V (pelo lema 4.0.4). Por hipétese, podemos escrever

p
ri = Z QijSj, Qij € %a-

Jj=1
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Como este nidmero finito de equagdes vale em a, também vale numa vizinhanca de a (o conjunto dos pontos

onde duas se¢bes coincidem é aberto, conforme A.0.9). (]
Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 4.0.6. Seja ¢ : % — ¢ um morfismo de Z-médulos. Se & é de tipo finito, entdo Im ¢ é de tipo
finito (de fato, basta aplicar o morfismo ¢ ao conjunto de geradores locais de .Z#).

Exemplo 4.0.7. Nem todo Z-médulo de tipo finito é gerado por secoes globais. Para ver isto, considere
X = ]P’%: o espago projetivo complexo de dimensao 1, com a estrutura usual de superficie de Riemann. Seja
X = Ox o feixe das fungoes holomorfas, e considere o Z-médulo ¢ dado por

sy < {7 ox 1) =0}, 0eT,
Ox(U), 0¢U.

Este feixe é de tipo finito (nos abertos contendo zero, ele é gerado pela fungéo coordenada z) e ndo-nulo, porém
nao possui geradores globais, ja que toda fungao holomorfa em X é constante.

Precisamos selecionar na categoria dos Z-mdédulos de tipo finito uma subcategoria plena apropriada em que

nicleos e contcleos de homomorfismos existam. Considere um nimero finito sy, ..., s, de segdes globais de um
Z-médulo &4 em T'. O nicleo do homomorfismo
¢ HP > Y
P P
Z rj€; — Z T84
j=1 j=1
é chamado de feize de relagoes entre as se¢des 1, ..., Sp, € 0 denotamos por ker(si, ..., sp).

Definicao 4.0.8. Um Z-mddulo de tipo finito & sobre T' é coerente se, para todo aberto U c T e para toda
colegao s1,...,sp € 4(U) de segbes sobre U, o feixe ker(sy, ..., sp) for de tipo finito em U.

Observagao 4.0.9. Um submddulo % de um Z-mébdulo coerente & é coerente se, e somente se, for de tipo finito.

Observagao 4.0.10. Note também que coeréncia é uma propriedade local: um feixe ¢4 de Z-mddulos é coerente
se, e somente se, para cada ponto t € T' existir um aberto U < T' contendo ¢ tal que g|U é coerente.

Observacao 4.0.11. Se 4 é um Z-médulo coerente, entdo se ¢ : #P — 4 é um homomorfismo qualquer de
Z-mobdulos, ker ¢ é de tipo finito .

Observagao 4.0.12. Se ¢ : S — T é uma funcdo continua entre espagos topoldgicos e 4 é um Z-moédulo coerente
sobre T, entdo ¢~ '%4 é um ¢~ 'Z%-médulo coerente sobre S.

Lema 4.0.13. Para dois Z-homomorfismos ¢ : #P° — G e : Z1 — &G com mesma imagem, ker ¢ € de tipo
finito se, e somente se, kertp € de tipo finito.

Demonstragao. Podemos supor sem perda de generalidade que ¢4 = Im¢. Suponha que ker ¢ é globalmente
finitamente gerado, ou seja, existe um epimorfismo #Z” — ker¢ (o caso geral serd repetir este argumento
considerando a restri¢do dos feixes a um aberto U < T'). Considere a composigdo (denotada por 7)

RP — ker ¢ — RP.

Sejam e; e f; os geradores candnicos de Z? e #7, respectivamente. Por hipdtese, existem secoes a5, bj; € Z(T')
parat=1,...,p,j =1,...,q tais que

q P
dles) = D ai(fy), (f5) = Y, Bidles)-
j=1 i=1
Definimos entao os morfismos A\ : P — Z? e y: #1 — %P por
a 4
Mei) = D) eujfy, u(fi) =) Biies

j=1 i=1

(com extensdao %-linear). Finalmente, defina § : %7 @ %7 — %7 por

o(r,s) = s + A(y(r) — p(s))-



12 VINICIUS NOVELLI

Afirmamos que o diagrama

GBPr

Y P ¢ @
(N
5 5 »
X D R R Y 0
é comutativo (de fato, temos po X = ¢ e pop = 1), j& que coincidem nos geradores por definicio dos morfismos
A e p). Afirmamos que a segunda linha é exata, ou seja, que Im é = ker . De fato, se (r,s) € ZP @ #9, entdo

P(8(r, ) =1 (s + My(r) — 1(s))) = ¥(s) + d((r)) — 1(s) = ¢(+(r)) =0,
ja que a primeira linha é evidentemente exata, e temos Im § < ker. Reciprocamente, tome s € ker . Entao,
u(s) €€ ker ¢, pois ¢(u(s)) = (s) = 0. Como temos um epimorfismo %P — ker ¢, existe r € %P tal que
~v(r) = u(s). Desta forma,

6(r,s) = s+ Ay(r) — pu(s)) = s.
Assim, kery ¢ Im § ¢ a sequéncia é exata. Desta forma, temos um epimorfismo %P9 = %P @ #9 — ker 1), e
ker 1 tem tipo finito. A outra diregdo segue invertendo os papeis de ¢ por ¥ no argumento acima. (I

Observagao 4.0.14. Observe que, se o espago topoldgico T se reduz a um ponto, estamos apenas estudando
moédulos coerentes sobre um anel.

Até agora, é dificil dar exemplos de feixes coerentes (além do feixe nulo). Entretanto, vamos investigar as
propriedades algébricas que a categoria dos feixes coerentes possui. O teorema a seguir é fundamental.

Teorema 4.0.15. Seja
09 -9 9" -0

uma sequéncia exata de Z-mddulos sobre T'. Se dois dos trés feives G',9,9" forem coerentes, entdo o terceiro
também é.

Este resultado sera consequéncia da seguinte

Proposicao 4.0.16. Seja
RN NN
uma sequéncia exata de Z-mddulos, e suponha que ¥; € coerente para i = 1,2,3,4. Entdo, G € coerente.

E evidente que a proposicao 4.0.16 implica o teorema 4.0.15, ja que o feixe nulo é coerente.

Demonstracao de 4.0.16. Vamos mostrar inicialmente que ¢ é de tipo finito. Fixe um ponto ¢ € T. Existe uma
vizinhanga de t tal que restringindo os feixes a esta vizinhanca, temos o seguinte diagrama:

0> 7 —Y % er(¢y 0 1) — BP3
(4.0.1) lx P lfw”
“, $2 @ [ 7, ¢3 9,

Usamos no diagrama acima o fato de % e ¥ serem de tipo finito e, como ¥, é coerente, o nicleo ker(¢z o 7)
também ¢ de tipo finito (ver observagdo 4.0.11). Como

T (1/1(%”)) C ker ¢3

e ker ¢35 = Im ¢, podemos encontrar gi,...,gp € ¢ tais que ¢(g;) = 7(¢(e;)) (onde ey, ..., e, sao os geradores
canonicos de ZP). Definindo w : 2P — ¢ por w(e;) = g; (e estendendo por #-linearidade), concluimos que o
diagrama 4.0.1 é comutativo. Para mostrar que ¢ é de tipo finito, vamos provar que o mapa

GoX +w: B DR — Y
(r; 8) = d2(x(r)) +w(s)

é sobrejetivo. De fato, seja g € 4. Como 7 é sobrejetiva, existe r3 € ZP3 com 7(r3) = ¢(g). Pela exatiddo da
sequéncia, ¢(g) € ker ¢3 e entdo 7(r3) € ker ¢3, donde r3 € ker(¢3 o 7). Como 9 é sobrejetiva, existe s € 2P tal
que ¥(s) = r3. Considere agora g — w(s). Aplicando ¢, obtemos

¢(g —w(s)) = d(g) — 7o Y(s) = ¢(g) —7(r3) = 0.



TEORIA LOCAL DAS FUNGOES HOLOMORFAS: O TEOREMA DE OKA 13

Novamente, pela exatidao da sequéncia, existe go € % com ¢2(g2) = g — w(s), e como x é sobrejetivo, existe
r € #P? tal que x(r) = g2. Assim, g — w(s) = ¢2(x(r)), € 0 mapa ¢ox + w é sobrejetor. Isto demonstra que ¥
tem tipo finito.

Demonstramos agora que o feixe de relagdes de ¢ tem tipo finito. Pelo exemplo 4.0.6, Im ¢, é de tipo finito
(pois % é de tipo finito). Pela observagio 4.0.9, Im ¢; é coerente. Assim, podemos substituir ¢ por Im ¢,
e ¢1 pela inclusao Im ¢ — %, preservando a exatidao da sequéncia e a coeréncia dos feixes. Continuamos
denotando Im ¢; por ¢. Dado um homomorfismo g : Z° — ¢, temos o seguinte diagrama (numa vizinhanga
de um ponto t € T'):

a2 B s ker(po ) ——s BP
(4.0.2) lx » Jﬁmﬂ
_ M b2 ¢
ker QZ52 = gl gg 4 gﬁ‘s

Usamos no diagrama o fato de % ser de tipo finito e %3 ser coerente. Construimos o homomorfismo w da
mesma forma que fizemos na parte anterior. Como % é coerente, ker(y +w) € ZP* @ %P é de tipo finito. Seja
pry : ZP @ %P — ZP a projecao no segundo fator. Vamos mostrar que

ker 8 = (Pl"z (ker(x + W))) )

e concluiremos que ker 8 é de tipo finito (por ser imagem de um mddulo de tipo finito por um homomorfismo).
Seja (a1,a2) € ker(x + w), ou seja, x(a1) =0 = w(az). Como o diagrama 4.0.2 é comutativo, temos

B (¥(pry(ar, a2))) = B (¥(a2)) = ¢a(w(az)) = ¢2(0) =0,
ou seja, ¥ (plr2 (ker(x + w))) c ker 8. Para a outra incluséo, seja a € ker § < ker(¢ o 8). Como 1) é sobrejetiva,
existe b e ZP tal que ¥(b) = a. Assim,
0 = B(1(b)) = d2(w(b)),

ou seja, w(b) € ker ¢o. Como x é sobrejetiva, existe ¢ € ZP* com x(c) = w(b). Assim, temos (—c,b) € ker(x + w)
e

¥ (pra(=c,0)) =¥ (b) = a.
A demonstragao estd completa. (I
O teorema 4.0.15 tem uma miriade de consequéncias:
Corolario 4.0.17. A soma direta de uma familia finita de %-mddulos coerentes € coerente.

Demonstracao. Se 4 e % sdo coerentes, temos a sequéncia exata
0% % D% >9—0,

onde 4 — 4 @ % é a aplicagdo g1 — (g1,0) e 4 D% — % é a projecdo (g1,92) — g2. O resultado estd
provado. O

Corolario 4.0.18. Seja ¢ : F — 4 um homomorfismo de Z-mddulos coerentes. Entdo, ker ¢, coker ¢ e Im ¢
sao Z-mddulos coerentes.

Demonstracao. Ja sabemos que Im ¢ é coerente e temos a sequéncia exata
0—>ker¢<—>9glm¢—>0.
J& para o contcleo, temos a sequéncia exata
0—Im¢— Y — cokerp — 0.
O
Coroldrio 4.0.19. Seja F um Z-submddulo coerente de um Z-mddulos coerente J. Entao, 7| F € coerente.

Demonstragao. Temos a sequéncia exata
0> F > H - HF —0.
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Corolario 4.0.20. Sejam 7,9 Z-submddulos coerentes de um Z-mddulo coerente €. Entio, F +9 ¢ F N9
sao coerentes.

Demonstragao. Considere o mapa de adi¢ao A : .F @Y — . Este é um homorfismo entre Z-mdédulos coerentes
(pelo corolério 4.0.18), e portanto sua imagem, .7 + ¢, é coerente. Para a intersecgio, basta observar que ela é
o kernel do homomorfismo natural % — /9 e usar o corolédrio 4.0.19. O

Corolario 4.0.21. Sejam 7,9 %-mddulos coerentes. Entio, F Qg G é coerente. Se I < X é um X#-ideal
coerente, entao & - F € coerente.

- . A ¢ . .
Demonstragao. Podemos supor que existe uma sequéncia exata da forma #° — #? — F — 0 (apds restrigdo
para uma vizinhanga de um ponto, como sempre). Como o produto tensorial é um funtor exato a direita, a
seguinte sequéncia é exata:

B Ry Y2, BRp Y — F @y Y — 0.

Como Z°P QY ~ 9P e Z1 QY ~ 4P, ambos estes feixes sao coerentes pelo coroldrio 4.0.17. Como &% R ¥ =
coker ¢ ® Id, segue que o produto tensorial é coerente. Para ver que . - % é coerente, basta notar que é a
imagem do homomorfismo natural .¢ ® % — Z. O

Proposicao 4.0.22. Sejam % ,9 dois submddulos de tipo finito de um Z-mddulo €. Entdo, se F, = 9, para
a €T, existe uma vizinhanca U € T de a em que F, = 94, para todo y € U.

Demonstragdo. Se si,...,s, € Fq = ¥, sdo geradores desses Z,-médulos, entdo eles também sdo geradores
numa vizinhanga pela proposigao 4.0.5. ]

Corolério 4.0.23. Seja F g Y A uma sequéncia de Z-mddulos coerentes. Se esta sequéncia é exata em
a €T, entio ela € exata numa vizinhanga de a.

Demonstrag¢ao. Como Im ¢ e ker 1 sao de tipo finito, basta aplicar a proposigao 4.0.22. (]

Vamos agora considerar o caso particular em que o Z-mddulo ¢4 é o proprio feixe de aneis. Neste caso, o
feixe é trivialmente de tipo finito.

Definicao 4.0.24. Um feixe de aneis & sobre um espago topolégico é coerente se for coerente como um -
médulo sobre si mesmo.

Observagao 4.0.25. Assim, Z é coerente se, e somente se, para todo homomorfismo ¢ : Z?
relacoes ker ¢ é de tipo finito.

|U — %"U, o feixe de

Proposicao 4.0.26. Um Z-mddulo 4 sobre um feixe de aneis coerente Z em T € coerente se, e somente se,
existe uma cobertura aberta de T por abertos U tais que existe uma sequéncia exata

'%)q|U - '%)p|U - g|U — 0.

Demonstracao. Ja sabemos que se ¢4 é coerente entao existe a cobertura aberta de T e as sequéncias exatas
indicadas. Suponha agora que existe esta cobertura. Como % é coerente, temos .%’p|U e %q|U coerentes também.

Assim, a sequéncia acima exibe ¢ |U como um contcleo, e a coeréncia de ¥ |U segue do corolario 4.0.18. O

5. O TEOREMA DA COERENCIA DE OKA

Vamos agora ao principal teorema deste trabalho, que fornece o primeiro exemplo nao-trivial de um feixe
coerente de aneis.

Teorema 5.0.1 (Coeréncia de Oka). O feize das fungdes holomorfas Ocn é coerente.

Demonstragdo. Como coeréncia é uma propriedade local (ver 4.0.10), é suficiente demonstrar a coeréncia de 5 &
numa vizinhanga aberta U < CV da origem (a ser diminuida apropriadamente no decorrer da demonstracio).
Note que @ é claramente de tipo finito (gerado numa vizinhanga da origem pelas fungoes 1, 21, ..., zx). Assim,
precisamos demonstrar que
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e 0 nucleo do homomorfismo

¢ (Nﬁ|U>m - Nﬁ|U

m
(gla .. 'agm.) = Z ngJa
j=1

¢ de tipo finito para (f1,..., fm) € (Nﬁ|U) .

Procedemos por inducao em N. Se N = 0, o subespago linear ker ¢ < C™ é claramente de tipo finito sobre C
(pois é um subespagco vetorial). Suponha agora que o teorema é vélido em dimensdo N — 1. Vamos demonstrar
inicialmente que podemos supor que m = 2 e que f1(0) = ... = f,,,(0) = 0. De fato, se m = 1, entdo ou ¢ = 0,
ou ¢ é o mapa de multiplicagdo por um germe nao-nulo, e ker ¢ = 0. Em ambos os casos, ker ¢ tem tipo finito.
Por outro lado, se (digamos) f1(0) % 0, entdo podemos (reduzindo U) supor que f; é uma unidade em Nﬁ‘U.
Neste caso, a aplicagao

(Nﬁ|U)M71 — ker ¢

1 m
(92:---,9m) — T 1 9ifir 92, gm
195

é um isomorfismo de feixes, e ker ¢ é de tipo finito. A préxima reducao que faremos é supor que, apés uma
mudanga linear de coordenadas, todos os f; sao polinémios de Weierstrass em ( N—lﬁo) [zn]. De fato, aplicando
a proposicdo 2.2.8 e o teorema da Preparagao 2.2.4, podemos escrever f; = e; - w;, onde e; é uma unidade.
Basta notar que os feixes ker(f1,..., fm) e ker(wy,...,wy,) sdo isomorfos.

Finalmente, escreva U = U’ x U”, onde U’ < CN~! ¢ U” < C sdo vizinhancas abertas da origem, com
fi € (y_10(U")) [2n] e r = maxdeg f;. Por hipétese de indugdo, o feixe y_,& é coerente e, portanto,
X = pr@lv_1 (n_10) é coerente sobre CV (pela observagao 4.0.12). Observando que

R[N ]ar ~ @% c N0,
2r

segue do coroldrio 4.0.17 que Z[zn]2- é um Z-mdédulo coerente. O homomorfismo ¢ induz (via restrigao) o
seguinte diagrama:

N — O

J J

('@[ZN]QT.)m L} '%[ZN]&-,

jé que deg f; < r. Pelo coroldrio 4.0.18, o nicleo de ¢ é de tipo finito, e existem segoes g1, . .., gs € (ker )(U)
com

kerv) = Zg1 + ... + #ys.

Resta entao demonstrar que
(5.0.1) (ker ), = yOo - (kere)),,, ueU.

De fato, isto implicard que ker ¢ = O - (Zg1 + ... + Zgs) = NO-g1 + ...+ yO - gs, € segue que ker ¢ é de tipo
finito.

Para provar 5.0.1, fixe u € U e escreva, para simplificar a notagao, R := %, < yO, =: S. Considere o
diagrama induzido em u

ker ¢,, Sm fu S
kerdh, > (Rlznlor)™ —2 Rlzn]ar-

Suponha inicialmente que f; é um polindmio de Weierstrass de grau p < r no ponto u. Pelo teorema de divisao
2.2.5, fixados elementos (x1, ..., xm) € ker ¢, € S™, existem unicas representagoes da forma

(502) Xj = f1 caj + bj, a; € S, bj € R[ZN],),
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para todo j = 2. Desta forma, colocando by := x1 + Z;"ZZ a; fj, temos
m
0= Yxifi
j=1

= fixi1+ Z (fra;f; + fib;)

Jj=2

=filxa+ D aifi |+ D) fib
j=2

J=2

= Z fibj-

j=1
Assim, obtemos
fiby = — Z fibj € Rlzn]p+rs
j=2

e como f1 é um polinémio de Weierstrass, isto implica que by € R[zn],. Colocando 4; = (—f£;,0,...,0, f1,0,...,0)
(com f1 na j-ésima posigao), obtemos A; € ker ), e a equagio 5.0.2 mostra que

(Xl,...,xm) = (bl,...7bm) + Z ajAj.
j=2

Como A; e (x1,.-.,Xm) estdo em ker¢,, obtemos (by,...,bn) € ker¢, n (R[ZN]T)m c ker),. Assim,
(X1,---,Xm) é uma combinacao linear de elementos de ker, com coeficientes em S, e a equagdo 5.0.1 estd
provada.

Para o caso em que f; nao é um polinémio de Weierstrass em u, existe uma representacao da forma f; = e- f,
onde e, f € R[zN]r, f um polinémio de Weierstrass em « e e uma unidade em S. Considere o homomorfismo

f:8" — S
m
(X17' - aXm) g ¢u(X1€717X2a""Xm) = le + 2 ijj
j=2
Note que
(X1, Xm) €Eker ¢, <= (x1,x2¢7 %, ..., xme 1) € ker#.

Pelo caso que demonstramos anteriormente (em que f; era de Weierstrass em ), existem para cada (x1,. .., Xm) €
ker ¢, elementos dj € S e Bj = (Bj1,...,Bjm) € (R[zN]r)m N ker 6 tais que

m
(Xla XQeila LR Xmeil) = Z d]BJ
j=1
Colocando B; := (Bj1, Bjse, . .., Bjme) € (R[zn]2)™ N ker ¢, < ker),, obtemos
m ~
(Xl? e aXm) = Z dJB]7

Jj=1

a representacao que desejdvamos. O teorema estd demonstrado. O

APENDICE A. TEORIA BASICA DE FEIXES

Fixamos nesta se¢do um espago topoldgico T' e um anel unital e comutativo R (ndo excluimos o anel nulo,
em que 1g = 0pg).
Definicao A.0.1. Um pré-feize (¢, p) de R-médulos sobre T' consiste dos seguintes dados:

(1) Para cada aberto U c T associamos um R-mdédulo 4(U) (chamado de conjunto de segdes de & sobre
U).
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(2) Dados abertos V c U c T, temos um homomorfismo de R-mdédulos
Py YU) > 9(V),

chamado de morfismo de restricao, que satisfaz as seguintes propriedades: pg =ldy ) e p“//V ) pg = p‘[/fv
para todos os abertos W cVcUcT.

Observagao A.0.2. Em geral vamos denotar o pré-feixe (¢, p) apenas por ¢4, e se V. < U sao abertos de T
e f € 9(U), escrevemos pY(f) = f |V (mesmo quando p néo for o homomorfismo de restrigdo em espagos de
fungdes). Podemos modificar a definicio acima e considerar feixes de grupos, espacos vetoriais, aneis, etc.!

Um feixe em T serda um pré-feixe com propriedades adicionais, conforme a seguinte
Definigao A.0.3. Seja ¢ um pré-feixe de R-mdédulos em T'. Dizemos que ¥ é um feize de R-mdédulos em T
se, dados um aberto U < T e uma cobertura aberta U = | J,.; U; de U, forem vélidas:
(1) (Unicidade) Duas secoes s,r € 4(U) sao iguais se, e somente se, s‘U_ = r|U_ para todo i € I.

2) (Existéncia) Para toda familia de secoes s; € 4(U;) que satisfaz s; 2 para todos os indices
G q p

|Uij = 3j|U1-j
i,7 € I, existe uma secao s € 4(U) tal que 5|U_ = s; para todo i € I.

Observacao A.0.4. Observe que, escolhendo a cobertura vazia @ = Uie@ &, o espago de segoes 4(F) é o
R-médulo nulo {0}.

Uma defini¢do equivalente pode ser obtida da seguinte forma:

Proposicao A.0.5. Seja 4 um pré-feize de R-mddulos em T. Entdo, 4 é um feize se, e somente se, para todo
aberto U < T e cobertura aberta U =\ J,.; Ui, a sequéncia

iel
(A.0.1) 0-9W) ST[9wn S [ 9wy
el (i,5)eI?
é exata, onde a(f) = (f|Ui>ieI e B((fi)ier) = (fZ|UU = [ Uij)(ij)ejz’s'

Demonstracao. Observe que a aplicagado « é injetiva se, e somente se, for valida a propriedade de unicidade
das segoes. A inclusao img a C ker 8 é valida para qualquer pré-feixe. A inclusao ker 8 c img« é vélida se, e
somente se, vale a propriedade de existéncia de segoes. O

Dado um (pré-)feixe &4 em T, podemos restringi-lo para um aberto U < T, considerando %|U(V) =¥9(V)
para todo aberto V < U, obtendo um (pré-)feixe em U.

Definicao A.0.6. Sejam (.7, p) e (¢,n) dois (pré-)feixes de R-médulos em T. Um morfismo ¢ : F — & de
(pré-)feizes consiste de uma familia de homomorfimos

¢(U) : Z(U) = 4 (U)

para todo aberto U < T, de modo que o diagrama

7)) 29 g
oY ny
F(v) 25 9 ()

seja comutativo para todos os abertos V < U < T. Vamos denotar por Hom(%,¥) o (pré-)feixe de morfismos
entre ¥ e¢ 9.

1Em linguagem categérica, definimos OP(7T') como a categoria cujos objetos sdo abertos de T' e os morfismos Hom(U, V)
consistem do conjunto vazio se V ¢ U e da inclus@o i : V — U se V < U. Dada uma categoria C, um pré-feize em T com valores
em C ¢ apenas um funtor contravariante ¢ : OP(T') — C.

23e (Ai)ier é uma familia indexada de conjuntos, escrevemos Aig..ip 1= Ajg 0 ...0 Ay, para p € Zy.

3Se uma categoria C admitir todos os limites, um pré-feixe ¢4 com valores em C é um feixe se, e somente se, o diagrama
Y(U) - [1;9Us) 3 I1;,; 9(Us;) for um equalizador para todo aberto U com cobertura aberta (U;)ier-
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Seja & um pré-feixe de R-moédulos sobre T e seja u € T. Denote por %, o conjunto dos abertos de T
que contém u e coloque neste a relacao U < V se V < U. Isto faz de %, um conjunto dirigido, e o sistema
{pov :9(U) >4 (V); U,V € %, U<V} é um sistema direto de R-médulos. Podemos entdo formar o limite
direto

Y, = lim 9(U).
Uey
Este é um R-mdédulo que, concretamente, é dado pelo quociente da reuniao disjunta
g.= | ] 90/~
UeU,

onde Fy € 4(U) é equivalente a Fy € 4(V) se existe um elemento W € %, com W c UV tal que F1|W = F2|W.
Dizemos que este R-mddulo é o stalk do feixe & no ponto u € T. Temos uma aplica¢ao natural 4(U) — ¥,
para todo U € %, (a aplicagdo quociente), e denotamos a imagem de F' € 4(U) por [F], € %4, (também vamos
usar a notagdo Fy). Observe também que, se ¢ : 4 — % é um morfismo de (pré-)feixes, entao ele induz um
homomorfismo ¢, : (41), — (%), de R-médulos.

Vamos agora usar esta construgao dos stalks para descrever uma forma de obter (canonicamente) um feixe a
partir do pré-feixe ¢:

Proposicao A.0.7 (Feixificacdo). Seja ¥ um pré-feize de R-mddulos sobre T. Entdo, existe um feize 4 de
R-mddulos sobre T e um morfismo ¢ : 9 — G satisfazendo a sequinte propriedade universal: dado qualquer
outro morfismo v : 4 — F, onde F € um feize de R-mddulos sobre T, existe um tnico morfismo ¢* : 4 — F
que satisfaz 1 = °® o @.

Demonstragao. Seja U c T um aberto. Definimos o R-médulo

GU) = {(su) € H 4,; (s,,) satisfaz a propriedade (*)} ,

uelU
onde (#) é a seguinte propriedade:
(#): Para cada u € U, existe uma vizinhanga aberta V' c U de u e uma segdo o € 4(V) tal que s, = [o],
para todove V.
E evidente que, se V c U sao abertos de T', a projecao

[1% - []%

uelU veV
leva elementos de 4(U) em ¥(V), e denotamos esta aplicacio por p : 9(U) — (V). Obtemos entio um
pré-feixe (¢,p) de R-médulos em T.
Considere o homomorifsmo, para U < T aberto, 4(U) — [ [,y % dada por F' — ([F]y)uer. Por definicao,
a imagem desta aplicacdo estd contida em ¢ (U). Temos entdo, se V < U sdo abertos, o diagrama comutativo

9(U) 9(U) [ucv
lpuv lﬁuv l
GV) —— GV) — [y %

Obtemos desta maneira um morfismo de pré-feixes ¢ : 4 — 4. Vamos demonstrar que ¥ é um feixe. Seja
U = U;e; Ui uma cobertura aberta do aberto U < T. Considere uma familia s; = (8;,4)uecv, € 4(U,;) tal que
Sily,mv, = Silv,au, Podemos entdo definir s = (sy,)uev € [ [, % da seguinte forma: dado w € U e i € I com
u € U;, coloque s, := s;,. Isto estd bem-definido pela condicao de igualdade em U; nU; de s; e s;. Precisamos
verificar a propriedade (x) para s: dado u € U, temos u € U; para algum ¢ € I. Como s, = s;, para v numa
vizinhanca de u e s; satisfaz (#), s satisfaz (). Assim, s € 4(U). Como s|Ui = s, verificamos a propriedade de
existéncia. A propriedade de unicidade é automética, e portanto, & é um feixe.

Prova da propriedade universal: omitida. (I

Outra construgdo importante associada a um (pré-)feixe & é a do espago étalé: considere

% =] %

teT
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a reunido disjunta dos stalks de ¢. Introduzimos uma topologia em |¥| da seguinte forma: dados U c T aberto
e Fe¥9(U), colocamos
QF;U = {[F]t, te U} C |Qf| .
Observe que, se U,V < T sao abertose F € 4(U) e G € 9(V), entao Qp.y nQg,v = Qgw,onde W cUnV éo
conjunto de pontos ¢t onde [F|; = [G]: e H = F|W = G|W. Desta forma, a colegdo {Qp,y; U < T aberto e F e
¢(U)} forma uma base para uma topologia em |¥¢|. Este espago topoldgico é chamado de espago étalé do
pré-feixe ¢, com projecdo natural 7 : |¢| — T dada por «([F];) = t. Esta projegdo é, evidentemente, um
homeomorfismo local sobrejetivo.
Outra propriedade importante é a seguinte: se U < T' é aberto, entao o conjunto

r (U§ |g|) = {U :U — || continua; moo = IdU}

das secoes continuas, com estrutura de R-mddulo definida em cada stalk, é um R-mdédulo. Na verdade, estas
propriedades fornecem uma forma diferente de definir feixes.

Definicao A.0.8. Sejam S, T espagos topoldgicos e m : S — T uma aplicagao continua. Dizemos que 7 : S — T
é um espaco-feize de R-médulos sobre T se as seguintes propriedades forem satisfeitas:
(1) m é sobrejetiva e um homeomorfismo local.
(2) Cada pré-imagem S; := 7~1(¢) tem estrutura de R-médulo.
(3) A estrutura algébrica de S; varia continuamente com ¢, no seguinte sentido: se U < T' é aberto, entéo
o conjunto das se¢oes continuas T'(U;S) :={o : U — S; roo = Idy} com a estrutura de R-médulo em
cada pré-imagem S; é um R-mddulo.

Como vimos acima, o espago étale 7 : |4| —» T de um (pré-)feixe & sobre T é um espago-feixe. Provemos
algumas propriedades bésicas de espagos-feixes:

Proposicao A.0.9. Seja 7 :S — T um espaco-feixe. Entdio,
(1) A projecao w e as secoes o € I'(U; S) (para U < T aberto) sao aplicagdes abertas.
(2) O conjunto {o(U); U < T aberto e 0 € T(U;S)} é uma base para a topologia de S.
(3) Se U,V < T sdo abertos e f € T'(U;S), g€ I'(V;S), entdo o conjunto {t e U n'V; f(t) = g(t)} € aberto
em T'.

Demonstragdo. Ttem 1): a projecéo 7 é evidentemente aberta por ser um homeomorfismo local. Seja o € T'(U; S)
e tome p € U. Como 7 é homeomorfismo local sobrejetor, existem abertos W < S contendo o(p) e V < T
contendo p tais que 7r|W : W — V é homeomorfismo (denotamos sua inversa por ¢ : V.— W). Seja V, c U nV
aberto contendo p tal que o(V1) € W (que existe pela continuidade de o). Entao, se x € V4, m(o(z)) =2 =
o(z) = ¢(x), ou seja, o(V1) = ¢(V1), que é aberto em S (pois ¢ é um homeomorfismo). Assim, o é aberta.

Item 2): Pelo item 1), todos os elementos de {o(U); U < T aberto e 0 € I'(U; S)} sdo abertos em S. Seja
s €S eW c S um aberto contendo s. Escreva p := 7(s). Como 7 é homeomorfismo local, existem abertos
W1 € W contendo s e V; < T contendo p tais que 7r|W1 : Wi — V4 é homeomorfismo. Defina o € T'(Vy;.5) por
o= (7T|W1)*1. Entéo, (V1) = Wy € W, e s = o(p) € 0(V1). Segue que {o(U); U < T aberto e 0 € I(U; S)} é
base para a topologia de S.

Item 3): Seja tg € U n'V tal que f(tg) = g(to) =: so. Temos 7(sg) = tg. Como 7 é homeomorfismo local,
existem abertos W < S contendo sg e V < T contendo ty tais que ¢|W : W — V é homeomorfismo. Como
f e g sdo continuas, existe um aberto V3 < U n V contendo t tal que f(Vi) n g(Vi) € W. Se x € Vi, entéo
m(f(x)) =z =7(g9(z)) = f(z)=¢(x) = g(x). Assim, f = g em V; e o resultado estd demonstrado. O

Dados dois espagos-feixe w1 : S; — T e w3 : So — T, um morfismo entre estes espagos é uma aplicagao
continua f : S; — S tal que my o f = m e tal que f|7r_1(t) : Wfl(t) — ng(t) é um homomorfismo de R-
1

moédulos. A colegao dos espagos-feixe sobre T' com estes morfismos forma uma categoria, que denotamos por
Et(T).
Podemos agora exibir a relagao entre feixes e espagos-feixe.

Teorema A.0.10. O funtor F : Sh(T) — Et(T) que associa um feize 4 ao espago-feize 7w : |9| - T e a um
morfismo de feizes f1 : % — % o morfismo F(f) : |%| — |%.| dado por F(f)(vs) = fo(vs), vz € (%), € uma
equivaléncia de categorias.

€T’

Demonstragao. Sejam 4 e 4 dois feixes de R-mddulos sobre T' e considere a aplicagao induzida
F : Homgp 1) (%1,%) — Homggr) (1%1,1%]) -
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Vamos provar que F' é uma bijecao: sejam f1, fo : 4 — % dois morfismos e suponha que F(f1) = F(f3). Seja
U c T é aberto, temos as aplicagoes f1(U), fo(U) : %4 (U) — % (U). Para provar que f1(U)(s) = f2(U)(s)
para todo s € % (U), basta notar que, se n € %(U) é tal que [n], = 0 para todo € U, entdo n = 0
(isto segue da propriedade de unicidade de feixes e da definicdo dos stalks). Assim, como F'(f1)([s].) =
[[1(U)()]z = [f2(U)(s)]e = F(f2)([s]z) para todo x € U, obtemos f1(U) = fo(U), e aplicagdo F ¢ injetiva.
Para a sobrejetividade, seja g : |%| — |%.| um morfismo de espagos-feixe. Seja U < T aberto e s € % (U). Se
x € U, existe uma vizinhanga V < U de z e uma segdo sy € %(V) tal que g([s]z) = [sv].. A continuidade
de g permite (reduzindo V' se necessédrio) tomar sy com g([s],) = [sv]y para todo y numa vizinhanca de
x. Isto produz uma familia de se¢des locais em U dois-a-dois compativeis. A propriedade de existéncia para
feixes implica entdo que existe r € %(U) com ¢([s]z) = [r]. para todo z € U. Isto produz uma aplicacdo
% (U) — %(U) (que associa s a r), o que define f : 4 — % satisfazendo F(f) = g.

Finalmente, o funtor F' é essencialmente sobrejetivo: dado um espago-feixe 7 : S — T, podemos definir um
feixe & em T colocando 4(U) := I'(U; S), com as aplicacbes naturais de restricao. E claro que este feixe ¢
levado em 7 : S — T pelo funtor F', o que demonstra que F' é uma equivaléncia de categorias. O

Vamos agora construir, a partir de uma fungao continua ¢ : S — T e um feixe 4 em T', um feixe em S:

Definicao A.0.11 (Feixe imagem inversa). Sejam ¢ : S — T uma funcdo continua entre espagos topoldgicos e
¢ um feixe de R-moédulos em T'. Defina o seguinte pré-feixe em S: se U < S é aberto,

(gb*lg) (U) = {U :U — |9|; o continua e 7y 00 = ¢}.
Entao, este pré-feixe é um feixe de R-mdédulos em S, chamado de imagem inversa de 4 por ¢.
As seguintes propriedades do feixe imagem inversa sdo de simples verificacao.

Proposicao A.0.12. Sejam ¢ : S — T uma func¢do continua entre espagos topoldgicos, 4 um feixze de R-
mdodulos em T e ¢~'4 o feize imagem inversa. Entdo,
(1) Para cada ponto s € S, existe um isomorfismo canonico Gy(s) ~ (gzb_lg)s.
(2) O espaco-feive de p~1Y ¢ a projecio em S do produto fibrado S x1 |4|:
Ty 2 S xp |G| :={(s, fi) € S x |¥|;0(s) =mg(fi) =t} > S
(s, ft) — s.

Vamos construir agora o principal feixe que consideraremos neste trabalho.

Exemplo A.0.13 (O feixe das fungdes holomorfas). Dado U < CV aberto, consideramos  @(U) a C-4lgebra
das fungdes holomorfas, com as aplicacoes de restricao de fungoes. O feixe & obtido é o feixe das fungoes
holomorfas em CV. Dado um ponto a € C, um aberto U = CV contendo a e uma fun¢io holomorfa f € 0(U),
denotamos por f, € O, a classe de equivaléncia de (a, f) (0o germe da fungdo f em a). Podemos identificar
cada stalk &, com o anel das séries convergentes C{z; — a1,...,2ny — an} que estudamos na primeira se¢do
deste trabalho.
Finalmente, uma sequéncia de feixes
Fhy o
é dita exata quando a correspondente sequéncia
P 2 G 2 A,

nos stalks for exata para cada t € T. Observe que isto é, em geral, mais fraco do que a sequéncia em secoes

20 *D, 9y * 2, )

ser exata.
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1 Introducao

Falaremos um pouco sobre os chamados dominios de Reinhardt, em especial, a intima conexao
que estes possuem com séries de poténcia e dominios de holomorfia. Uma vez que comecaremos
com o primeiro topico, convém dizer que ha um apéndice a disposicao do leitor, caso este julgue
necessario recordar o essencial sobre séries de poténcias em C".

Definition 1.1. Dada uma série de poténcias P em C", o dominio de convergéncia de P, denotado
por D(P) é definido como o conjunto: D(P) := {zy € C"; )" c,2* é absolutamente convergente
para todo z em uma vizinhanga de z}.

Apesar de talvez nao ser tao aparente, esta definicdo empata com a definicao usual de dominio
de convergéncia para N = 1. Recordo que, neste caso, os dominios de convergéncia eram sempre
discos. Isso pode nos fazer pensar que, para varias dimensoes, o dominio de convergéncia serd um
polidisco ou uma bola. Isso de fato pode ser verdade, como mostra o primeiro exemplo abaixo,
mas também ha dominios de convergéncia bastante diferentes, como mostra o segundo exemplo.

Example 1.1. Se ¢, = 1, para todo «, temos uma generalizacao da série geométrica. Esta série
é absolutamente convergente no polidisco A(0,1). De fato, dado A C (Ng)™ finito, denotando por
m; o mdxrimo da i-ésima coordenada dos elementos de A, temos:

mi mn ma mn mi
DTS Y almzml =D Y D e ezl
a€EA a1=1 an=1 as=1 an=1 \oa1=1
m2 Mn, n
1 1
20 (_) BRI |
ool — ]_ — ’21| 1 ]_ — |Z,|
2= an= 1=

Portanto, o conjunto de todas as somas finitas tem cota superior, donde o supremo estd bem
definido e ¢ limitado pelo valor acima, isto é:

n
o 1
Se <
-1zl
a i=1
Example 1.2. Para n = 2, tome, ¢y, 0, = 1 se a1 = g € 0 caso contrdrio. Isto produz a série
Yoo ((z122)*. Note que esta série convergird absolutamente exatamente nos pontos z tais que
|z1]|22| = 1, 0 que estd muito longe de ser um polidisco.



Figure 1: Perfil do dominio de convergéncia da série do exemplo 1.2 em R?
O fato que os dominios de convergéncia eram discos pra uma dimensao tem a ver com um
resultado que agora serad estendido para varias dimensoes, e é conhecido como Lema de Abel.

Lemma 1.1 (Lema de Abel). Seja w € C" tal que exista M com |c,w®| < M para todo o. Entdo
a série de poténcias ), coz® converge normalmente em qualquer polidisco A(0, z) com |z;| < |wj],

15to €, a série:
Z l|caz®||oo := Z sup ez
«

z€A(0,2)

«

é convergente.

Proof. Como a fungao |c,x®| é crescente, temos que:

[0}

z (03
up [eal 2] = Jeal|2%] = Jeal ] [ 2| < M |2
0,2) w
E portanto:
[e%
M
Z sup \caxa\gMZ z < ——
«@ A(O’Z) [e% w 1 B |E|

Diferentemente do caso unidimensional, este lema nao ird implicar que os dominios de con-
vergéncia sao discos, mas que sao dominios de Reinhardt, como mostra a proxima secao.

2 Dominios de Reinhardt

Note que se uma série de poténcias P converge absolutamente para um certo z = (21, ..., z,), entao
também converge absolutamente para (§1z1, ..., &,2,), desde que [§;| = 1 para todo 7. A fim de
realizar um melhor tratamento deste tipo de fenémeno, iremos apresenta-lo usando a linguagem
de grupos. Note que C" pode ser munido com a operagao zw := (21w, ..., Zyw,) e torna (C*)V



um grupo. O torus T := {£ = (£1,...,&,);1&| = 1, Vi} € um subgrupo de (C*)Y com respeito
a operacao apresentada, como facilmente se verifica. Note que este conjunto é exatamente a
fronteira distinguida do polidisco de raio 1: T = JyA(0,1). Introduziremos, também, uma fun¢ao
que nos serd muito util. Seja 7 : C" — R” definida por 7(z1,..,2,) = (|z1], ..., |2a]). Entao
T:=711,..,1).

Apresentaremos agora a principal definicao.

Definition 2.1. Um conjunto aberto §2 é dito um dominio de Reinhardt (centrado em 0) se, dado
qualquer z € Qe £ € T, &2 := (&121,..,&nzn) € . Se esta propriedade é satisfeita para todo
¢ € A(0,1), o conjunto ¢ dito um dominio de Reinhardt completo.

A defini¢ao facilmente se adapta para dominios centrados em pontos quaisquer. Por simplici-
dade, nao abordaremos isso neste texto. Vemos entao, imediatamente, que um conjunto aberto
) ser um dominio de Reinhardt é equivalente a:

o (21,..,2,) €EQ = (e12,...,e"%2,) €Q
e () & a uniao de o6rbitas da acao de T em C

¢ 0=7(r(®))

Assim, uma das utilidades de 7 é que a imagem de um dominio de Reinhardt possui toda a
informacao sobre o dominio original, isto é, ele pode ser completamente reconstruido. Isto facilita
a visualizacao, ja que a imagem de um conjunto por esta fungao estd num espaco com a metade da
dimensao do espaco original. Assim, por exemplo, um polidisco A(0,r;,75) em C? é um conjunto
de quatro dimensoes, e portanto muito dificil de ser visualizado. Entretanto, sua imagem por 7
¢ um subconjunto de R?, como mostra a figura.

T(A0,7 )
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Como vimos, se uma série de poténcias P converge absolutamente em z, entao também con-
verge absolutamente em £z, para todo £ € T. Entretanto, isto ainda nao é suficiente para dizermos
que o dominio de convergéncia de uma série de poténcias ¢ um dominio de Reinhardt pois, para
que £z € D(P) é necessario que a convergéncia acontega em uma vizinhanca. Nao obstante, isto
é de fato o que acontece. A préxima proposicao demonstra isso juntamente com outros fatos.

Antes disso, apresentamos mais uma defin¢ao. Se z € (C*)¥, definimos log 7(2) := (log |2/, ...,
log |2,,|). Além disso, log 7(Q) := log 7(22N (C*)N). Dizemos que um conjunto 2 ¢ logaritmica-
mente convexo se log 7(€2) é convexo.

Proposition 2.1. Se D é o dominio de convergéncia de alguma série de poténcias, entao D é
um dominio de Reinhardt completo e logaritmicamente convero.

Proof. Se P converge absolutamente numa vizinhanca V' de z, entao P também converge abso-
lutamente em &V, que é uma vizinhanga de £z, (pois a a¢do é por homeomorfismos) e portanto
z € D(P) = &z € D(P). Assim, se © € D(P), entao 7(z) € D(P) e, como D ¢ aberto,
podemos achar um r € (R, )" tal que A(7(z2),3r) C D, em particular, 7(z) + 2r € D, e portanto
podemos aplicar o lema de Abel para este nimero, concluindo que a série converge absolutamente
para todo ponto em A(0,7(z) + ), donde A(0,7(2)) C D, e portanto D é dominio de Reinhardt
completo.

Provaremos que é logaritmicamente convexo. Tome z,y € log7(D). Dado t € [0, 1], quero
mostrar que tx + (1 —t)y € log7(D). Por hipétese, existem z,w € D tais que z; = log |2;| e y; =
log |w;], para todo j. De modo que tz+(1—t)y € log 7(D) equivale a (|z1] w1 |* 7%, ..., |za| wa|*F) €
D

Como o dominio de convergéncia é aberto, existem Ay, Ay > 1 tais que A1z, \ow € D (também
é possivel argumentar por continuidade). Tomando A := min{\;, A2}, vale que Az, \w € D.
Notando que (A2)® = A2 temos que existe um C' tal que:



sup {|cal A 2%, |cal A} < C©

Iremos mostrar que, para todo « vale:

|Ca|)\\a||za|t|wa|l—t < C

E o lema de Abel implicara que Y c,&* converge para todo & tal que |&| < Alz|*|w;|'™, o
que, em particular, nos diz que (|z1|"|w1|'™, ..., |2a]"|wa|' ") € D, e a prova estara concluida.
De fato, temos:

’ZO“ < L :> ‘Za’t < L '
~ eq]Ale = \ca| N
E analogamente:

C 1—t
(0% 1—t <
< (rcawﬂ')

Multiplicando ambos (note que sdo nao-negativos), ficamos com:

C
alt|,, o|1—t
|2 [ lw < |Ca Al

O caso em que |c,| = 0 é trivial.

Uma consequéncia do resultado anterior é que um
dominio de convergéncia pode ser escrito como a uniao \
de polidiscos com o mesmo centro. Para N = 1, isso
significa que eles sao discos, mas para N > 1, uma
uniao de polidiscos de mesmo centro pode nao ser um
polidisco pois os raios sao objetos multidimensionais, \
podendo nao ser todos paralelos. Isso fornece uma rica

colecao de possiveis dominios de convergéncia.

O fato dos dominios de convergéncia serem de Rein- e
hardt completos também faz com que haja sentido em
enxerga-los através de 7. A figura ao lado mostra a

imagem por 7 do dominio de convergéncia da série do
exemplo 1.2

Chamo a atencao para o fato que log 7(D), ainda no caso do exemplo 1.2, é o conjunto dos

pontos {(x,y) € R*y < —=x}, isto é, o semiplano inferior delimitado pela funcao f(r) = —x



Note que, apesar de 7(D) estar sempre no primeiro quadrante (ou, mais geralmente, ter todas as
coordenadas nao-negativas), isto nao é verdade para log 7(D). Com efeito, vale o seguinte lema,
que serd usado na proxima secao:

Lemma 2.2. Seja D um dominio de Reinhardt completo. Se y € log (D), entdo x € log (D)
desde que v seja tal que x; < y; para todo j.

Proof. Como y € log7(D), (e¥,...,e%") € 7(D), e na verdade (e¥',...,e¥") € D, pois D ¢ de
Reinhardt. Agora, tome ¢ tal que & = e*¥%. Por hipotese, |§;| < 1, e, como D é completo, segue
que £(e¥, ..., ev) = (™, ...,e") € T(D). |

Para encerrar a secao, apresentaremos mais um resultado que também serd usado posteri-
ormente. Sabemos que toda funcao holomorfa definida num disco pode ser escrita como uma
série de poténcias centrada no centro deste disco. O proximo resultado generaliza este fato para
dominios de Reinhardt conexos.

Theorem 2.3. Seja Q2 um dominio de Reinhardt conero contendo a origem e [ uma funcao
holomorfa em Q. Entdo existe (e € unica) uma série de poténcias tal que:

flz) = Z Ca2”

E a série converge normalmente nas partes compactas de €.

Proof. Assim como nas versoes simplificadas deste resultado, a ideia é obter a série a partir da
formula integral de Cauchy para f. Dado um ponto z, o primeiro passo é encontrar um polidisco
fechado que contenha z em seu interior. Veja, entretanto, como a primeira complicagdo surge.
Nem sempre um tal disco ird existir, a menos que €2 seja de Reinhardt completo...

Note que nem todo dominio de Reinhardt conexo que contém a origem é um dominio de
Reinhardt completo, como exemplifica a figura abaixo.

B

]

W




A figura representa um conjunto em R?, e portanto sua pré-imagem por 7 serd certamente um
dominio de holomorfia que contém a origem. Facilmente se verifica que é conexo, mas o polidisco
vermelho que contém o ponto p nao estéd inteiramente contido no conjunto.

Entretanto, suponha, a principio, que € seja de fato, completo. Entao sera possivel, por () ser
aberto, encontrar um € > 0 tal que z(1 + ¢€) € €. Pela hipotese que acabamos de fazer, ira valer
que A(0,7(2)(1 4 ¢€) C Q. Agora, o teorema da formula integral de Cauchy nos diz que:

f(©)

) d¢i A ... NdG,
f(z) /80A(0,T(z)(1+e)) (Cl — Zl)((n _ Zn) G A ... NG
= f(tz)
- /%A(o,ue) (tr = 1)..(tn — 1)dt1 A Ndty ()

Onde fizemos a mudanca de variavel G,(t) = tz e lancamos mao do fato que G(9pA(0, 1 +
€) = OA(0,7(2)(1 + €)). Note que, em verdade, esta igualdade vale para todo z tal que
A(0,7(z)(1+¢€)) C Q. Usando o fato que © é um dominio de Reinhardt completo, pode ser
verificado que isto vale desde que z € €2, onde:

QL :={2€Q;d(z,9°) > er(2)}

Pegaremos, no lugar deste conjunto todo, sua componente conexa que contém a origem, e que
serd chamada de €).. Agora, note que:

1 / 1 o N N e
i AR L DL

n>0

E esta série converge normalmente nas partes compactas da regido tal que |t| > 1. Para varias
dimensoes concluimos que:

1 —a—1
Dot 1) ;t

Onde —a — 1 deve ser entendido como (—a; — 1, ..., —a,, — 1), e a convergéncia é normal para
t € OpA., onde A, = A(0,1+ €), o que significa que ) f, converge normalmente para f nas
partes compactas de ()., onde:

1

(27{-?’)” OoAe

Ja = f(tlzl, ...,tnzn)tfafldtl'_'dtn

Isso é quase o que queremos, com excecao de que ) no lugar de €).. Para consertar este
problema, iremos provar que: (i) para todo compacto K C €, existe um € tal que K C . e
(i) fa = caz® e ¢, nado depende de e. Com estes dois passos, a afirmagao seguird (para €2 de
Reinhardt completo.

(i) De fato, seguindo argumentos padroes, é possivel provar que devemos ter necessariamente:
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Pelo menos numa vizinhanga da origem. Mas derivando f,, sob o sinal de integragao é possivel
enxergar que ela é analitica. Usando isto e a conexidade de €., concluimos que a igualdade vale
em todo este conjunto. A proposito, mostrar que os coeficientes devem ser necessariamente desta
forma é exatamente como se mostra a unicidade da série de poténcias.

(i) A ideia é notar que (€2.) cresce quando e decresce e |J Q. = Q. A conexidade de Q &
usada aqui. Assim, dado K, esta familia serd uma cobertura aberta, que portanto admitird uma
subcobertura finita. Pela monotonicidade da familia, conseguiremos achar apenas um conjunto
que cobre K.

Por fim, vejamos como adaptar este resultado para o caso em que ) nao é completo. Esta
hipotese foi necessaria para usar a formula integral de Cauchy. No caso de nao ser verdade, ainda
podemos definir:

. 1 f(tlzl, ---ytn2n>
9 = G /M (6 1)t — D

O fato de €2 ser dominio de Reinhardt ainda serd necessario para mostrar que esta integral
estd bem-definida. De fato: se z € (), qualquer ponto que esteja a uma distancia de z menor ou
igual a e7(z) esta em €2, como é o caso de (14 ¢€)z. Como €2 é dominio de Reinhardt, ¢z também
estd, se t € A..

Agora, note que o teorema ainda pode ser aplicado para z tal que 7(z) seja pequeno o suficiente
de modo a termos tz € ) para todo t € A(0, 1+ €), de modo que f = g nesta regido. Novamente
por meio da derivagao sob o sinal de integracao vemos que g é analitica, donde as duas fungoes
devem ser iguais em todo €2.. A partir daqui, o argumento segue sem nenhuma modificacdo. W

Corollary 2.3.1. Toda func¢ao holomorfa definida num dominio de Reinhardt conexo € que con-
tém a origem pode ser estendida para o menor dominio de Reinhardt logaritmicamente convero,
Q que contém 2, ou seja, o interior da intersecgao de todos os dominios de Reinhardt logaritmi-
camente convexos que contém ().

Proof. Em primeiro lugar, mostraremos que Q estd, de fato, bem definido. Note que uma inter-
seccao arbitraria de abertos nao necessariamente ¢ aberta, e por isso que o menor dominio de
Reinhardt logaritmicamente convexo que contém um conjunto {2 nao basta ser somente a inter-
secqao de todos os conjuntos desse tipo, mas devemos também tomar o interior. Para mostrar que
) estd bem definido, basta mostrar que uma intersecgao arbitraria de conjuntos logaritmicamente
convexos (Ay)xea € logaritmicamente convexo. Denote por A a intersecgdo, tome z,y € log 7(A)
e z,w € AN (C*)N de modo que x = log7(2) e y € log7(w). Em particular, z,w € A, para
todos os A\. Como cada A, é logaritmicamente convexo, temos que tz + (1 — t)y € log7(A,),
para todo t. Mas como todo A, é Reinhardt, isso significa que (|z1|*|w[*7%, ..., |20 | wa|*7) € Ay
para todo A, e portanto este mesmo elemento estd em A, donde tz + (1 — t)y € log7(A). Note
também que Q ¢ niio vazio pois a intersecgao contém pelo menos €2 e, como (2 é aberto, o interior
da interseccao também contém €2, logo €2 C Q.

Agora, seja f uma fun¢do holomorfa em 2. Sabemos que f pode ser escrita como uma série
de poténcias pelo resultado anterior. Mas sabemos também que o dominio de convergéncia desta



série, D(P) deve ser um dominio de Reinhardt logaritmicamente convexo pelo que foi discutido
anteriormente. Por construcao, Q deve estar contido neste conjunto por ser o menor dominio
desta forma, logo a série de poténcias de f converge em todo €2, pelo menos, e portanto f pode
ser estendida para este conjunto. [

3 Relacao com Dominios de Holomorfia

Comecaremos estabelecendo a relacao entre dominios de Reinhardt e conjuntos holomorficamente
CONVeXos.

Theorem 3.1. Se D é um dominio de Reinhardt completo e logaritmicamente convexo, entao D
¢ holomorficamente convexo.

Proof. Noto que, dado um conjunto de fungées F, a envoltoria convexa de um conjunto K com
relacdo a F é Kpr := {2z € D; |f(2)| < suppex |f(k)|, Vf € F}. Seja M o conjunto dos
monomios, isto €, das fun¢ao z — 2%, com a um multi-indice. Por simplicidade, passaremos a de-
notar Kp a simplesmente por K. Como o conjunto da funcoes holomorfas contém os monoémios,
a envoltoria holomorfa de um conjunto K esta contido em K. Para mostrarmos que D é holomor-
ficamente convexo, basta mostrarmos que a envoltoria convexa de um compacto K nao encosta
na fronteira 0D, e, pela observacao anterior, basta mostrarmos que K N 90D = .

Motivagio:. Note que, para & ¢ K deve existir algum o tal que |€1]0 .. ]&a]o" > k| |ky |
para todo k € K. Como devemos usar que o dominio € logaritmicamente convexo, faz sentido
reescrever a relagao em logT(D) para ver como esta hipdtese poderd nos ajudar. Abreviando
log 7(2) por z*, devemos ter:

~

isto €, o funcional L(z) = ) . a;x; deve crescer ao passar de logT(K) para a fronteira. A
convezidade de fato garante a existéncia de funcionais com a propriedade (2), via o teorema ge-
ométrico de Hahn-Banach, mas o problema estd no fato de que o funcional originado por este
teorema pode ter coeficientes oy reats, enquanto queremos que sejam naturais. O resto da demon-
stragcao serd, basicamente, dedicado a mostrar que o funcional originado por Hahn-Banach pode
ser modificado fazendo com que seus coeficientes sejam naturais e ainda assim satisfacam (2). A
ideta € notar que, pela densidade dos racionais nos reais, é possivel tomar coeficientes racionais
suficientemente proximos dos reais. Para que possamos fazer isso, entretanto, devemos ter no
mdzimo um numero finito de pontos em log T(K). Obviamente isto nao € necessariamente ver-
dade, mas usaremos a compacidade de K para consegquir algo tao bom quanto: consequiremos
um namero finito de pontos de maneira que, se (2) valer para eles, valerd também para o resto.
Passar de racionais para naturais € facil: basta multiplicar pelo MMC.

Em primeiro lugar, tome £ € 9D tal que |¢;| > 0 para todo i de modo que o mapa log 7 esteja
bem definido (o caso remanescente sera feito posteriormente). Para encontrarmos os tais pontos,
precisaremos de uma cobertura de K por polidiscos com raios no proprio K. A construcao desta
cobertura se fard da seguinte forma:

Dado p € K, como D é um dominio de Reinhardt, existe r, > 0 tal que A(7(p),2r,) C D.
Como w, := 7(p) +r, € A(7(p),2r,), usando novamente que D é um dominio de Reinhardt
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(completo), temos que A(0,w,) C D, com w, € D. Assim, (A(0,w,))pex ¢ um cobertura aberta

de K, donde podemos extrair uma subcobertura finita (A(0,w"))7_,. Denote por W o conjunto
{w!, ..., w"}.

Como mencionado acima, o fato do raio dos polidiscos ser multidimensional faz com que nao
seja possivel reduzir W para um conjunto unitario. A figura a seguir tenta ilustrar este fen6meno.

A figura avermelhada faz o papel do compacto, e estd sendo coberta por um ntmero finito de
polidiscos verdes.

——
-——
_——

-
—

T
—
—
_—
———
e e
——

Temos que K CW. De fato, dado k € K, existe j tal que k € A(0,w?) por constru¢ao, o que
significa que |k;| < |(w?);| para todo 4, e portanto |k*| < |w’®| para todo «, donde sup,,j |k¥] <
SUP,c |W®|, € isto basta, pois se z € K, entao |2%| < supyeg |k < sup,en |w®| para todo a, e

portanto z € W. A partir destas consideracoes, realmente basta encontrar um funcional tal que
L(w*) < L(£*) para todo w* € W*.

Para encontrar tal funcional, vamos usar o teorema geométrico de Hahn-Banach nos conjuntos
log7(D) e {¢*}. O segundo é obviamente convexo e o primeiro o ¢ por hipdtese. Falta apenas
provar que £* ¢ int [log 7(D)].

Com isso, somos capazes de encontrar um funcional:

N
Liz) = v,
j=1

tal que:

L(z) < L(£"), Yz € log (D)

Também vale que todos os coeficientes sdo nao-negativos. De fato, tome y € log 7(D) qualquer
e note que, se 7, for negativo para algum k, o conjunto dos ntimeros da forma: Z#k Vi + Ve
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com x < y; é ilimitado superiormente e estd na imagem de log7(D) por L pois o conjunto
{z;2; <y;,Vj} estd contido em log 7(D), que contradiz a hipotese sobre L.

Agora, mostrarei que uma pequena mudanga nos coeficientes (7;); nao altera o fato que
L(w*) < L(£*) desde que tomemos w* € W*, que é finito. Defina:

Entao:

CHSSLE) - Lw) = L)+ 5 <LE) -
Tome 0 < 97, 95 tais que:
01 < min {L}
wew* | 2| 7w
E 69 < 8;. Assim:
D (i ow) = Lw) +6 > wi < L(w) + 6 Y wf| < L(w") + 5

< L(E) - o < L(E) by

4
2 vl
i

SLE)+6 ) wi=> (vi+6)E

Para todo w! € W*

Pelo fato que os racionais sao densos nos reais, podemos tomar p; tais que dy < p; < 0p e
¢ =i + pi € Q. Definindo L(x) = ). g;x; e usando a desigualdade obtida acima, temos, para
todo w’ € W*:

L(w") = L(w +Zplw < L(w —|—5lzw

<Z%€ +5QZ§ <Z%€ +Zuz§ =

Naturalmente, a igualdade continuando valendo se a multiplicarmos pelo MMC dos denomi-
nadores dos ¢;, dando origem a ntmeros naturais a; de modo que temos:

S > Y
7 7

Para todo w* € W* e isto é suficiente, em vista do que discutimos anteriormente.
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No caso de & ter coordenadas nulas, podemos tomar 7 a projecao de CV para CM, onde M &
o nimero de coordenadas nao-nulas e aplicar o mesmo argumento. Ele sera valido pois log 77(D)
ainda sera convexo.

Corollary 3.1.1. Seja QQ um dominio de Reinhardt completo e conexo. As afirmacoes sequintes
sao equivalentes:

1. Q € o dominio de convergéncia de uma série de poténcias
2. Q ¢ logaritmicamente convero
3. Q € holomorficamente convezxo

4. ) € um dominio de holomorfia

Proof. (1) = (2) Feito
(2) = (3) Feito
(3) = (4) Bem conhecido

(4) = (1) Tome f uma func¢ao holomorfa em Q2 e que seja ilimitada em qualquer vizinhanca
de qualquer ponto da fronteira. Como €2 é dominio de Reinhardt conexo, sabemos que a série de
poténcias converge em ), isto é, 2 C D(P), mas o fato de ser ilimitado em qualquer vizinhanga
da fronteira faz com que a fronteira nao faca parte do dominio de convergéncia da série, e portanto
Q= D(P) [ |

A Série de Poténcias em C"

Em uma varidvel, uma série de poténcias era uma série da forma >, ., cx(z — p)¥. Entretanto,
tendo mais variaveis, z1, ..., 2,, podemos associar um expoente diferente para cada varidvel, de
modo a ficarmos com:

Z Cog,...,oan(Zl - pl)al"'(zn - pn)an = Z CO!(’Z - p)a

Ay, >0

Onde a € (Np)™ é chamado de multi-ordem. Assim como no caso unidimensional, gostariamos
que a série acima fizesse sentido para que pudéssemos calculd-la ou saber quando ela converge,
mas para isso precisamos de uma nova nocao de resultado de uma série, j4 que a nocao usual
necessita de uma ordem e nao existe ordem natural em (Ny)™.

Digressao. Iremos apresentar brevemente um conceito bastante geral de soma e algumas de
suas propriedades, sem provar, a titulo de curiosidade. Seja V' um espaco vetorial topologico e
um conjunto nao-vazio arbitrario. Uma familia (v;);e; é dita somdvel se existe e é inico o valor
s € V tal que:

s = lim vy
A
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Onde A € Ps(I) é um subconjunto finito de A e vy := Y ., va. O limite acima naturalmente
deve ser entendido no sentido de limite de uma rede. Definimos entao ), , v; = s.

Em alguns casos especificos, podemos dizer mais coisas, por exemplo:

A) Caso [ for contével:

o (v;); ¢ somavel se, e somente se, a série ), . V@) converge para toda bijecao o : N — I e
seu valor nao depende da bijecao (isto é, é comutativamente convergente). Vale entdo:

D vi= D vat)

iel k>0

e (v;); é somavel se, e somente se a fun¢ido v(x) = v, é integravel com respeito a medida de
contagem em I, que denotaremos por #. Vale:

S vi= [ ofa) #aa)

il 1
B) No caso de (v;); C RJ:

e A familia é somavel se, e somente se existir o supremo sup{vy, A € Py}, e vale:

Zvi = sup{ua; A € Py(I)}

el

Se V' for um espaco normado, dizemos que a familia (v;); é absolutamente convergente se
(||vil])s for soméavel. Como uma sequéncia de reais ndo-negativos é convergente se, e somente se,
for comutativamente convergente, entao para mostrar que uma familia enumerével é absoluta-
mente convergente, podemos tomar sempre uma bijecao especifica. Vale ainda que uma familia
enumeravel de elementos absolutamente convergente é convergente. Devido a este bom compor-
tamento da convergéncia absoluta, definiremos o dominio de convergéncia de uma série com base
neste conceito, em detrimento do conceito puro de convergéncia.
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Uma Versao Complexa do Teorema de Cauchy
Kowalevsky
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1 Introducao

O objetivo deste trabalho é apresentar uma prova alternativa do Teorema de Cauchy
Kowalevsky usando ferramentas mais elementares do que comumente sdo apresentadas
em cursos basicos de Equacgoes Diferenciais. Ademais, também estamos interessados em
trabalhar com equagbes cujas varidveis sdo complexas.

Essa nova versao que surgiu, primeiramente, em 1941 nos trabalhos de Nagumo, en-
volveu primeiramente um sistema quasilinear com valor inicial nulo (se néo for nulo, sem
perda de generalidade, é possivel considerar um sistema equivalente), com equagéo:

V= Ut
n
u(t, z) = ZBj(t’ z,Iv)Tvz; + c(t, 2, Iv),
j=1

com Iv(t,z) = fg v(T, 2)d7(:= ). O método abordado foi considerar um espago apropri-
ado com que a equacao acima tenha solucdo, ao considerar o operador integral associado
a equagdo, e entao aplicar algum teorema do ponto fixo. Como a equagao envolve fungoes
e suas respectivas derivadas, Nagumo criou um lema técnico que estima, ponto a ponto,
a derivada de uma fungdo holomorfa em termos da prépria funcao.

Para facilitar as contas, iremos considerar o problema linear:

n

ur = A(t, 2)u + Z Bj(t, z)u; + c(t, 2), (1)

w(0,2) = ¢(2) (2)

em que Bj, A s@o matrizes m por m e u,c matrizes 1 por m (vetores coluna). Para
aplicar as ideias de Nagumo, buscaremos solugdes na regiao conica 0 <t <1, |z| < R— Lt
(diferente de R™~! como no caso real).

A ferramenta que usaremos para mostrar a equagio (1) tem uma tnica solugao anali-
tica é o teorema do ponto fixo de Banach, apds considerar tanto os coeficientes da equagao
quanto o dado inicial fun¢des analiticas. Para aplicar o teorema também precisaremos de
algumas estimativas. Posteriormente, também iremos verificar as vantagens em trabalhar
com as variaveis complexas em cima de um exemplo, comparado ao Teorema de Cauchy
Kowalevsky caso real.



2 Preliminares

Listaremos alguns resultados de varidveis complexas e multivaridveis complexas que
serao essenciais no texto:

Defini¢ao 2.1 (Definicdo de Fun¢do Holomorfa). Seja G C C™ um aberto. Uma fungdo
f:G — C € holomorfa em G se f e %, i=1...n sao continuas em G.

Teorema 2.1 (Convergéncia de Fungédo Holomorfa). Seja G C C™ um aberto e {f,, : G —
C} uma sequéncia de fungoes holomorfas que converge uniformemente em subconjuntos
compactos de G para uma fungdo f. Entdo f é holomorfa em G.

Teorema 2.2 (Férmula Integral de Cauchy). Seja G C C um aberto e f : G — C uma
funcdo holomorfa. Entdo:

(n) _nl f(w)
f ( ) 27_[_2 / (’LU — ai)nr&»l duh
em que y(t) = a + re't,t € [0, 27].

2.1 Um repasso ao Teorema de Cauchy Kowalevsky caso Real

Nesta secdo, iremos demonstrar o Teorema de Cauchy Kowalevsky em uma versao
mais simples que a original, para simplificar as contas. O que o teorema nos garante é
que dado uma equacao quasilinear com coeficientes analiticos e condi¢ao inicial analitico,
entdo existe uma tUnica solugado local analitica.

Vamos definir o tipo de problema que usaremos, aqui em RY, com condicdes no
semiplano:

Seja U = V x [~R, R] um aberto de RY, em que V' C R¥~! ¢ um aberto e R > 0.
Consideremos a equagao:

Z ao(x, u(x), du(z), ..., 0" tu(x))0%u(x) + ao(z, u(x),..., 0 tu(z)) =0 (3)

la|=k

Definigao 2.2. Dadas fungoes go, . ..,gk—1:V — R, o problema de Cauchy consiste em,
para cada x9 € V x {0}, acharumabertoVCV eO<R<Rtalquem0€V><0CUe

uma funcio uw € C*(U), U =V x (=R, R) tal que u é solucio de (3) em U e ¢ tal que:
u(z) = go()
ou

9z, @) =a@)

Ok 1y
W(ﬂﬁ) = gr—1(2),

para todo x € V x {0}.

Um fato importante é que as condigbes iniciais permitem determinar as derivadas da
solucao até ordem k — 1 em V:



Proposicdo 2.1. Sejam g; € C*U) ewu: U — RN uma fungio de classe C* que é uma
solugdo do problema de Cauchy acima. Entao podemos determinar de maneira unica as
derivadas ]
du
ozt 8x’fVN

para todo z € V x {0} e ky < K — 1.

()

Demonstraciao. Basta ver que, se ky <k—1eky+ ...+ ky = j entado

du I=kny, o~y I~k y, oi=kN gy
( <>)<> LN

—(x) = z) | () = —/——(gp-n(2)) = —————
oz ...ax’;VN( ) ozt azy \ darky oz azhy (91-n () okt 9zt
O

Para demonstrar o teorema, o método consiste em buscar uma solugao em série de po-
téncias nas varidveis convenientes em que os coeficientes sao determinados recursivamente
em fungdo dos coeficientes a,, e ag. O ingrediente principal é o método dos majorantes,
no qual garantird a convergéncia da série se considerarmos um problema auxiliar com a
mesma estrutura em que majora o problema inicial, no sentido que todos os coeficientes
envolvidos s&o positivos e o valor absoluto é maior que o do problema inicial.

Antes de mais nada, vamos enunciar o teorema em uma das suas formas mais simples
(na bola), mas é possivel encontrar sistemas equivalentes a esse mais completos (ver [2]).

Teorema 2.3. [Teorema de Cauchy-Kowalevsky caso Real] Seja B C R™ ¢ B’ C R*~1
bolas abertas de raio 1 e centro 0 em R™ e R*™1. Considere:

=3 aj(r’,u(:c));;(w) T fa ulz)), z€ B

u(z’,0) =0, z € B := BN (R"! x {0})

Vamos supor que a; : B’ x R"™N — RN*N ¢ reql analitica, f : B’ x R™N — RN ¢
analitica. Entao existe uma bola B, = B(0,7) C R™ de centro 0 e raio 0 < r < 1 e
u: B, = RN que € a tnica solucdo analitica do problema em B,.

Separaremos a demonstragao em etapas:

Definicao 2.3. Sejam f = > fax® e g = > gax® duas séries de poténcias. Dizemos
que g majora [ (g >> f) se go > |fal, para todo o € N§

Lema 2.1. Sejar >0e f: B—R emqueBz{xER”;\w|<ﬁ} é dado por

T 1

fla) = r—(z1+...+z,) ST,

Entdo f € analitica.

Demonstra¢io. Observe que

r1+ ...+ 2Ty
r

2 2 2
< |z1] 4+ ...+ |25l < \/(|z1| +otfzal?) < \/TL'I‘ < @|x| <1
r r r r




Assim:

e’} k oo
e e > () ey L By b
1 — Zteetan r o rk al” ragl”
r k=0 k=0 la|=k «

Veja que a série converge absolutamente, pois:

! 1
Z rag! |1-0‘| = 1— T1+... 4Ty <1
- ;

T

Lema 2.2. Sejam f =73, fax® e g=>_, 9oz duas séries de poténcia.
1. Se g >> f e g converge para |z| < r entdo f converge para |z| < r.

2. se f =", fax® converge absolutamente para |x| < r e 0 < s\/n < r entio f tem
um magjorante se || < T

Demonstragio. 1. Se |z| < entdo > |fax® < D2, galr1|™ ... |2o]* < 00

2. Seja0 < syn<rey=(s,...,s). Logo ly| = /ns <r. Assim ) foy* converge
absolutamente. Logo existe C' > 0 tal que |f,y*| < C, para todo «. Assim:

1l < C < C < Cla!
Tyt yam T s> T slalal”
Mas: o al
s !
= = C Oé.
9(x) s—(x1+...4+xy) gs“alsc
Logo f << g se |z| < ﬁ
O
Lema 2.3. Consideremos o sistema para m=1,...,N:
n—1 N

8u7n M, T

8uj(x)+1> reR”

x)= 1 N < .
Iun = Z?:l Lj— Zj:l uj(z) \ i= j=1 O

U (2/,0) =0, z € R"L.

Logo existe uma bola B(0,r) C R™ e uma fungio analitica v : B — RN que resolve o
problema acima.

Demonstracio. Considere o problema em RZ:

ov Mr

at(s,t)—w(.]\f(nl)g;)(s,t)+l), (s,t) € R? (4)

v(s,0) =0,s €R (5)



Se v é uma solu¢ao numa vizinhanga do zero, entao:
/
Um (2, zn) =v(T1 + ... + Tpe1,Zn),m € {1,...,N}

é uma solug@o do problema original. De fato, para todo m € {1,...,N}:

Oy, . OV iy
8.1/‘” (.T) - a ( ; .’I:i,.%'n)

Assim:

zz<z> ol (E)

Oy, o [ 2 M, iy Ouy,
By ) = C’%(sz") =" e — Nug(2) (Nzl o x)“)

i=1 Ti —

_ _ _ _ 5 N o N Ou; _ aArOum .
Como Uy =...=1Uy, =...=uy entdo ijl uj = Ny, € ijl T = NTzi' Portanto:

Qum, Mr y ou;

(@) = (XX G )
Oy 7’_2?:1371‘_2 u;( i=1 j=1

Por fim, u,,(z',0) = v(x; + ... + ,—1,0) = 0. Assim, resta resolver o problema em v.

Para isso podemos usar o método das caracteristicas em (4). Veja que manipulando (4),
temos:

(r—s-— Nv(s,t))%(s,t) — MrN(n— 1)%(5,7&) = Mr
v(s,0) = 0.

Vamos usar 7 e o ao invés de s e r para evitar confusdes. Assim, devemos resolver:

t' (1) = (r —s(r) — Nz(7)), t(0)
s'(t) = —-MrN(n—1), s(0)
2 (1) = Mr, 2(0) =

0
o,
0.
As varidveis s e z nos da que

z2(t) = Mrr, s(t)=0— MrN(n—1)T.
Para a variavel t, temos:

t'(r)=r—0o+ MrN(n—1)7 — NMrr, t(0) = 0.

Logo

t(r)=(r—o)t+ (MrN(n—1) —NMr)% =(r—o)T+ %MrN(n— 1)7?



Agora, sabemos que a solugdo serd dada por
v(s,t) = z(7(s,t))
Vamos escrever 7 apenas em fungéo de s e t. Assim, 0 = s+ MrN(n—1)7 e
t=(r—o)r+ %MrN(n —2)72
=(r—o)T—MrN(n-1)7°+ %MrN(n - 2)7?
=(r—s)— %MTNHT?

Logo MrNnt? —2(r —s)t+2t=0¢e

r—s j:\/4(r—s)2—8tMan_ r—8 V/(r —s)2 —2MrNnt

T:M’I“N’I”L 2MrNn " MrNn MrNn

Note que se 7 = 0 implica que t = 0. Assim, ¢t = 0 deve implicar que 7 = 0 j& que
devemos ter um difeomorfismo. Colando ¢ = 0 na expressao acima, temos:

r—s VA(r —s)2 —8tMrNn  r—s (r—s)?

"= MrNn OMrNn = MrNn - MrNn

Como 7 deve ser igual a zero, entao o sinal — é o correto, assim:

_r—s +/(r—s)>—2MrNnt

v(s,t) = Mrr(s,t) N N

Portanto, u é real analitica, numa vizinhanca de zero, por ser composigao de fungoes reais
analiticas. O

Lema 2.4. Seja u : B, — RY uma funcio real analitica. Suponha que existisse uma
funcdo u reais analitica que seja uma solugdo da equacio abaizo:

ﬂ(:E) = i aj(m’,u(x))aa;j(z) + f(2',u(z)), v € B

Suponha que a;(z',y) =3, 5 Ajagx’“'yﬁ e f@',y) =205 fjagx/a/yﬁ. Logo a fungdo u
é dada por uma série u(z) = > uax® e € tal que os coeficientes uq € RN sio unicamente
determinados e sdo dados por

U = Qa(AjaﬁvfjaB)v

em que Q, sdo polinémios (funcdes em RY cujas entradas sio polinémios) com coefici-
entes ndo negativos que independem de Ajag € fias.



Demonstragio. Vamos denotar o = (o, a,) € Ni ™! x Ny e mostrar o teorema por indu-
¢do. Observemos que o, = 0 entdo como u(z’,0) temos necessariamente que (g gy = 0
para todo o’ € Ngil. Suponha que o lema valha para a,, < N vemos que

ou 0 ’ ’
%(x) = 8x< Z U(ar o) ' xgn> = (a, +1) Z Ugy 412" 20

(O‘/saﬂ) (O‘/aan)

. . ’ . . . / re
Do lado direito, sé temos derivadas em ¢ € 1,...,n — 1. Assim, o termos z'“ z&" s6
depende de u(y 4y, 0n < ap. Afinal, os termos com o, > a;, estardo multiplicados por
2. De otura forma, temos

n—1
3u ’
Zaj(xf,u(z))%(x) + @ u(z) = > pv((ua)ang%,%ww)xw .
=1 J ~YENE ’
Concluimos que

1
14+ a,

U(a! ,on+1) = Pa((uo)anﬁanaAja’Bafja’B),

em que P, s6 tem coeficientes ndo negativos pelo lema. Como (4 )s, <a, €, pela hipdtese
de indugdo, também determinado por polindmios de coeficientes ndo negativos e Ajq/5 €
fjarg, concluimos que

Uatan+1) = Qar,an+1)(Ajargs fiarp),
em que Qq,q,+1) ¢ um polindémio com coeficientes ndo negativos. O
Vamos demonstrar o Teorema de Cauchy Kowalevsky:

Cauchy-Kowalevsky. Consideremos u(z) = ) uqz®™ a série com os termos dados por
Ua = Qa(Ajars, fjarg). Se esta série convergir, entdo pela sua prépria construcdo, con-
cluimos que u seré solucao de

3(9%(‘7;) = ; aj($/>u($))$(iﬂ) + f(2',u(x)), = € B

j& que a série de poténcias de 887“(96) coincidira com a série de poténcias de
n

aj(@’, u(@)) 5= (@) + f(a', u(z))

ou
J

1

<.
Il

e, portanto, as funcoes serao iguais. Seja M e r tal que a funcdo abaixo:

Mr
-1 N
r—= Z;LZI x] - Z]:l y.]

(z,y) —



majora todas as componentes a; para todo j e todas as componentes de f. Consideremos
a equacao:

%(l‘) = ]Zl dj(x/,u(:r))aa;;(x) + ]F(x’,u(x)), r€eB

v(z',0) =0, 2’ € B'.
em que todas as componentes de &; e f sdo dadas pela funcao

Mr
(z,y) — P

= )
r—= Zj:l Tj— Zj:l Yj

Assim, o sistema se torna:

N n—1

v Mr Ov; ()
Oy _ (ZZ (@H), reB
Oy T T 2 Yi NS = Oz;
v(z',0) =0, 2’ € B,
para m € {1,...,N}. Sabemos geu existe uma solugdo do problema acima pelo lema

provado anteriormente e que, se v(z) = ), vo2®, entdo vy = Qu(Ajap, fiarp).em que
Ajarg € fjarp corresponde aos termos da expansdo de d; e f, respectivamente. Assim:

lta] = 1Qa(Ajars, fiap)l = QallAjarsl, | fiarsl) < QalAjars, fiars) < vas

ou seja, a série u(x) = > uqx® é majorada por uma série convergente, logo também
converge, como queriamos. O



3 Teorema de Cauchy Kowalevsky-Nova Versao

Essa nova versao do Teorema de Cauchy Kowalevsky nos fornecerd uma tnica solucao
analitica de equacao diferencial com coeficientes (nem todos) analiticos com problema de
valor inicial analitico, parecido com a versao anteriormente vista. A diferenca é que como
agora os coeficientes da equagdo sdo complexos, veremos que essa nova versao nos trara
mais vantagens: a primeira delas é que conseguiremos controlar a solugdo a partir da
condigao inicial e que nao precisaremos exigir que todos os coeficientes da equagdo sejam
analiticos em todas as entradas, diferente da versao real. Resumindo, estamos prestes a
provar uma versao melhorada do teorema.

Para isso, usaremos o conhecido Teorema do Ponto Fixo de Banach, isto é, dado
um espago métrico completo (X,d) e T : X — X uma funcdo que satisfaz, para algum
Ce€(0,1)

d(Tz,Ty) < Cd(x,y),

para todo z,y € X entdo existe um tnico u € E tal que Tu = u.

A principal dificuldade em criar as hipdteses dessa nova versdo do Teorema de Cau-
chy Kowalevsky foi em encontrar um espago de Banach em que induza que a norma do
operador continuo associado a nossa equacao diferencial seja menor que 1. Porém, como
motivacdo e garantia que os préximos resultados estao bem colocados é o Teorema de
Bessaga, cuja demonstragio utiliza-se o Axioma da Escolha e pode ser vista em [4]. Esse
resultado pode ser interpretado como a reciproca do Teorema do Ponto Fixo de Banach:

Teorema 3.1. [Teorema de Bessaga] Se M é um conjunto, t € [0,1) e T : M — M é um
operador linear com a propriedade que T™ tem um unico ponto fizo para todo n € N entao
existe uma métrica d que induz M a ser um espago métrico complexo e vale d(Txz, Ty) <

d(z,y).

Veja que o teorema acima garante que existe uma métrica que faz a norma do operador
T ser menor que 1. O que veremos agora é que, no artigo [1], o autor conseguiu construir
um conjunto tal que foi simples explicitar a métrica que realmenete obedece as exigéncias
do Teorema 3.1 e assim dar uma prova alternativa do Teorema de Cauchy Kowalevsky.

3.1 Consideragoes Geométricas

Com as ideias expostas acima, vamos primeiramente definir o espago em que traba-
lharemos.
Seja 2 C C™ um conjunto aberto com fronteira nao vazia 0S) e considere

d(z) = d(z,00)

a distdncia de z € Q a 09, que é calculada via norma do méximo |z| := max;—1, .. |2/
O conjunto G, subconjunto de R x C", serd todos os pontos (¢,z), com z € e
|t| < nd(z), com n constante positiva que posteriormente serd escolhida com mais cuidado.
Para cada t € R fixo, defina ; o conjunto de todos os pontos z € 2 tais que (¢,2) € G.

Veja que d(t,z) = d(z) — % > 0 é a distancia de z até 9€;. Resumindo, temos:

G=A{(t,z); z€Qelt]| <nd(z)};
Qe ={z€Q d(z) > [t|/n}



Para exemplificar, consideremos 2 = B(zg, R) a bola de centro 2z e raio R > 0. Entéo,
d(z) = R — |z — z0| e, para cada t € R fixo, temos que

t
Q= {zeQ;R— |z — 20| > |} = B(zo,1),
n

comr = R — ‘inl ed(t,z) = R— |z — z| — % Veja que, geometricamente falando, o
conjunto G é um duplo cone com inclinagdo n. Em cada t € R fixo, temos que €2; limita

o cone para todo t € (—t,t). Neste caso em especifico, ¢ nio ultrapassa de nR.
Agora, vamos apresentar uma proposigio a cerca das propriedades de d(t, z) que nos
ajudard posteriormente:

Proposicdo 3.1. Sez € Q; com |z—2'| =r < d(t, z) entao 2z’ € Qp ed(t,2') > d(t,z)—r.
Demonstragio. Veja que vale para todo 2z’ € Q:

d(z,00) < d(z,2') +d(z',09) (6)

= d(/,00) > d(2,09) — d(z,2) (7)

Com isto, 2z’ € Q; pois, se vale (6):

d(Z',00) > d(z) — d(t, 2) = d(z) — d(z) + % = %
Ainda por (6), temos:
d(z',09Q) > d(z,00) — d(z,2) = d(z,0Q) —r

= d(#/,00) — % > d(z,090) — It T

= d(z/,09Q) > d(z,00) —r.

t
Somando o termos —%, temos

d(t7 Z/) 2 d(ta Z) -
como queriamos. O
E importante relembrar que serd no ambiente do conjunto G que iremos colocar nossa
equacao e por fim, definir o espago vetorial em que a solucio pertencera.
3.2 Equagao Diferencial Caso Linear

Vimos no caso real que podemos aplicar o Teorema de Cauchy-Kowalevsky em equa-
¢oes diferenciais quasilineares. Essa consideragdo pode ser mantida para o caso em que
vamos estudar, mas para facilitar algumas contas, iremos abordar apenas o caso linear.
Defina o seguinte problema de valor inicial:

u = A(t, 2)u + ZBj(t, 2)u,,; +c(t,z) in G (8)
j=1

u(0,2) = ¢(2) in Q 9)

10



que é equivalente a equacao integral:

u(t,z) = g(t, 2) —l—/o [A(T, 2)u(T, 2) + ZBj(T, 2)u, (T, 2)]dr, (10)

j=1

em que g(t,z) = ¢(z) —l—fot e(r,z)dr,u = (u1,...,un) € C™. Consideremos os coeficientes
A, B; como sendo matrizes M, xm(C) e ¢,¢ : C™ — C.
No nosso caso, como t € R, pelo Teorema Fundamental do Célculo, temos:

/o ur (1, 2)dr = u(t, z) —u(0,2) = /0 [A(T, 2)u(T, 2) + ; Bj(7, z)uz, (T, z)]dT
= u(t,z) = ¢(2) + /0 [A(T, z)u(T, 2) + ZBJ'(T, 2)u, (T, 2)]dT.

j=1
Vamos definir o que significa ser uma solugao de 10 nos termos deste trabalho:

Definicao 3.1. Uma solugio de (10) é uma aplicagao continua em G e holomorfa em z,
para cada t € R fizo.

Antes de continuarmos, esclareceremos algumas notacoes: iremos usar a norma do
maximo para denotar a norma de u, |u| = max;=1, _m |u;|. A norma do operador matriz
s m
A = (ajx) serd denotada por [A| = maxy Y 7", |ajkl.

3.3 Teorema de Cauchy-Kowalevsky

Vamos apresentar um lema que serd crucial para a demonstracdo do teorema de
Cauchy-Kowalevsky, o Lema de Nagumo, que é uma ferramenta que permitird, pon-
tualmente, encontrar uma majoracao da derivada de uma fungdo holomorfa a partir da
prépria fungdo. Segundo o artigo [1], historicamente, o lema surgiu nos trabalhos de
Nagumo em 1941, no caso em que o teorema estava sob condigdes de 2 é uma bola de
centro na origem e raio R > 0. Aqui, utilizaremos o lema no caso em que {2 é a regidao
cOnica anteriormente descrita.

Lema 3.1 (Lema de Nagumo). Seja  C C™ um aberto com fronteira 92 nao vazia. Seja
f Q= C™ uma aplicagao holomorfa e p > 0. Entdo para cada z € Q, se |f(2)] < d,,L(Z)

entao
c

|f2j‘ S CpMa
em Cp = (1+p) 1+ )P(<e(p+1)), Co=1

Demonstragio. Seja z € Q. Como Q é um aberto de C™ entao existe B(z,7) = By(21,7) X
... X Bp(2zn,r) C Q. Veja que como f: Q — C™ entao f : B(z,r) — C™, restricio da f
em B(z,r), também é holomorfa. Considere a aplicacao, definida para cada j =1,...,n,
em que B;(&,r) ={£ € C;|{ —&| < r}:
¢; : Bj(&o,m) = C
¢J(£) :f(zh' .. 757" . 7Zn)7
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em que ¢ estd posicionado na j-ésima coordenada. Veja que para cada j = 1,...,n,
¢; ¢ holomorfa. De fato, ¢; é continua pois dado € > 0 e & € B;(&,7), & — 15| <
max; £ —n;j| < ¢ (pois f é holomorfa) implica que

|¢J(€)7¢J(n)|:|f(zla7§7a2n)7f(217777772n)| < €.

Ademais, como argumento analogo, podemos ver que

0]
(b;(g) = aiff(Zh. N ,f,...,Zn) = fzj(zla"'azn)
é continua, pois %ﬁ é continua, concluindo que f é holomorfa.

Assim, aplicando a férmula integral de Cauchy (versdo derivada) para ¢, temos:

#i(6) = = / @) e

“omi ), @™
em que v é uma curva fechada em B;(&o, 7). Escolhendo ¢ = & + re?, com 0 € [0, 27],
entao ) 6:(6)
PE) = — / IS e 11
©O= 55 [, e (11)
Assim, para todo j=1,...,n
1 0 (&) |1 195 (&0 .
GO =on; [ el g [ O e
| j( ) 270 Jjer—g)=r (& —¢)? 27 Jie—¢rj=r (€ —¢)?
11 , , 1 ,
— — max i d¢'| = —— max ; - 27y
S g P 0 [ W= 5 mas 16,(€)
1 !/
= — max 1 .
e [65(€)
Concluindo entao que, para todo j = 1,...,n, temos

16(6) = = max [6(€)]

T e —E|l=r
Veja que a estimativa é valida com ¢ € C. Estenderemos o resultado para z € C". Seja
|z — 2| <1 e observe que, se z = (21,...,2j-1,&, Zj+1,- .., Zn) €Ntdo
af 1
‘7 Z)|§7 sup |f(z1?"'7zj—1a§/72j+17'"axn)‘a
0z; T gz =r

em que (lembremos que estamos usando a norma do méximo):

‘(Zlv“'7Zj+1:§l7zj71:"'7zn) - (217"'ﬂzn)| = |£/_Z]‘ =T,

isto &, (z1,...,2j-1,§, 2j41,...,Zn) € Sp(2) = {#/ € Q,|z — 2| = r}. Aplicando esse
argumento, temos que
hip ¢ 1

1 /
oy ()l s 7 max [f()] < T max o0

12



Veja que se B(z,7) C £, entdao d(z) > r. Como vale, pela Proposi¢ao 6 que (lembremos
que d(z) := d(z,09Q))

d(z") > d(z) — |z = 7|
= d(')>d(z)—r >0

entao
C 1 C 1
(2)] £ — ma < — .
oy () < | max () = v (d(r) —r)p
Como r depende da escolha da bola, vamos escolher de forma que a estimativa inde-
penda dessa bola e que seja étima. Veja que d(z) > r > 0 e que queremos que

. C 1
@l s e

Defina a funcao:

A:(0,d(2)) = R

Ar)= ——
() r(d—r)P
Veja que a aplicagdo esta bem definida, sua derivada existe e é dada por

N(r) = - 7;.):(; j]:ﬂ()ip_ 7l

Queremos 7 € (0,d(r)) tal que N (7) = 0, isto é,

—[d=FP+p(d—7)P=0 = F+ip=d = 7=

I4+p
Veja que p deve ser diferente de 0. Logo 7 = ﬁ é um ponto 6timo da funcao A. Assim,
substituindo 7 em A:
_ c c 1 c 1\?
A7) = P et 7= gl +P)(l + p) ;
_d (d — d) 1 <1 _ 1 )
(1+p) 1+p 1+p (I+p)

concluindo que
1
[f () < Cp=(1+p)(1+ 5)”-

O caso p = 0 nos da que A é uma fungao constante positiva, logo a derivada é constante
igual a 1, concluindo que Cy = 1. ]

Proposicdo 3.2. O conjunto E das fungées u € C°(G,C™) que sdo holomorfas em z e
tem norma finita

[[ull == sup(fu(t, 2)|d"(t, 2)).
G

€ um espago de Banach.
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Demonstracdo. Veja que E é um espago vetorial pois dado u,v € Fe A € R, u+ Av é
continuo em G e holomorfo em z. Também temos que ||.|| : £ — R* ¢ uma norma pois
dados u,v € E, X € R:

L Jlutoll = supg |u(t, 2) +v(t, 2)|dP (£, 2) < supg [u(t, 2)|d(t, z) +supg |v(t, 2)|d(, 2)
= [lull + floll-

2. [[Az]| = supg |Au(t, 2)[dP(t, z) = [AllJul].

3. Se ||u|| = 0 entdo supg |u(t, 2)|dP(t, z) = 0. Assim, seja ¢ > 0 entdo existe (t,z) € G
tal que —e < |u(t, z)|dP(t, z) < 0. Como dP(t,z) > 0, entdo 0 < |u(t, z)| < 0 implica
que u(t, z) = 0. Como vale para todo € > 0, u = 0.

Por fim, vamos mostrar que E é um espaco de Banach. Seja {u;} uma sequéncia de
Cauchy em E. Assim, dado € > 0, existe Ny € N tal que, para qualquer j, k > Ny tem-se
que |lu; — ugl| <, isto é:

sup(Ju;(t, z) — uk(t, 2)|dP(t, 2)) < e.
G
Seja K um conjunto relativamente compacto de G. Logo, existem ¢,C > 0 tais que
¢ < dP(t,z) < C para todo (t,z) € K. Assim:
cluj(t, z) — ug(t, 2)| < dP(t, 2)|ui(t, z) —uk(t, 2)| < Clu;(t, z) — ug(t, 2)|,

para todo (¢, z) € K. Como |u;(t,z) —ur(t, 2)|dP(t, z) < €, entao clu;(t, z) —ur(t, z)| <e.
Logo u; ¢ uniformemente de Cauchy em compactos de G, entdo existe v continua em G,
holomorfa em z tal que u; — u (norma do sup). Falta mostrar que ||u; — u|| — 0.

Se dado € > 0 existe Ny € N tal que

luj(t, z) — uk(t, z)|dP(t, 2) <,

para todo j,k > jo e (¢,z) € G. Entdo fixando j € N, (¢,2) € G ¢ fazendo k — oo temos
st ) — ult, 2)ldP(t, ) < e,

para todo j > jo, (t,2) € G implica em

sup [u;(t, 2) —u(t, 2)|d"(t, 2) = [lu; —ul <€
G

Agora estamos aptos para demonstrar o Teorema de Cauchy-Kowalevsky:
Teorema 3.2. [Teorema de Cauchy-Kowalevsky] Assuma que:

o As fungoes A(t, z), Bj(t, z),c(t, z) sdo continuas em G e holomorfas em z para
um t fixo. Assuma que ¢(z) seja holomorfa em z;

o FEzistem o, B;, v, 0 e p tais que valem as estimativas em G:

«

At < e 1B <
¥ )
le(t,2)| < ma lp(2)] < (2
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o S+ (%))p+1 b < % (esta constante sempre pode ser encontrada diminuindo
1, se necessdrio).

Entdo a equagio (8) tem uma unica solugio u em G e satisfaz |u(t, z)| < % em G.

Demonstragdo. Vamos trabalhar com a equagao (10):

u(t, z) = g(t, 2) —l—/o [A(T, z)u(T, 2) + ZBj(T, 2)u, (1, 2)]dr,

j=1

em que g(t,2) = ¢(2) + fot c(7,2)dr. Seja E o espago como a Proposigao 3.2 e definindo
a aplicagao:

T:E— C%G,C™) (12)

T(u)(t, z) :/0 |:A(T,Z)U(T,Z) +ZBj(T,z)qu (1,2)|dr (13)

Jj=1

Reescrevendo (10) na forma u = g + T'u, vamos mostrar que 7' é um operador linear tal
que Im(T) C Ee ||T|| <1

Para a primeira afirmacio, veja que Tu = u— g, em que u € E. Como E é um espaco
vetorial, basta mostrar que g € F. Isto é, temos que mostrar que g é holomorfa em z, con-
tinua em G e ||g|| é finita. Vejam que, por hipétese, ¢, ¢ sdo fungdes holomorfas em z com
t fixo. Assim, dado € > 0 existe 0 > 0 tal que |z—zp| < & implica que |¢(7, 2) —c(T, 20)| < €.

Seja € > 0 et # 0, tomando ¢ < 5, temos que
t t
6.2 = St z0)| = | [ e(r2)ir = [ elr,de] <l
0 0

Logo f(t,2) = fot ¢(7, z)dr é holomorfo em z. O caso para ¢t = 0 é simples, pois (0, z) = 0,
portanto holomorfo em z. Vale notar também que como ¢, ¢ sdo continuos em G, entao
f também é. terminar de fazer a conta

Vejamos que ||g|| := supg |g(t, 2)|dP (¢, z) ¢é finita. Antes veja que:

t

t
sup 9(2) + / o(r, 2)dr| < sup |$(2)] + sup| / (. 2)dr|
G 0 G G 0

¢
= sup |u(0, z)| 4+ sup | / e(r, z)dr|
G G 0

<oo

Veja que ||¢|| = supg(Ju(0, 2)|d(t, 2)P) é finita. Falta mostrar que ||c|| é finito, para
todo t € R.
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t t t t
hip ol def dr
CT,szS/ CT,sz:/idT:y/4
‘/o (. 2)dr| 0 lelr, 2)drl o dPti(7,2) 0 (d(z)——lg‘)erl

@ dr @ 1 !
a 7/o (d(z) = 2P+t p <(d(z)— ey d(Z)?)

717( 1 1 o1

D Ay A < p

implica que ,
2] [ elrz)ar < 22
0 p

em que em (2) foi usado a mudanca de varidvel = d(z) — > e em (1) foi analisado os

casos t > 0 et < 0. Veja que este ultimo pode ser verificado com a passagem:

-t dr s=—t -t ds
/0 (d(z) — et /0 (d(z) = 5)rtt

Veja que concluimos que vale a desigualdade:
! m
2] [ clrz)dr| < 22
0 p

Como 2% ¢ um termo limitado, segue que supg |d(t, 2)” fot ¢(7, z)dr| < o0., concluindo o
que queriamos.

Vamos mostrar que T : E — E é um operador limitado com norma 1, isto é, | Tu| <
17wl < ||lull, para todo u € E em que ||u|| = supg(|u(t, z)|dP (¢, 2)).

Primeiramente, como ||u|| = supg(|u(t, 2)|dP(t, 2)) > |u(t, 2)|dP(t, z), para todo (¢, z) €

G entao
[[ull

ar(t, z)’

lu(t, 2)| < (14)

para todo (t, z) € G.
Como u é holomorfo em z e p > 0, aplicando o Lema 3.1 para §2; para t fixo temos:

[l
|uzj (t,Z)| S CP dp+1(t Z) (15)
Como queremos majorar a norma de jﬂ7 observemos que
t N
T (u)(t, 2)| < /0 (|A(T, 2)u(r, 2)[ + Y |Bj (7, 2)us, (7, 2) )dr (16)
j=1

em que

a ull _ ol

(t,z) de(t,z)  dpTi(t,z)’ V(t, 2) € G,

At 2l )] < 5

e, para cada j = {1,...,N}:
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Byt 2)lusy (1,2)] < 5Cp

Pdrti(t, z)
Logo, se =01+ ...+ Bn:
IT(u)(t,2)] < /t ol po, g
’ N 0 derl(Tv Z) pdp+1(7_7 Z)

t
d
< ul(a+6Cp) [ G

n
< fJull(a + 5Cp)m-
Assim, por (14),
[(T(w)(t, 2)|d" (¢, 2) < [|Tull < qllull,

para todo u € E, em que

R R s) S O R

Assim, pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach, existe um tinico ponto fixo para a equagao
u— g = Tu, 0 que segue que a equacdo tem uma dnica solugdo em E. (Isso ndo exclui o
fato que pode ter outras solugoes fora de E.) O

Um teorema bastante importante cuja demonstragio pode ser encontrada em [[1], pag
122] é a dependéncia continua da solu¢ao do problema (8) comparada aos coeficientes da
equacao. Veremos posteriormente que unicidade do problema com a propriedade acima
define um problema bem posto no sentido de Hadamard, o que nem sempre ocorre na
mesma classe de problemas se estivessem com coeficientes reais.

Teorema 3.3. Com as mesmas condigoes impostas no Teorema 3.2, a solu¢io u do
problema de Cauchy (8) depende continamente das fungées A, Bj,c e ¢. Isto é, dado
e > 0, existe 6 > 0 tal que a solugio u* do problema correspondente (8), agora com
coeficientes A*, B, c* e ¢* tais que satisfazem:

o
— A* < - - B <
|A(ta Z) A (t,Z)‘ — d(t,Z), |Bj(taz) B] (ta Z)| — 6
0 0

le(t, 2) — ¢*(t,2)] <

P 2) [¢(2) — ¢"(2)] < e

pertence a e-vizinhanga de u (em E):

lu(t, z) — u*(t, 2)| < e
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3.4 Teorema de C-K classico versus Teorema de C-K atual

Comegaremos com um exemplo no ambito das equagoes elipticas, para mostrarmos
como a equagdo se comporta se mudarmos para variaveis complexas:

Exemplo 3.1. Considere a equagdo eliptica:
Ut + Ugy = 07

com u(0,z) =0 e u(0,z) = ¢(x).

Veja que, se existe uma solucdo para todo t, entdo ela é harmdnica, portanto analitico
(pois toda fungio harmonica é parte real de uma fung¢do holomorfa, logo é analitica).
Assim, ¢ € uma funcdo analitica. O que acabamos de argumentar é que, se a equag¢do
acima tem solugdo, entdo a condi¢ao inicial deve ser analitica.

Agora, veja que se todos os seus coeficientes sdo analiticos e as condigoes iniciais tam-
bém entao, pelo Teorema de Cauchy-Kowalevsky, o problema tem wma solugdo analitica
local. Assim, o que concluimos é que o problema acima nunca terd solu¢do se ¢ nao for
analitica.

Vejamos uma das vantagens de se trabalhar com as varidveis complexas. Antes, veja-
mos o que significa o problema acima estar bem posto no sentido de Hadamard:

Definicao 3.2. O problema acima estd bem posto se ocorre trés condigies:
1. O problema possui uma solugdo;
2. Essa solugdo é unica;

3. A solugiao depende continuamente da condi¢do inicial e seus parametros, isto €,
pequenas variagoes nas condigoes iniciais deve implicar em pequenas variagées na
solugdo.

Exemplo 3.2 (Exemplo de Hadamard). Considere a equagao eliptica:

Ut + Ugy = 07 (18)
u(0,z) =0 (19)
ut(0, x) = asin(kx). (20)

Vejamos em R como o problema se comporta, verificando a condi¢io (3) da definigio
acima. Primeiramente, vamos atrds da sua solug¢io explicita. Faremos isso método sepa-
ragdo de varidveis.

Seja u(t,z) = X ()Y (z) uma solugio do problema (18). Dai:

X"Y () + X#®)Y"(x) =0
implica em, se a solu¢do ndo tiver pontos nulos:

X//(t) _ —Y//(.T)
X))  Y(x)

Se vale a igualdade para varidveis independentes, entdo existe constante C' tal que

X//(t) B _Y//(.Z‘) B
X)) - Y O
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Vamos escolher a constante de forma apropriada: Como u(t,x) = X' (t)Y (z) implica que
u(0,2) = X'(0)Y (z) = asin(kz).

Como podemos escolher X'(0) = 1, temos que Y(z) = asin(kz) e assim, resolvendo
X"(t) = CX(t), temos:

X(t) = %cosh(ka:) + %sinh(kt).

Pelas escolhas, temos X'(0) =1 e X(0) = 0. Substituindo, temos que A =0 e B =1
concluindo que
u(t,z) = %sin(kx) sinh(kt).

Observe que este problema nao estd bem posto no sentido da Definicio (3.2) pois, con-
siderando o problema com a = 0, temos que a solugio € u(t,x) = 0. Por outro lado, se
a > 0 é pequeno entdo

|ug(0, )| = |asin(kz)| < a,

logo
lu(t, z)| = %sin(kx) sinh(kt)| < %sinh(k:t) — 0,

se k — o0o. Assim, o problema com a = 0 ndo depende continuamente das condigoes
iniciais, concluindo que o problema de Hadamard ndao é bem posto.

Agora, ao considerar o problema em C, temos que o problema estd bem posto no
sentido de Hadamard e considerando o Teorema (3.3). A solugdo é dada por u(t,z) =
¢ sin(kz) sinh kt em que G ¢ definido [t| < n(p — |z|) e € possivel verificar que se |z| < o
tanto o mdzimo de |sin(kz)| quanto de |sinh kt| é aprozimadamente e em G.

Observagao 3.1. FEsse exemplo é uma particularidade do que ocorre nas equagoes elip-
ticas. Geralmente, nas equacoes hiperbolicas em R, temos que essa classe de problemas
respeitam o bom posicionamento definido por Hadamard.
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