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Caṕıtulo 2. A medida e a integral de Lebesgue 15
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Caṕıtulo 5. Integração de formas diferenciais e o Teorema de Stokes 49
Simplexos e cadeias afins 52
O Teorema de Stokes (1a. versão) 55
Simplexos e cadeias singulares 57
O Teorema de Stokes (2a. versão) 58
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A fórmula de Green para o disco 59
Abertos regulares 60
Abertos com fronteira regular 65
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Introdução

Estas notas tem como objetivo prećıpuo apresentar o Teorema de Stokes e algumas de
suas aplicações.

O Teorema de Stokes nada mais é que a versão multi-dimensional do bem conhecido
Teorema Fundamental do Cálculo: se f : R → R é uma função, digamos, continuamente
diferenciável e se a < b são números reais então vale a fórmula

(i)

∫ b

a

f ′(x)dx = f(b)− f(a) .

Em particular, o valor da integral da derivada de f sobre o intervalo compacto I = [a, b]
é determinado pelos valores de f tomados na fronteira ∂I = {a, b} de I. Se utilizarmos as
notações

(ii) df = f ′(x)dx,

(iii)

∫
∂I

f = f(b)− f(a)

então (i) pode ser escrita na forma

(iv)

∫
I

df =

∫
∂I

f .

A igualdade (iv) recebe o nome de “Fórmula de Stokes”. É evidente que nossa dis-
cussão, um tanto informal, merece um maior esclarecimento e este será o objetivo de nossa
exposição: vamos fornecer um significado preciso para (iv) no caso multi-dimensional e,
para tal,

• Desenvolveremos, no Caṕıtulo 4, a teoria das formas diferenciais, que na Fórmula
de Stokes são os integrandos (em particular, daremos o significado preciso para a
expressão df);
• Apresentaremos, no Caṕıtulo 5, a teoria das cadeias singulares e sua fronteiras,

que são os domı́nios de integração na Fórmula de Stokes.

Devemos enfatizar um fato que certamente não passou despercebido ao leitor: em (iii)
existe uma importante escolha de sinais. No “ponto direito” do intervalo o valor da função
f é tomado sem troca de sinal, enquanto que esta troca ocorre quando tomamos o valor de
f no “lado esquerdo” do intervalo. Isto significa que para a validade da Fórmula de Stokes
a fronteira do domı́nio deve ser tomada com a correta orientação. A questão da orientação
da fronteira do domı́nio no caso multi-dimensional será também cuidadosamente analisada
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2 INTRODUÇÃO

no texto: mostraremos como escolher o sinal corretamente em cada uma das diversas faces
da fronteira.

Para se definir integração de formas diferenciais necessitamos de dois ingredientes fun-
damentais: a teoria da integração em RN e o Teorema de Mudança de Variável na Integral
Múltipla. Quanto à teoria da integração optamos pela integral de Lebesgue, que traz como
vantagem, sobre a integral de Riemann, a de evitar as dificuldades oriundas da geome-
tria dos domı́nios de integração. No nosso (particular) caso precisamos somente integrar
funções mensuráveis e limitadas sobre conjuntos de medida finita. Com isto em mente
apresentamos, no Caṕıtulo 1, a teoria abstrata da integração nesta situação particular. A
integral de Lebesgue em RN é então exposta no Caṕıtulo 2 e, no Caṕıtulo 3, apresentamos
a demonstração completa do Teorema de Mudança de Variável para a integral de Lebesgue.

IME-USP, Novembro de 2017



CAPÍTULO 1

Teoria Abstrata da Integração

Seja X um conjunto não vazio e considere P(X)
.
= {A : A ⊂ X}.

Definição 1.1. Uma σ-álgebra de subconjuntos de X é um conjunto A ⊂ P(X) não vazio
tal que

• Se A ∈ A então X \ A ∈ A;
• Se An ∈ A, n = 1, 2, . . ., então

⋃∞
n=1An ∈ A.

Note, em particular, que se A é uma σ-álgebra de subconjuntos de X então

• ∅, X ∈ A;
• Se An ∈ A, n = 1, 2, . . ., então

⋂∞
n=1An ∈ A;

• Se A,B ∈ A então B \ A = B ∩ (X \ A) ∈ A.

Um espaço mensurável é um par (X,A), onde X é um conjunto não vazio e A é uma
σ-álgebra de subconjuntos de X. Um subconjunto A de X é A-mensurável se A ∈ A. Note
que se (X,A) é um espaço mensurável e se Y ∈ A então

AY = {A ∩ Y : A ∈ A}

é uma σ-álgebra de subconjuntos de Y . O par (Y,AY ) é então um espaço mensurável,
denominado subespaço mensurável de (X,A). Observe que AY é simplesmente a classe de
todos os conjuntos A-mensuráveis contidos em Y .

Definição 1.2. Seja (X,A) um espaço mensurável. Uma medida em (X,A) é uma função
µ : A → [0,∞] tal que µ(∅) = 0 e

µ

(
∞⋃
n=1

An

)
=
∞∑
n=1

µ(An)

para toda sequência An ∈ A, n = 1, 2, . . . , tal que An ∩ Am = ∅ se n 6= m.

Note a validade da seguintes propriedades:

• A,B ∈ A, A ⊂ B =⇒ µ(A) ≤ µ(B);
• A,B ∈ A, A ⊂ B, µ(A) <∞ =⇒ µ(B \ A) = µ(B)− µ(A);
• Se An ∈ A, n = 1, 2, . . ., então µ (

⋃
nAn) ≤

∑
n µ(An).

Talvez a única destas propriedades que requeira uma melhor análise é a última. Para
tal observe que se definirmos a sequência

A•1 = A1, A•n = An \ (A1 ∪ . . . ∪ An−1), n ≥ 2,

3



4 1. TEORIA ABSTRATA DA INTEGRAÇÃO

temos A•n ∈ A para todo n, A•n ∩ A•m = ∅ se n 6= m e também
⋃∞
n=1 An =

⋃∞
n=1 A

•
n. Deste

modo

µ

(
∞⋃
n=1

An

)
= µ

(
∞⋃
n=1

A•n

)
=
∞∑
n=1

µ(A•n) ≤
∞∑
n=1

µ(An),

já que A•n ⊂ An para todo n.

Exemplo 1.1. Considere um conjunto não vazio X, tome A = P(X) e defina c : P(X)→
[0,∞] pela regra

c(A) =

{
|A| se A é finito:

∞ se A é infinito.

A medida c é chamada medida de contagem sobre X.

Exemplo 1.2. Considere (X,A) um espaço mensurável e para x0 ∈ X fixado defina νx0 :
A → [0,∞] pela regra

νx0(A) =

{
1 se x0 ∈ A:

0 se x0 6∈ A.

A medida νx0 é chamada medida de Dirac em A concentrada em x0.

Exemplo 1.3. Considere um conjunto não vazio X, tome A = P(X) e defina Φ : P(X)→
[0,∞] pela regra

Φ(A) =

{
0 se A = ∅:
∞ se A 6= ∅.

É também fácil de ver que Φ define uma medida em (X,P(X)).

Definimos finalmente um espaço de medida como sendo uma tripla (X,A, µ) onde
(X,A) é um espaço mensurável e µ é uma medida em (X,A). Se Y ∈ A então µY

.
= µ|AY

denomina-se medida induzida por µ em Y . Note que assim obtemos um novo espaço de
medida (Y,AY , µY ).

Proposição 1.1. Sejam (X,A, µ) um espaço de medida e An ∈ A, n = 1, 2, . . . satisfazendo
A1 ⊂ A2 ⊂ A3 ⊂ . . . Então

µ(An) −→ µ

(
∞⋃
n=1

An

)
.

Demonstração. Como antes defina A•1 = A1, A•n = An \ An−1 se n ≥ 2. Então An =
A•1 ∪ . . . ∪ A•n, A•n ∩ A•m = ∅ se n 6= m e

⋃∞
n=1A

•
n =

⋃∞
n=1An. Logo

µ(An) =
n∑
j=1

µ(A•j) −→ µ

(
∞⋃
n=1

A•n

)
= µ

(
∞⋃
n=1

An

)
. �

Corolário 1.1. Sejam (X,A, µ) um espaço de medida e Bn ∈ A, n = 1, 2, . . . satisfazendo
B1 ⊃ B2 ⊃ B3 ⊃ . . . e µ(B1) <∞. Então

µ(Bn) −→ µ

(
∞⋂
n=1

Bn

)
.
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Demonstração. Defina An = B1 \Bn, n ≥ 1. Pela Proposição 1.1

µ(B1 \Bn) = µ(An) −→ µ

(
∞⋃
n=1

An

)
= µ

(
B1 \

∞⋂
n=1

Bn

)
.

Como µ(B1) <∞ isto é o mesmo que

µ(B1)− µ(Bn) −→ µ(B1)− µ

(
∞⋂
n=1

Bn

)
. �

Observação. A hipótese µ(B1) < ∞ é fundamental para a conclusão do Corolário 1.1.
De fato se tomarmos, no Exemplo 1.3, X = R e Bn =]0, 1/n[ teremos Φ(Bn) = ∞ mas
Φ (
⋂∞
n=1 Bn) = Φ(∅) = 0.

Passaremos agora ao estudo das chamadas funções mensuráveis.

Proposição 1.2. Sejam (X,A) um espaço mensurável e f : X → R. As seguintes propri-
edades são equivalentes:

(1) {x ∈ X : f(x) ≤ α} ∈ A, ∀α ∈ R;
(2) {x ∈ X : f(x) < α} ∈ A, ∀α ∈ R;
(3) {x ∈ X : f(x) ≥ α} ∈ A, ∀α ∈ R;
(4) {x ∈ X : f(x) > α} ∈ A, ∀α ∈ R.

A demonstração desta proposição é uma simples consequência das identidades

{x ∈ X : f(x) < α} =
∞⋃
n=1

{x ∈ X : f(x) ≤ α− 1/n},

X \ {x ∈ X : f(x) < α} = {x ∈ X : f(x) ≥ α},

{x ∈ X : f(x) > α} =
∞⋃
n=1

{x ∈ X : f(x) ≥ α + 1/n}.

Dizemos que f : X → R é A-mensurável se f satisfaz as propriedades equivalentes da
Proposição 1.2. Note que se f é A-mensurável então f−1(I) ∈ A para todo intervalo1 I de
R. Em particular f−1{α} ∈ A, para todo α ∈ R.

Proposição 1.3. Sejam (X,A) um espaço mensurável, f, g : X → R funções A-mensurá-
veis e c ∈ R. Então são A-mensuráveis as funções f + g, cf , fg.

Demonstração. Uma vez que Q é denso em R temos, para cada α ∈ R,

{x ∈ X : f(x) + g(x) < α} = {x ∈ X : f(x) < α− g(x)}

=
⋃
r∈Q

({x ∈ X : f(x) < r} ∩ {x ∈ X : r < α− g(x)}) ,

1Por um intervalo em R entendemos um conjunto I ⊂ R que satisfaz a seguinte propriedade: se r, s ∈ I,
r < s e se r < t < s então t ∈ I.
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de onde segue que f + g é A-mensurável. É fácil ver que cf é A-mensurável. Por outro
lado temos {x ∈ X : f(x)2 < α} = ∅ se α ≤ 0 e

{x ∈ X : f(x)2 < α} = {x ∈ X : −α1/2 < f(x) < α1/2}

se α > 0, o que mostra que f 2 é A-mensurável. Finalmente, da identidade

fg =
1

2

[
(f + g)2 − f 2 − g2

]
segue que fg é A-mensurável. �

Um espaço de medida (X,A, µ) é dito completo se vale a seguinte propriedade:

A ∈ A, µ(A) = 0, B ⊂ A =⇒ B ∈ A.
Proposição 1.4. Sejam (X,A, µ) um espaço de medida completo e f : X → R uma função
A-mensurável. Se g : X → R é tal que B

.
= {x ∈ X : f(x) 6= g(x)} ∈ A e µ(B) = 0 então

g é A-mensurável.

Demonstração. Temos

{x ∈ X : g(x) > α} = [{x ∈ X : g(x) > α} ∩B]︸ ︷︷ ︸
B1

∪ [{x ∈ X : f(x) > α} ∩ (X \B)]︸ ︷︷ ︸
B2

.

Como (X,A, µ) é completo segue que B1 ∈ A. Como, também, f é A-mensurável segue
que B2 ∈ A. �

Estudaremos agora sequências de funções mensuráveis.

Proposição 1.5. Sejam (X,A) um espaço mensurável e fk : X → R uma sequência de
funções A-mensuráveis. Se {fk(x) : k ∈ N} for limitado superiormente (resp. inferior-
mente) para cada x ∈ X então a função sup fk (resp. inf fk) é A-mensurável.

Demonstração. Temos

{x ∈ X : sup fk(x) > α} =
∞⋃
k=1

{x ∈ X : fk(x) > α}

o que mostra que sup fk é A-mensurável se cada fk o for. Para a outra asserção basta notar
que inf fk = − sup(−fk). �

Corolário 1.2. Sejam (X,A) um espaço mensurável e fk : X → R uma sequência de
funções A-mensuráveis tais que {fk(x) : k ∈ N} é limitado para todo x ∈ X. Então são A-
mensuráveis as funções limfk e limfk. Em particular, se existir lim fk(x) para cada x ∈ X
então lim fk é A-mensurável.

Demonstração. Temos

limfk(x) = sup
n

(
inf
k≥n

fk(x)

)
, limfk(x) = inf

n

(
sup
k≥n

fk(x)

)
. �
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Note que se f : X → R é A-mensurável então também o são as funções

f+ = sup{f, 0}, f− = sup{−f, 0}.
Note também que f+, f− são ≥ 0 e que f = f+ − f−, |f | = f+ + f−. Em particular |f |
também é A-mensurável.

Seja A ⊂ X. A função caracteŕıstica de A é a função χA : X → R definida por
χA(x) = 1 se x ∈ A, χA(x) = 0 se x 6∈ A. Note que χA é A-mensurável se, e somente se,
A ∈ A.

Definição 1.3. Sejam (X,A) um espaço mensurável e φ : X → R. Dizemos que φ é uma
função simples se φ for A-mensurável e φ(X) é um subconjunto finito de R.

Se φ : X → R é simples e se φ(X) = {a1, . . . , am} então Aj
.
= φ−1({aj}) ∈ A,

j = 1, . . . ,m, e

(1.1) X =
m⋃
j=1

Aj, φ =
m∑
j=1

ajχAj .

Esta representação de φ é chamada representação canônica de φ. Assim, uma função é sim-
ples se, e somente se, ela é uma combinação linear de funções caracteŕısticas A-mensuráveis.
Note que uma função simples pode ser representada por diferentes tais combinações. Sua
representação canônica, contudo, é única.

Proposição 1.6. Sejam (X,A) um espaço mensurável e f : X → R uma função A-
mensurável e limitada. Então existe uma sequência uniformemente limitada de funções
simples φn : X → R, φn ≤ f para todo n, satisfazendo φn(x)→ f(x), x ∈ X.

Demonstração. Seja M > 0 tal que |f(x)| ≤ M para x ∈ X. Para cada n ∈ N fixado e
cada −n ≤ k ≤ n definimos

Ak
.
=

{
x ∈ X :

(k − 1)M

n
< f(x) ≤ kM

n

}
.

Note que Ak ∈ A, Ak ∩ Ap = ∅ se k 6= p e X =
⋃
k Ak. Definimos

φn(x) =
M

n

n∑
k=−n

(k − 1)χAk , n ∈ N.

Note que −2M ≤ φn(x) ≤ f(x) e f(x) − φn(x) ≤ M/n para todo x ∈ X e todo n. Isto
demonstra a proposição. �

Estamos agora preparados para desenvolver a teoria abstrata da integração. A partir
de agora fixaremos um espaço de medida finita (X,A, µ), isto é, um espaço de medida em
que µ(X) < ∞. Dada uma função simples φ : X → R, com representação canônica (1.1),
definimos sua integral com relação a µ como sendo o número real

(1.2)

∫
X

φ(x)dµ(x) =

∫
X

φdµ =
m∑
j=1

ajµ(Aj).

Para estudar as propriedades desta integral iniciamos com o seguinte lema:
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Lema 1.1. Seja φ uma função simples escrita na forma

φ =
N∑
k=1

ckχEk

onde Ek ∈ A são tais que Ek ∩ Ep = ∅ se k 6= p e X =
⋃N
k=1Ek. Então∫

X

φ(x)dµ(x) =
N∑
k=1

ckµ(Ek).

Demonstração. Sejam φ(X) = {a1, . . . , am} e Aj = φ−1(aj). Temos Aj =
⋃N
k=1(Aj ∩Ek)

e aj = ck se Aj ∩ Ek 6= ∅. Então

ajµ(Aj) =
N∑
k=1

ckµ(Aj ∩ Ek)

e, portanto,
m∑
j=1

ajµ(Aj) =
m∑
j=1

N∑
k=1

ckµ(Aj ∩ Ek) =
N∑
k=1

ckµ(Ek),

o que prova o resultado. �

Proposição 1.7. Sejam φ, ψ : X → R funções simples e c ∈ R. Então∫
X

(cφ(x) + ψ(x)) dµ(x) = c

∫
X

φ(x)dµ(x) +

∫
X

ψ(x)dµ(x).

Se, ainda, φ ≤ ψ então ∫
X

φ(x)dµ(x) ≤
∫
X

ψ(x)dµ(x).

Em particular ∫
X

φ(x)dµ(x) ≤ (supφ)µ(X).

Demonstração. Sejam

φ =
m∑
j=1

ajχAj , ψ =
n∑
k=1

bkχBk

as representações canônicas de φ e ψ respectivamente. Logo podemos escrever

φ =
∑
j,k

ajkχAj∩Bk , ψ =
∑
j,k

bjkχAj∩Bk .

Como então
cφ+ ψ =

∑
jk

(cajk + bjk)χAj∩Bk

a primeira afirmação segue do Lema 1.1. Além disto, temos φ ≤ ψ se, e somente se, ajk ≤ bjk
para todos j e k. Logo, novamente pelo Lema 1.1, segue que

∫
X
φ(x)dµ(x) ≤

∫
X
ψ(x)dµ(x)

se φ ≤ ψ, o que conclui a demonstração. �



1. TEORIA ABSTRATA DA INTEGRAÇÃO 9

Observe então que, como consequência da Proposição 1.7, se (X,A, µ) é um espaço de
medida finita e se A1, . . . , AN ∈ A, a1, . . . , aN ∈ R são arbitrarios então

φ =
N∑
j=1

ajχAj =⇒
∫
X

φ(x)dµ(x) =
N∑
j=1

ajµ(Aj).

Vamos agora demonstrar o resultado central da teoria.

Teorema 1.1. Seja (X,A, µ) um espaço de medida finita e seja f : X → R uma função
limitada. Se f é A-mensurável então

(1.3) sup

{∫
X

φdµ : φ simples, φ ≤ f

}
= inf

{∫
X

ψdµ : ψ simples, ψ ≥ f

}
e a rećıproca é verdadeira se (X,A, µ) é um espaço de medida completo.

Demonstração. Iniciamos tomando a mesma decomposição utilizada para a demons-
tração da Proposição 1.6. Seja M > 0 tal que |f(x)| ≤ M para x ∈ X. Para cada n ∈ N
fixado e cada −n ≤ k ≤ n tomamos

Ak
.
=

{
x ∈ X :

(k − 1)M

n
< f(x) ≤ kM

n

}
.

Então, como antes, Ak ∈ A, Ak ∩ Ap = ∅ se k 6= p e X =
⋃
k Ak. Em particular

µ(X) =
n∑

k=−n

µ(Ak).

Sejam então

ψn(x) =
M

n

n∑
k=−n

kχAk , φn(x) =
M

n

n∑
k=−n

(k − 1)χAk .

Uma vez que φn ≤ f ≤ ψn obtemos

Q1
.
= sup

{∫
X

φdµ : φ simples, φ ≤ f

}
≥ M

n

n∑
k=−n

(k − 1)µ(Ak),

Q2
.
= inf

{∫
X

ψdµ : ψ simples, ψ ≥ f

}
≤ M

n

n∑
k=−n

kµ(Ak)

e, portanto,

0 ≤ Q2 −Q1 ≤
Mµ(X)

n
.

Fazendo n→∞ conclúımos a validade de (1.3), isto é, Q1 = Q2.

Reciprocamente, vamos assumir (1.3) e mostrar que f é mensurável se (X,A, µ) for um
espaço de medida completo.

Para cada n existem φn, ψn funções simples tais que φn ≤ f ≤ ψn e∫
X

ψndµ−
∫
X

φndµ ≤ 1

n
.
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Pela Proposição 1.5 são A-mensuráveis as funções

φ?
.
= sup

n
φn , ψ?

.
= inf

n
ψn

e ainda φ? ≤ f ≤ ψ?. Assim, em virtude da Proposição 1.4, basta mostrar que

A?
.
= {x ∈ X : ψ?(x) 6= f(x)}

pertence a A e que µ(A?) = 0. Como

A? ⊂ {x ∈ X : ψ?(x)− φ?(x) > 0}

então é suficiente verificar que

(1.4) µ ({x ∈ X : ψ?(x)− φ?(x) > 0}) = 0.

Mas

{x ∈ X : ψ?(x)− φ?(x) > 0} =
∞⋃
k=1

{x ∈ X : ψ?(x)− φ?(x) > 1/k}︸ ︷︷ ︸
∆k

e, para todo n,

∆k ⊂ ∆n
k
.
= {x ∈ X : ψn(x)− φn(x) > 1/k}.

Como
1

k
χ∆n

k
≤ χ∆n

k
(ψn − φn)

temos
µ(∆n

k)

k
=

1

k

∫
X

χ∆n
k
dµ ≤

∫
X

χ∆n
k

(ψn − φn) dµ ≤
∫
X

(ψn − φn)dµ ≤ 1

n
,

isto é, µ(∆k) ≤ k/n para todos k e n. Fazendo n→∞ conclúımos que µ(∆k) = 0, de onde
segue (1.4).

�

Definição 1.4. Se (X,A, µ) é um espaço de medida finita e se f : X → R é A-mensurável
e limitada definimos a integral de f com relação à medida µ pela expressão∫

X

f(x)dµ(x) =

∫
X

fdµ = sup

{∫
X

φdµ : φ simples, φ ≤ f

}
.

Não é demais enfatizar a consistência desta definição quando a função f é, ela mesmo,
uma função simples.

Nosso próximo resultado fornece as propriedade básicas da integral com relação a µ.
No seu enunciado utilizaremos a seguinte nomenclatura: dizemos que uma propriedade P
vale µ−quase sempre (e abreviaremos µ-q.s.) se o conjunto A = {x ∈ X : P (x) é falsa} é
A-mensurável e tem medida µ igual a zero.
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Proposição 1.8. Sejam (X,A, µ) um espaço de medida finita, f, g : X → R funções
A-mensuráveis e limitadas e c ∈ R. Então∫

X

cfdµ = c

∫
X

fdµ;(i) ∫
X

(f + g)dµ =

∫
X

fdµ+

∫
X

gdµ;(ii)

f = g µ-q.s. =⇒
∫
X

fdµ =

∫
X

gdµ;(iii)

f ≤ g µ-q.s. =⇒
∫
X

fdµ ≤
∫
X

gdµ;(iv)

A ≤ f ≤ B =⇒ Aµ(X) ≤
∫
X

fdµ ≤ Bµ(X);(v) ∣∣∣∣∫
X

fdµ

∣∣∣∣ ≤ ∫
X

|f |dµ.(vi)

Demonstração. Suponha primeiramente c > 0. Então∫
X

cfdµ = sup

{∫
X

φdµ : φ simples, φ ≤ cf

}
= sup

{∫
X

cφdµ : φ simples, φ ≤ f

}
= sup

{
c

∫
X

φdµ : φ simples, φ ≤ f

}
= c sup

{∫
X

φdµ : φ simples, φ ≤ f

}
= c

∫
X

fdµ.

Por outro lado ∫
X

(−f)dµ = sup

{∫
X

φdµ : φ simples, φ ≤ −f
}

= sup

{∫
X

(−ψ)dµ : ψ simples, ψ ≥ f

}
= sup

{
−
∫
X

ψdµ : ψ simples, ψ ≥ f

}
= − inf

{∫
X

ψdµ : ψ simples, ψ ≥ f

}
= −

∫
X

fdµ.
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Estes dois fatos combinados mostram (i). Mostraremos agora (ii). Sejam φ, φ̃ funções

simples, φ ≤ f , φ̃ ≤ g. Então φ+ φ̃ é uma função simples e φ+ φ̃ ≤ f +g, de onde obtemos∫
X

φdµ+

∫
X

φ̃dµ =

∫
X

(φ+ φ̃)dµ ≤
∫
X

(f + g)dµ.

Tomando o supremo entre todas tais φ e φ̃ vem∫
X

fdµ+

∫
X

gdµ ≤
∫
X

(f + g)dµ.

Para se obter a desigualdade contrária podeŕıamos, certamente, proceder analogamente,
tomando agora ψ, ψ̃ funções simples, ψ ≥ f , ψ̃ ≥ g. Há, entretanto, um argumento direto.
Pela desigualdade já estabelecida,∫

X

(f + g)dµ+

∫
X

(−g)dµ ≤
∫
X

(f + g − g)dµ =

∫
X

fdµ

e portanto, por (i), ∫
X

(f + g)dµ−
∫
X

gdµ ≤
∫
X

fdµ.

Suponha agora que h : X → R seja uma função A-mensurável, |h| ≤ M e suponha
ainda que h = 0 µ-q.s. Seja A = {x ∈ X : h(x) 6= 0}. Então µ(A) = 0. Como φ = −MχA,
ψ = MχA são funções simples e φ ≤ h ≤ ψ obtemos

∫
X
φdµ ≤

∫
X
hdµ ≤

∫
X
ψdµ, o que

implica
∫
X
hdµ = 0. Isto demonstra (iii) e o mesmo argumento também demonstra (iv).

Note ainda que (v) segue de (iv).

Finalmente temos ±f ≤ |f | e portanto, de (i) e (iv),

±
∫
X

fdµ ≤
∫
X

|f |dµ,

o que demonstra (vi). �

Seja (X,A, µ) um espaço de medida finita e Y ∈ A. Se f : X → R é uma função
A-mensurável e limitada então f |Y : Y → R é AY -mensurável e limitada e é fácil ver que∫

Y

fdµ
.
=

∫
Y

(f |Y )dµY =

∫
X

χY fdµ.

Note também que se Y, Z ∈ A são disjuntos então∫
Y ∪Z

fdµ =

∫
Y

fdµ+

∫
Z

fdµ.

Finalizaremos este caṕıtulo estudando o comportamento da integral abstrata com relação
a sequências de funções mensuráveis. Iniciamos com um resultado auxiliar.

Lema 1.2. Sejam (X,A, µ) um espaço de medida finita e fn : X → R, n = 1, 2, . . ., funções
A-mensuráveis. Suponha que limn fn(x) exista para cada x ∈ X e seja f

.
= limn fn. Então

dados ε > 0, δ > 0 existem A ∈ A, µ(A) < δ, e n0 ∈ N tais que

n ≥ n0, x ∈ X \ A =⇒ |fn(x)− f(x)| < ε.
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Demonstração. Pelo Corolário 1.2 sabemos que f é A-mensurável. Fixado ε > 0 defini-
mos

Gn
.
= {x ∈ X : |fn(x)− f(x)| ≥ ε}, Aj

.
=
∞⋃
n=j

Gn.

Então Aj ∈ A, Aj ⊃ Aj+1 e
⋂
j Aj = ∅, uma vez que fn → f pontualmente. Pelo Corolário

1.1 temos µ(Aj)→ 0. Observando que

X \ Aj =
∞⋂
n=j

(X \Gn) = {x ∈ X : |fn(x)− f(x)| < ε para todo n ≥ j}

basta então escolher j0 tal que µ(Aj0) < δ e tomar n0 = j0, A = Aj0 . �

Teorema da Convergência Limitada. Sejam (X,A, µ) um espaço de medida finita e
fn : X → R, n = 1, 2, . . ., uma sequência de funções A-mensuráveis tais que, para algum
M > 0, temos |fn(x)| ≤ M para todo x ∈ X e todo n ∈ N. Se fn → f pontualmente em
X então

∫
X
fndµ→

∫
X
fdµ.

Demonstração. Seja ε > 0. Pelo Lema 1.2 podemos escolher A ∈ A com µ(A) ≤ ε/4M
e n0 ∈ N tais que

n ≥ n0, x ∈ X \ A =⇒ |fn(x)− f(x)| ≤ ε

2µ(X)
.

Observando que |fn − f | ≤ 2M obtemos, para n ≥ n0,∣∣∣∣∫
X

fndµ−
∫
X

fdµ

∣∣∣∣ ≤ ∫
X

|fn − f |dµ

=

∫
A

|fn − f |dµ+

∫
X\A
|fn − f |dµ

≤ 2Mµ(A) +
ε

2µ(X)
µ(X \ A)

≤ ε

2
+
ε

2
= ε. �

Para concluir apresentamos uma aplicação do Teorema da Convergência Limitada que
mostra como obter novas medidas a partir de funções não-negativas.

Proposição 1.9. Sejam (X,A, µ) um espaço de medida finita e f : X → R uma função
A-mensurável e limitada. Se f ≥ 0 então a aplicação

A 3 A 7→
∫
A

f(x)dµ(x)

é uma medida (finita) sobre A.
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Demonstração. Se An ∈ A, n = 1, 2, . . ., é uma sequência com An ∩ Am = ∅ se n 6= m,
então

lim
p→∞

p∑
n=1

∫
An

f(x)dµ(x) = lim
p→∞

∫
X

p∑
n=1

(χAnf)(x)dµ(x) =

∫
X

∞∑
n=1

(χAnf)(x)dµ(x) =

∫
⋃
n An

f(x)dµ(x). �



CAPÍTULO 2

A medida e a integral de Lebesgue

Lembramos que um subconjunto I de R é um intervalo se vale a seguinte propriedade:
se r, s ∈ I, r < s e se r < t < s então t ∈ I. Se I é um intervalo limitado definimos seu com-
primento como sendo o número L(I) = sup I− inf I. Se I for não limitado convencionamos
L(I) =∞ e se I = ∅ pomos L(I) = 0.

Um intervalo em RN é um conjunto da forma I = I(1) × . . . × I(N), onde I(j) são
intervalos em R. Se I é um intervalo de RN definimos seu volume pela expressão

Vol(I) = L(I(1)) · · · L(I(N)) ∈ [0,∞].

Convencionamos Vol(I) = 0 se L(I(j)) = 0 para algum j ∈ {1, . . . , N}.
Seja A ∈ P(RN). A medida exterior de A é, por definição,

(2.1) m∗(A) = inf

{∑
n

Vol(In) : A ⊂
⋃
n

In, cada In um intervalo aberto em RN

}
,

com a convenção m∗(A) =∞ se o conjunto em (2.1) é da forma {∞}.
Estudaremos agora as propriedades da função m∗ : P(RN) → [0,∞]. Nosso princi-

pal objetivo será a construção da σ-álgebra M(RN) ⊂ P(RN) dos conjuntos Lebesgue-
mensuráveis, de tal forma que m∗ restrita a M(RN) é uma medida, a chamada medida de
Lebesgue.

Primeiramente observemos os seguintes fatos elementares:

• m∗(∅) = 0
• A,B ∈ P(RN), A ⊂ B ⇒ m∗(A) ≤ m∗(B).

Proposição 2.1. Se I é um intervalo em RN então

(2.2) Vol(I) = m∗(I).

Também, se An ∈ P(RN), n = 1, 2, . . ., então

(2.3) m∗

(
∞⋃
n=1

An

)
≤

∞∑
n=1

m∗(An).

O passo central para a demonstração de (2.2) é o seguinte resultado:

Lema 2.1. Sejam I, I1, . . . , In intervalos limitados em RN tais que I ⊂ I1∪ . . .∪ In. Então

Vol(I) ≤
n∑
j=1

Vol(Ij).

15
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Demonstração. Dado um subconjunto limitado A em RN definimos λ(A) = |A ∩ ZN |.
Note as seguintes propriedades:

• Se A ⊂ B são limitados em RN então λ(A) ≤ λ(B);
• Se A e B são limitados em RN então λ(A ∪B) ≤ λ(A) + λ(B);
• Se I = I(1)×. . .×I(N) é um intervalo limitado em RN então λ(I) = λ(I(1)) · · ·λ(I(N)).

Seja agora J um intervalo limitado em R. Se a = inf J , b = sup J e se [x] denota a
parte inteira do número real x então teremos, se a ∈ Z,

λ(J) ≤ λ ([ a, [b] + 1 [) = [b]− a+ 1 ≤ b− a+ 1,

enquanto que, se a 6∈ Z,

λ(J) ≤ λ (][a], [b] + 1[) = [b]− [a] ≤ b− a+ 1.

Analogamente,

λ(J) ≥ b− a− 1

e assim podemos escrever

sup J − inf J − 1 ≤ λ(J) ≤ sup J − inf J + 1.

Se J = J (1)× . . .×J (N) é um intervalo limitado de RN , com sup J (k)− inf J (k) ≥ 1 para
todo k, temos portanto

N∏
k=1

(sup J (k) − inf J (k) − 1) ≤ λ(J) ≤
N∏
k=1

(sup J (k) − inf J (k) + 1).

Após estas considerações retornamos à demonstração do Lema 2.1 (em que podemos
assumir Vol(I) > 0). Para t > 0 temos tI ⊂ tI1 ∪ . . . ∪ tIn. Escrevendo

I = I(1) × . . .× I(N), Ij = I
(1)
j × . . .× I

(N)
j , j = 1, . . . , n

o argumento acima mostra que para t ≥ t0, onde t0 é tomado grande o suficiente,

N∏
k=1

(t sup I(k) − t inf I(k) − 1) ≤
n∑
j=1

(
N∏
k=1

(t sup I
(k)
j − t inf I

(k)
j + 1)

)
.

Dividindo por tN e tomando t→∞ obtemos a conclusão do Lema 2.1. �

Demonstração da Proposição 2.1. Vamos primeiramente tratar do caso em que I é
limitado. É fácil ver que m∗(I) ≤ Vol(I): de fato, dado ε > 0 tomemos In, n = 1, 2, . . .,
de tal forma que I1 é um intervalo aberto contendo I com Vol(I1) = Vol(I) + ε e In = ∅ se
n ≥ 2. Então, por definição, m∗(I) ≤ Vol(I) + ε, com ε > 0 arbitrário.

Para demonstrarmos a desigualdade na outra direção suponhamos primeiramente que
I seja compacto. Seja então ε > 0 e tomemos uma sequência de intervalos abertos Im tais
que

I ⊂
⋃
m

Im,
∑
m

Vol(Im) ≤ m∗(I) + ε.
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Como I é compacto existe n ∈ N tal que I ⊂ I1 ∪ . . . ∪ In. Assim, pelo Lema 2.1 podemos
escrever

Vol(I) ≤
n∑

m=1

Vol(Im) ≤
∑
m

Vol(Im) ≤ m∗(I) + ε.

Como ε > 0 é arbitrário temos então que Vol(I) ≤ m∗(I), o demonstra (2.2) quando I é
compacto.

Agora, se I é limitado e se ε > 0 existe Iε ⊂ I compacto tal que Vol(I) ≤ Vol(Iε) + ε.
Logo

Vol(I) ≤ Vol(Iε) + ε = m∗(Iε) + ε ≤ m∗(I) + ε.

Como ε > 0 é arbitrário segue que Vol(I) ≤ m∗(I), o demonstra (2.2) no caso I limitado.

Se I é não limitado com Vol(I) = ∞ então I conterá intervalos limitados com volume
arbitrariamente grandes, o que implica m∗(I) = ∞. Se I é não limitado mas com volume
nulo então podemos assumir que, após uma posśıvel permutação das coordenadas, que
I está contido em um intervalo da forma {x0} × RN−1. Seja ε > 0 e tomemos In =
]x0 − 2−2nε, x0 + 2−2nε[ × Jn onde Jn, n = 1, 2, . . . , é uma sequência de intervalos abertos
em RN−1 satisfazendo

RN−1 =
∞⋃
n=1

Jn, Vol(Jn) = 2n−1.

Então

m∗
(
{x0} × RN−1

)
≤

∞∑
n=1

ε

22n−1
2n−1 = ε

∞∑
n=1

1

2n
= ε.

A demonstração de (2.2) está completa. Para a demonstração de (2.3) podemos assumir
que m∗(An) < ∞ para todo n ∈ N. Dado ε > 0 podemos, para cada n ∈ N, determinar
uma sequência de intervalos abertos In,k, k = 1, 2, . . . , tal que

An ⊂
∞⋃
k=1

In,k,

∞∑
k=1

Vol (In,k) ≤ m∗(An) +
ε

2n
.

Mas então
∞⋃
n=1

An ⊂
∞⋃

n,k=1

In,k

e portanto

m∗

(
∞⋃
n=1

An

)
≤

∞∑
n,k=1

Vol (In,k) ≤
∞∑
n=1

m∗(An) + ε.

Como ε > 0 é arbitrário, segue (2.3), o que conclui a demonstração. �

Definição 2.1. Um subconjunto A de RN é Lebesgue-mensurável se satisfaz a seguinte
propriedade:

(2.4) m∗(B) = m∗ (B ∩ A) + m∗
(
B ∩ (RN \ A)

)
, ∀B ∈ P(RN).
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Um vez que B = (B ∩A) ∪ (B ∩
(
RN \ A)

)
, pela Proposição 2.1 segue que A ∈ P(RN)

é Lebesgue-mensurável se, e somente se,

(2.5) m∗(B) ≥ m∗ (B ∩ A) + m∗
(
B ∩ (RN \ A)

)
, ∀B ∈ P(RN).

Denotaremos por M(RN) a classe de todos os subconjuntos Lebesgue-mensuráveis de
RN . O seguinte resultado é fundamental.

Teorema 2.1.M(RN) é uma σ-álgebra de subconjuntos de RN e m
.
= m∗|M(RN ) é uma

medida, denominada medida de Lebesgue em RN . Além disso, (RN ,M(RN),m) é um
espaço de medida completo.

Demonstração. É muito fácil ver que A ∈ M(RN) implica RN \ A ∈ M(RN) e que
m∗(A) = 0 implica A ∈ M(RN). Em particular, {∅, RN} ⊂ M(RN). Temos então que
mostrar dois fatos:

An ∈M(RN), n = 1, 2, . . . =⇒
∞⋃
n=1

An ∈M(RN);(2.6)

An ∈M(RN), n = 1, 2, . . . dois a dois disjuntos =⇒ m∗

(
∞⋃
n=1

An

)
=
∞∑
n=1

m∗(An).(2.7)

As demonstrações de (2.6) e (2.7) serão feitas através de vários passos.

(i) A1, A2 ∈M(RN)⇒ A1 ∪ A2 ∈M(RN).

De fato, se B ∈ P(RN),

m∗ [B ∩ (A1 ∪ A2)] + m∗
[
B ∩ (RN \ (A1 ∪ A2))

]
≤ m∗ [B ∩ A1] + m∗

[
B ∩ A2 ∩ (RN \ A1)

]
+ m∗

[
B ∩ (RN \ (A1 ∪ A2))

]
= m∗ [B ∩ A1] + m∗

[
B ∩ A2 ∩ (RN \ A1)

]
+ m∗

[
B ∩ (RN \ A1) ∩ (RN \ A2)

]
= m∗ [B ∩ A1] + m∗

[
B ∩ (RN \ A1)

]
= m∗(B),

onde, na primeira desigualdade, usamos a identidade

B ∩ (A1 ∪ A2) = (B ∩ A1) ∪
(
B ∩ A2 ∩ (RN \ A1)

)
juntamente com a Proposição 2.1, e nas duas últimas igualdades usamos, respectivamente,
os fatos que A2 e A1 são Lebesgue-mensuráveis.

(ii) Se A1, . . . , An ∈M(RN) são dois a dois disjuntos e se B ∈ P(RN) então

(2.8) m∗

(
B ∩

n⋃
j=1

Aj

)
=

n∑
j=1

m∗(B ∩ Aj).
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A demonstração de (2.8) se faz por indução sobre n, o caso n = 1 sendo trivial. Assuma
então a validade de (2.8) para n− 1. Temos

B ∩
n⋃
j=1

Aj ∩ An = B ∩ An, B ∩
n⋃
j=1

Aj ∩ (RN \ An) = B ∩
n−1⋃
j=1

Aj.

Como An ∈M(RN) temos então que

m∗

(
B ∩

n⋃
j=1

Aj

)
= m∗(B ∩ An) + m∗

(
B ∩

n−1⋃
j=1

Aj

)
e portanto (2.8) segue da hipótese de indução.

Tomando B = RN em (2.8) segue que

(2.9) m∗

(
n⋃
j=1

Aj

)
=

n∑
j=1

m∗(Aj).

(iii) Se An ∈M(RN), n = 1, 2, . . ., então
⋃
nAn ∈M(RN).

Sejam
A•1 = A1, A•n = An \ (A1 ∪ . . . ∪ An−1), n ≥ 2.

Então A•n ∈M(RN) para todo n ∈ N, A•n ∩A•m = ∅ se m 6= n e
⋃
nAn =

⋃
nA
•
n. Ademais,

se p ∈ N e B ∈ P(RN), por (ii) temos que

m∗(B) = m∗

(
B ∩

p⋃
n=1

A•n

)
+ m∗

[
B ∩

(
RN \

p⋃
n=1

A•n

)]

≥ m∗

(
B ∩

p⋃
n=1

A•n

)
+ m∗

[
B ∩

(
RN \

∞⋃
n=1

A•n

)]

=

p∑
n=1

m∗(B ∩ A•n) + m∗

[
B ∩

(
RN \

∞⋃
n=1

A•n

)]
.

Fazendo p→∞, pela Proposição 2.1 obtemos finalmente

m∗(B) ≥
∞∑
n=1

m∗(B ∩ A•n) + m∗

[
B ∩

(
RN \

∞⋃
n=1

A•n

)]

≥ m∗

(
B ∩

∞⋃
n=1

A•n

)
+ m∗

[
B ∩

(
RN \

∞⋃
n=1

A•n

)]
o que conclui a demonstração de (iii).

Vamos agora mostrar que m é uma medida. Para tal tomemos uma sequência An ∈
M(RN), n = 1, 2, . . ., com An ∩ Am = ∅ se m 6= n. De (2.9) podemos escrever

m∗

(
∞⋃
n=1

An

)
≥ m∗

(
p⋃

n=1

An

)
=

p∑
n=1

m∗(An)
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para todo p ∈ N. Fazendo p→∞ segue então que

m∗

(
∞⋃
n=1

An

)
≥

∞∑
n=1

m∗(An),

o que demonstra nossa afirmação.

Finalmente, uma vez que todo subconjunto de RN com medida exterior nula é Lebesgue-
mensurável, segue a última afirmação do enunciado. A demonstração do Teorema 2.1 está
completa. �

Teorema 2.2. Se I ⊂ RN é um intervalo então I ∈M(RN) (e portanto m(I) = Vol(I)).

Demonstração. Basta mostrar que intervalos da forma I = Rp × J × Rq são Lebesgue-
mensuráveis. Aqui J é um intervalo em R com inf J > −∞, sup J =∞ e p, q ∈ {1, . . . , N}
são tais que p+ q = N − 1.

Seja B ∈ P(RN) arbitrário. Devemos mostrar a validade de (2.5), com I substituindo
A e, portanto, não há perda de generalidade em assumir que m∗(B) <∞.

Seja ε > 0 e tomemos uma sequência de intervalos abertos In, n = 1, 2, . . ., tais que

B ⊂
⋃
n

In,
∑
n

Vol(In) ≤ m∗(B) + ε.

Se definirmos I ′n
.
= In ∩ I, I ′′n

.
= In ∩ (RN \ I) então I ′n, I ′′n serão também intervalos e

Vol(In) = Vol(I ′n) + Vol(I ′′n) = m∗(I ′n) + m∗(I ′′n).

Note então que

m∗(B ∩ I) ≤
∑
n

m∗(I ′n), m∗
(
B ∩ (RN \ I)

)
≤
∑
n

m∗(I ′′n)

e portanto

m∗(B ∩ I) + m∗
(
B ∩ (RN \ I)

)
≤
∑
n

Vol(In) ≤ m∗(B) + ε.

Como ε > 0 é arbitrário o resultado fica demonstrado. �

Se X ∈ M(RN) definimos M(X) como sendo a σ-álgebra de todos os subconjuntos
Lebesgue-mensuráveis de X. De acordo com a notação do Caṕıtulo 1

M(X) =M(RN)|X .
Corolário 2.1. Se X ∈ M(RN) então todo subconjunto aberto de X é Lebesgue-men-
surável, isto é, pertence a M(X). Em particular, toda função cont́ınua f : X → R é
Lebesgue-mensurável e são também Lebesgue-mensuráveis todo fechado de X, toda inter-
secção enumerável de abertos de X e toda reunião enumerável de fechados de X.

Demonstração. Todo aberto de X é da forma Ω∩X, onde Ω é aberto de RN . Por outro
lado, todo aberto de RN pode ser expresso como uma reunião enumerável de intervalos
abertos. Agora, se f : X → R é cont́ınua então f−1(]a,∞[) é aberto de X, o que demonstra
que f é Lebesgue-mensurável. As outras afirmações são imediatas. �
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Se X ∈ M(RN) é tal que m(X) < ∞ (em particular se X é limitado) então
(X,M(X),m) é um espaço de medida finita e completo (aqui nos permitimos um pe-
queno abuso de notação, denotando também por m a restrição da medida de Lebesgue a
M(X)). Se f : X → R é M(X)-mensurável e limitada então está definida sua integral∫

X

f(x)dm(x) =

∫
X

fdm,

denominada a integral de Lebesgue de f sobre X.

Finalizaremos este caṕıtulo recordando o conceito de integral de Riemann.

Uma partição de [a, b] é uma sequência de pontos de [a, b] da forma a = x0 < x1 <
. . . < xn = b. Uma função S : [a, b]→ R é chamada função escada se existir uma partição
a = x0 < x1 < . . . < xn = b de tal forma que S é constante (digamos igual a ci) em cada
intervalo ]xi−1, xi]. Para tais S definimos sua integral de Riemann como sendo o número

∫ b

a

S(x)dx =
n∑
i=1

ci (xi − xi−1) .

Seja agora f : [a, b]→ R limitada. Definimos

I−(f ; a, b)
.
= sup

{∫ b

a

S(x)dx, S escada, S ≤ f

}
,

I+(f ; a, b)
.
= inf

{∫ b

a

S(x)dx, S escada, S ≥ f

}
e dizemos que f é Riemann integrável em [a, b] se I−(f ; a, b) = I+(f ; a, b). Este valor
comum denomina-se integral de Riemann sobre [a, b] e é denotado por∫ b

a

f(x)dx.

Teorema 2.3. Seja f : [a, b] → R uma função limitada. Se f é Riemann integrável então
f é M([a, b])-mensurável e ∫

[a,b]

f(x)dm(x) =

∫ b

a

f(x)dx.

Demonstração. Como toda função escada é necessariamente simples, e como também∫ b

a

S(x)dx =

∫
[a,b]

S(x)dm(x)
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se S é uma função escada, temos

I−(f ; a, b) = sup

{∫ b

a

S(x)dx, S escada, S ≤ f

}
≤ sup

{∫
[a,b]

φ(x)dm(x), φ simples, φ ≤ f

}
≤ inf

{∫
[a,b]

ψ(x)dm(x), ψ simples, ψ ≥ f

}
≤ inf

{∫ b

a

S(x)dx, S escada, S ≥ f

}
= I+(f ; a, b).

Basta então aplicar o Teorema 1.1. �

Uma consequência interessante do Teorema da Convergência Limitada da integral abs-
trata é o seguinte resultado, válido para a integral de Riemann.

Corolário 2.2. Sejam fn : [a, b] → R, n = 1, 2, . . ., uma sequência de funções Riemann-
integráveis e f : [a, b] → R tais que fn → f pontualmente em [a, b]. Se f é Riemann
integrável e se existir M > 0 tal que |fn(x)| ≤ M , para todo x ∈ [a, b] e todo n = 1, 2, . . .,
então ∫ b

a

fn(x)dx→
∫ b

a

f(x)dx.

Resultados análogos valem para a integral de Riemann em um intervalo compacto

K = [a1, b1]× . . .× [aN , bN ] ⊂ RN .

Em particular, se f : K → R é uma função cont́ınua então∫
K

f(x)dm(x) =

∫ b1

a1

· · ·
∫ bN

aN

f(x1, . . . , xN) dx1 . . . dxN ,

onde a integral iterada à direita pode ser executada em qualquer ordem.

Finalizamos apresentando um exemplo de uma funçao f : [0, 1] → R Lebesgue men-
surável e limitada mas que não é Riemann integrável. Sejam A = {x ∈ [0, 1] : x 6∈ Q}
e f

.
= χA. Note que A ∈ M([0, 1]) uma vez que [0, 1] \ A é enumerável e portanto tem

medida exterior nula. Também é fácil ver que

I−(f ; 0, 1) = 0, I+(f ; 0, 1) = 1,

o que mostra que f não é Riemann integrável. Note que∫
[0,1]

f(x)dm(x) = 1.



CAPÍTULO 3

O Teorema de mudança de variável na integral de Lebesgue

Primeiramente introduzimos uma notação. Se Ω ⊂ RN é aberto escreveremos E ⊂⊂ Ω
para indicar que o fecho de E em RN é um subconjunto compacto de Ω. O seguinte
resultado elementar será bastante utilizado:

Lema 3.1. Se E ⊂⊂ Ω então existe U ⊂⊂ Ω aberto, E ⊂⊂ U .

Demonstração. Se k ∈ N é escolhido suficientemente grande então Ē estará contido em
U

.
= {x ∈ Ω : dist(x, ∂Ω) > 1/k, |x| < k}. �

Seja Ω ⊂ RN aberto. Uma aplicação f : Ω→ RN de classe C1 é chamada difeomorfismo
de classe C1 se f é injetora, f(Ω) é aberto e f−1 : f(Ω)→ Ω também é de classe C1.

Para cada x ∈ Ω denotamos por f ′(x) ∈ L(RN) a derivada de f no ponto x. O fato de
f ser de classe C1 implica que x 7→ f ′(x) é uma função cont́ınua definida em Ω e a valores
em L(RN). Como f é, além disso, um difeomorfismo de classe C1, segue f ′(x) ∈ GL(RN)1

para todo x ∈ Ω, o que é equivalente a dizer que a função cont́ınua x 7→ det f ′(x), definida
em Ω e a valores reais, nunca se anula. Não é demais lembrar que f ′(x)−1 = (f−1)′(f(x)),
para todo x ∈ Ω. Ainda notamos que se E ⊂⊂ Ω então f(E) ⊂⊂ f(Ω).

Teorema de Mudança de Variável. Seja f : Ω→ f(Ω) um difeomorfismo de classe C1.
Se E ⊂⊂ Ω é M(Ω)-mensurável então f(E) é M(f(Ω))-mensurável e

(TMV) m(f(E)) =

∫
E

|det f ′(x)| dm(x).

Como corolário obtemos:

Corolário 3.1. Sejam f : Ω→ f(Ω) um difeomorfismo de classe C1 e E ⊂⊂ Ω, E ∈M(Ω).
Se u : f(E) → R é Lebesgue-mensurável então u ◦ f : E → R é Lebesgue-mensurável. Se
além disto, u é limitada então

(3.1)

∫
f(E)

u(y)dm(y) =

∫
E

u(f(x)) |det f ′(x)| dm(x).

Demonstração do Corolário 3.1. Que u ◦ f é Lebesgue-mensurável, se u o for, é uma
consequência imediata do teorema acima. Tomemos, primeiramente, u = χA, onde A ∈

1Como usual denotamos por GL(RN ) o grupo de todas as transformações A ∈ L(RN ) que são in-
verśıveis.

23



24 3. O TEOREMA DE MUDANÇA DE VARIÁVEL NA INTEGRAL DE LEBESGUE

M(f(E)). Então u ◦ f = χf−1(A) e portanto∫
E

χA(f(x)) |det f ′(x)| dm(x) =

∫
f−1(A)

|det f ′(x)| dm(x) = m(A) =

∫
f(E)

χA(y)dm(y).

Pelas propriedades de linearidade da integral abstrata segue que (3.1) vale para funções
simples definidas em f(E).

Dada agora uma função u como no enuncidado podemos determinar, de acordo com a
Proposição 1.6, uma sequência uniformemente limitada de funções simples φn : f(E)→ R,
φn ≤ u para todo n, satisfazendo φn(y) → u(y), y ∈ f(E). Do Teorema da Convergência
Limitada segue que∫

f(E)

u(y)dm(y) = lim
n→∞

∫
f(E)

φn(y)dm(y)

= lim
n→∞

∫
E

φn(f(x)) |det f ′(x)| dm(x)

=

∫
E

u(f(x)) |det f ′(x)| dm(x). �

O restante do caṕıtulo será devotado à demonstração do Teorema de Mudança de
Variável. Começamos recordando a desigualdade do valor médio: se D ⊂⊂ Ω é um conjunto
convexo então

(3.2) |f(x)− f(y)| ≤
(

sup
z∈D
‖f ′(z)‖

)
|x− y|, x, y ∈ D.

Esta propriedade admite a seguinte extensão:

Lema 3.2. Seja K ⊂⊂ Ω compacto. Então existe C > 0 tal que

(3.3) |f(x)− f(y)| ≤ C|x− y|, x, y ∈ K.

Demonstração. Suponha que (3.3) não seja verdadeira. Então para cada n ∈ N existirão
xn, yn ∈ K tais que

(3.4) n|xn − yn| < |f(xn)− f(yn)| ≤ 2a ,

onde a > 0 é tal que |f | ≤ a em K. Passando a subsequências se necessário podemos
assumir que xn → x0 ∈ K, yn → y0 ∈ K. Uma vez que (3.4) implica |xn − yn| < 2a/n
conclúımos que x0 = y0. Tomemos agora r > 0 tal que D

.
= {x : |x− x0| ≤ r} ⊂ Ω e seja

M = sup{‖f ′(z)‖ : z ∈ D}. Por (3.2) obtemos

|f(x)− f(y)| ≤M |x− y|, x, y ∈ D.
Tomando n0 ∈ N tal que xn, yn ∈ D se n ≥ n0 obtemos então

n|xn − yn| < |f(xn)− f(yn)| ≤M |xn − yn|, n ≥ n0,

o que é absurdo. �

Lema 3.3. Seja E ⊂⊂ Ω. Então dado ε > 0 existe uma sequência de intervalos abertos In,
n = 1, 2, . . ., tais que In ⊂ Ω para todo n ∈ N, E ⊂

⋃
n In e

∑
n Vol(In) < m∗(E) + ε.
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Demonstração. Dado ε > 0 existe uma sequência de intervalos abertos I•n, n = 1, 2, . . .,
tal que E ⊂

⋃
n I
•
n e
∑

n Vol(I
•
n) < m∗(E) + ε/2. Para cada n ∈ N decompomos

I•n = Jn,1 ∪ . . . ∪ Jn,kn ,
onde cada Jn,k é um intervalo compacto e

Vol(I•n) = Vol(Jn,1) + . . .+ Vol(Jn,kn), diam(Jn,k) ≤
1

2
dist(E,RN \ Ω).

Com tal escolha temos
Jn,k ∩ E 6= ∅ =⇒ Jn,k ⊂ Ω.

Provemos esta afirmação: fixemos y? ∈ Jn,k ∩ E e tomemos x ∈ Jn,k arbitrário. Logo

|x− y?| ≤ diam(Jn,k) ≤
1

2
dist(E,RN \ Ω).

Como também ∣∣dist(x,RN \ Ω)− dist(y?,RN \ Ω)
∣∣ ≤ |x− y?|

segue que

dist(x,RN \ Ω) ≥ dist(y?,RN \ Ω)− 1

2
dist(E,RN \ Ω) ≥ 1

2
dist(E,RN \ Ω).

Tomando então somente os intervalos Jn,k que interceptam E obteremos uma sequência
de intervalos compactos Jn, n = 1, 2, . . ., satisfazendo

Jn ⊂⊂ Ω, n ∈ N, E ⊂
∞⋃
n=1

Jn,
∞∑
n=1

Vol(Jn) < m∗(E) +
ε

2
.

Para concluir a demonstração basta, para cada n ∈ N, tomar um intervalo aberto In ⊂ Ω
contendo Jn e tal que Vol(In) ≤ Vol(Jn) + ε/2n+1. �

Sejam E como no Lema 3.3 e Ω′ ⊂⊂ Ω aberto, E ⊂⊂ Ω′. Aplicando o Lema 3.3 com Ω′

substituindo Ω obtemos, para cada ε > 0, um aberto O =
⋃
n In ⊂ Ω′ satisfazendo

O ⊂⊂ Ω, m(O) < m∗(E) + ε.

Assim podemos provar:

Corolário 3.2. Se E ⊂⊂ Ω então existe G ⊂⊂ Ω da forma G =
⋂
n Un, onde cada Un ⊂⊂ Ω

é aberto, tal que m∗(E) = m∗(G). Note que, em particular, G ∈M(Ω).

Demonstração. Pela observação precedente dado n ∈ N existe um aberto Un ⊂⊂ Ω tal
que E ⊂ Un e m∗(Un) ≤ m∗(E) + 1/n. Definindo então G como no enunciado teremos
m∗(E) ≤ m∗(G) ≤ m∗(E) + 1/n para todo n ∈ N, donde segue que m∗(E) = m∗(G). �

Por um cubo em RN entendemos um intervalo limitado da forma I1 × . . . × IN , onde
L(I1) = . . . = L(IN). Note que se I é um cubo em RN então

Vol(I) = diam(I)N/NN/2.

A noção de cubo juntamente com o Exerćıcio 2 permitem então demonstrar o seguinte
resultado:
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Lema 3.4. Se E ⊂⊂ Ω é tal que m∗(E) = 0 então m∗(f(E)) = 0.

Demonstração. Primeiramente tomamos U ⊂⊂ Ω aberto tal que E ⊂⊂ U . A seguir
escolhemos C > 0 tal que |f(x)− f(y)| ≤ C|x − y| é satisfeita para todos x, y ∈ U . Em
particular temos

(3.5) A ⊂ U =⇒ diamf(A) ≤ Cdiam(A).

Seja ε > 0. Pelo Exerćıcio 2 do Caṕıtulo 3 existe uma sequência de cubos compactos
In ⊂ U , n = 1, 2, . . ., tal que E ⊂

⋃
n In e

∑
n Vol(In) < ε.

Logo f(E) ⊂
⋃
n f(In) e portanto

m∗(f(E)) ≤
∞∑
n=1

m∗(f(In)) ≤
∞∑
n=1

diam(f(In))N ≤ CN

∞∑
n=1

diam(In)N ,

onde na terceira desigualdade usamos (3.5) e na segunda usamos o fato elementar que todo
conjunto limitado de RN está contido em um intervalo com arestas de comprimento igual
a seu diâmetro. Uma vez que diam(In)N = NN/2Vol(In) obtemos finalmente

m∗(f(E)) ≤ CNNN/2

∞∑
n=1

Vol(In) < CNNN/2ε,

o que demonstra o resultado. �

Corolário 3.3. Seja E ⊂⊂ Ω Lebesgue-mensurável. Então f(E) é Lebesgue-mensurável.

Demonstração. Pelo Corolário 3.2 existe G
.
=
⋂
n Un ⊃ E, com cada Un ⊂⊂ Ω aberto e

com m∗(E) = m∗(G). Como E é Lebesgue-mensurável temos

m(G) = m(E) + m(G \ E)

e portanto m(G \ E) = 0. Pelo Lema 3.4 temos m∗ (f(G \ E)) = 0 e portanto f(G \ E) ∈
M(f(Ω)). Como também f é um homeomorfismo temos f(G) =

⋂
n f(Un), onde cada f(Un)

também é aberto. Em particular f(G) ∈ M(f(Ω)) e portanto f(E) = f(G) \ f(G \ E) ∈
M(f(Ω)). �

Assim, para concluir a demonstração do Teorema de Mudança de Variável temos que
mostrar a validade de (TMV), o que será feito em vários passos.

Passo 1. Se (TMV) vale para C1-difeomorfismos f : Ω → f(Ω) e g : f(Ω) → g(f(Ω))
então (TMV) vale para g ◦ f : Ω→ (g ◦ f)(Ω).

De fato, se E ⊂⊂ Ω é Lebesgue-mensurável então, pelo Corolário 3.1,

(g ◦ f)(E) = g(f(E)) =

∫
f(E)

| det g′(y)|dm(y) =

∫
E

| det g′(f(x))| · | det f ′(x)|dm(x) =

=

∫
E

| det (g′(f(x)) ◦ f ′(x)) |dm(x) =

∫
E

| det (g ◦ f)′ (x)|dm(x).

Passo 2. Se (TMV) vale para E = I ⊂⊂ Ω, onde I é um intervalo arbitrário, então (TMV)
vale em geral.
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Pelo Teorema da Convergência Limitada, (TMV) vale para E =
⋃
n In ⊂⊂ Ω, onde In,

n = 1, 2, . . ., é uma sequência de intervalos. De fato, não é dif́ıcil mostrar que podemos
escrever E =

⋃
n In =

⋃
n Jn, onde agora Jn, n = 1, 2, . . ., é uma sequência de intervalos

dois a dois disjuntos, temos (cf. Proposição 1.9)

m

(
f

(
∞⋃
n=1

In

))
= m

(
f

(
∞⋃
n=1

Jn

))

= m

(
∞⋃
n=1

f (Jn)

)

=
∞∑
n=1

m(f(Jn))

=
∞∑
n=1

∫
Jn

| det f ′(x)| dm(x)

=

∫
⋃
n Jn

| det f ′(x)| dm(x)

=

∫
⋃
n In

| det f ′(x)| dm(x).

Seja então E ⊂⊂ Ω Lebesgue-mensurável. Como na demonstração do Corolário 3.2, para
cada k existe Uk ⊂⊂ Ω aberto tal que E ⊂ Uk e m(Uk\E) < 1/k. Além disso, cada Uk é igual
a uma reunião enumerável de intervalos abertos. Se definirmos Bk = U1 ∩ . . . ∩ Uk então
cada Bk também será uma reunião enumerável de intervalos abertos, donde conclúımos que

(a) B1 ⊃ B2 ⊃ . . . ⊃ E;
(b) (TMV) vale para cada Bk;
(c) m (Bk \ E) < 1/k.

Seja C
.
=
⋂
k Bk ∈M(Ω). Então E ⊂ C e m(C \E) = 0, uma vez que C \E ⊂ Bk \E

para todo k ∈ N. Pelo Lema 3.4

m(f(C)) = m(f(E)) + m(f(C \ E)) = m(f(E))

e portanto, novamente pela Proposição 1.9,

m (f (E)) = m (f (C))

= m

(
∞⋂
k=1

f(Bk)

)
= lim

k→∞
m (f (Bk))

= lim
k→∞

∫
Bk

| det f ′(x)|dm(x)

= lim
k→∞

[∫
E

| det f ′(x)|dm(x) +

∫
Bk\E

| det f ′(x)|dm(x)

]
.
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Agora se b
.
= supB1

| det f ′| então b <∞ e∣∣∣∣∫
Bk\E

| det f ′(x)|dm(x)

∣∣∣∣ ≤ bm(Bk \ E) ≤ b

k
−→ 0 k →∞,

e portanto (TMV) segue.

Passo 3. Se (TMV) vale para E = J ⊂⊂ Ω, onde J é um intervalo compacto qualquer,
então (TMV) vale em geral.

Seja I ⊂⊂ Ω um intervalo arbitrário e tomemos uma sequência de intervalos compactos
J1 ⊂ J2 ⊂ . . . I,

⋃
n Jn = I. Temos

m(f(I)) = m

(
f

(
∞⋃
n=1

Jn

))
= m

(
∞⋃
n=1

f(Jn)

)
= lim

n→∞
m(f(Jn))

= lim
n→∞

∫
Jn

| det f ′(x)| dm(x)

=

∫
I

| det f ′(x)| dm(x)

pelo Teorema da Convergência Limitada. Logo, pelo passo 3, (TMV) segue em geral. �

Passo 4. (TMV) é válida para A : RN → RN , A(x1, . . . , xN) = (xσ(1) . . . , xσ(N)), onde
σ ∈ SN .

De fato, se I = [a1, b1]× . . .× [aN , bN ] então A(I) = [aσ(1), bσ(1)]× . . .× [aσ(N), bσ(N)] e
detA é igual ao sinal de σ (detA = ±1).

Passo 5. (TMV) é válida para translações f(x) = x+ a.

De fato det f ′(x) = 1 para todo x ∈ RN e Vol(a+ I) = Vol(I) para todo intervalo I.

Passo 6. (TMV) é válida para C1-difeomorfismos f : Ω→ f(Ω) da forma

(3.6) f(x) = (x1, . . . , xj−1, h(x), xj+1, . . . , xN),

onde h : Ω→ R é de classe C1.

De fato, pelo passo 4 podemos assumir que f(x) = (x1, . . . , xN−1, h(x)) = (x′, h(x)).
Temos

det f ′(x) =
∂h

∂xN
(x) 6= 0 em Ω.

Seja I um intervalo compacto contido em Ω, I = I ′ × [aN , bN ]. Como I é conexo então ou
det f ′(x) > 0 em I ou det f ′(x) < 0 em I. Vamos assumir então que (∂h/∂xN) > 0 em I.
Notando que

f(I) = {(x′, xN) : x′ ∈ I ′, h(x′, aN) ≤ xN ≤ h(x′, bN)},
tomando J = I ′ × [m,M ], em que

m = min
x′∈I′

h(x′, aN), M = max
x′∈I′

h(x′, bN),
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obtemos ∫
I

| det f ′(x)|dm(x) =

∫
I

∂h

∂xN
(x) dm(x)

?
=

∫
I′

{∫ bN

aN

∂h

∂xN
(x′, xN)dxN

}
dx′

=

∫
I′

∫ h(x′,bN )

h(x′,aN )

dxn dx′

=

∫
J

χf(I)(x) dx

?
=

∫
J

χf(I)(x) dm(x) = m(f(I)),

onde em (?) usamos a igualdade entre a integral de Riemann e a integral de Lebesgue. �

Passo 7. Suponha que para cada x ∈ Ω existe Ux ⊂ Ω aberto, x ∈ Ux, tal que (TMV) vale
para f |Ux : Ux → f(Ux). Então (TMV) vale em geral.

Seja I ⊂⊂ Ω um intervalo compacto. Existe um recobrimento abertos {Uα} de I tal
que (TMV) vale para f |Uα : Uα → f(Uα), ∀α. Seja ε > 0 um número de Lebesgue da
cobertura {Uα ∩ I} do compacto I. Podemos decompor I =

⋃n
j=1 Ij em intervalos dois a

dois disjuntos com diam(Ij) < ε, j = 1, . . . , n. Como para todo j existe αj tal que Īj ⊂ Uαj
temos então

m (f(I)) =
n∑
j=1

m (f(Ij)) =
n∑
j=1

∫
Ij

| det f ′(x)| dm(x) =

∫
I

| det f ′(x)| dm(x).

Agora faremos uma pausa para apresentar um resultado sobre decomposição de aplica-
ções de classe C1. Daremos primeiramente uma definição.

Definição 3.1. (a) Uma aplicação A ∈ L(RN) é dita elementar se existem i, j ∈ {1, . . . , N}
tais que Aei = ej, Aej = ei e Aek = ek se k 6= i, j. Aqui {e1, . . . , eN} denota a base canônica
de RN .

(b) Uma aplicação f : Ω → RN de classe C1, definida em um aberto Ω de RN , é
chamada primitiva se existem h : Ω → R de classe C1 e j ∈ {1, . . . , N} tais que f se
escreve como em (3.6).

Temos então a seguinte proposição.

Proposição 3.1. Sejam Ω ⊂ RN aberto contendo a origem e F : Ω → RN de classe C1

com F (0) = 0 e F ′(0) ∈ GL(RN). Então em uma vizinhança da origem podemos escrever

(3.7) F (x) = A1 · · ·AN−1GN ◦ · · · ◦G1(x),

onde cada Aj é uma aplicação elementar, e cada Gj é uma aplicação primitiva definida em
uma vizinhança da origem e satisfazendo Gj(0) = 0, G′j(0) ∈ GL(RN).
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Demonstração. Escrevendo F (x) = (α1(x), . . . , αN(x)) temos

F ′(0)e1 =
N∑
j=1

∂αj
∂x1

(0)ej

Como F ′(0) é inverśıvel segue que F ′(0)e1 6= 0 e que portanto existe k ∈ {1, . . . , N} tal que

(3.8)
∂αk
∂x1

(0) 6= 0.

Seja A1 a transformação elementar dada por Ae1 = ek, Aek = e1, Aep = ep se p 6= 1, k e
defina

G1(x) = (αk(x), x2, . . . , xN).

Note que G1 é primitiva, que G1(0) = 0 e que G′1(0) é inverśıvel em virtude de (3.8).

Pelo Teorema da Função Inversa existe um aberto U1 ⊂ Ω contendo a origem tal que
G1|U1 é um difeomorfismo de classe C1 de U1 sobre G1(U1). Defina

F1(y) = A1F ◦G−1
1 (y), y ∈ G1(U1).

Note que F1 é de classe C1, que F1(0) = 0, que F ′1(0) ∈ GL(RN) pela regra da cadeia e
também que

(3.9) F (x) = A1F1 ◦G1(x).

Além disto é fácil ver que F1 é da forma

F1(y) = (y1, α1,2(y), . . . , α1,N(y)).

Novamente, como F ′1(0) ∈ GL(RN), conclúımos, como antes, que existe k ∈ {2, . . . , N}
tal que

(3.10)
∂α1,k

∂y2

(0) 6= 0.

Logo o processo pode ser repetido para F1 substituindo F . Obteremos agora uma decom-
posição da forma

(3.11) F1(y) = A2F2 ◦G2(y),

onde ainda A2 é uma tranformação elementar, G2 é uma aplicação primitiva com G2(0) = 0,
G′2(0) ∈ GL(RN) e que F2 é da forma

F2(z) = (z1, z2, α2,3(z), . . . , α2,N(z)),

para z = (z1, . . . , zn) em uma vizinhança da origem em RN . Note que (3.9) e (3.11)
fornecem

F (x) = A1A2F2 ◦G2 ◦G1(x).

Repetindo o procedimento N − 2 vezes mais, atingiremos o estágio em que FN é aplicação
identidade, o que conclui a demonstração da proposição. �
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Conclusão da demonstração de (TMV). Seja x0 ∈ Ω. Pelo passo 7, basta mostrar que
(TMV) vale em uma vizinhança de x0. Considerando o novo difeomorfismo de classe C1

dado por x 7→ f(x+x0)−f(x0), e levando em conta o passo 5, podemos assumir que x0 = 0
e que f(0) = 0. Pela Proposição 3.1, f pode ser escrita, em uma vizinhança da origem,
como uma composição de difeomorfismos de classe C1 em que, para cada um deles, vale
(TMV) (passos 4 e 6). Finalmente, pelo passo 1, obtemos nossa conclusão. �





CAPÍTULO 4

Campos e formas diferenciais

É um simples exerćıcio, usando a regra de L’Hopital, mostrar que a função γ : R→ R
definida por γ(x) = 0 se x ≤ 0, γ(x) = exp{−1/x} se x > 0, é infinitamente diferenciável
em R. Assim sendo a função ρ : RN → R definida por ρ(x) = 0 se |x| ≥ 1, ρ(x) = γ(1−|x|2)
se |x| < 1 é infinitamente diferenciável em RN . Para ε > 0 definimos, finalmente,

ρε(x) =
a

εN
ρ
(x
ε

)
,

onde

a
.
=

(∫
|x|≤1

ρ(x)dm(x)

)−1

.

Note as seguintes propriedades:

ρε(x) > 0 se |x| < ε, ρε(x) = 0 se |x| ≥ ε,

∫
|x|≤ε

ρε(x)dm(x) = 1.

Lema 4.1. Sejam K ⊂ RN compacto e U ⊂ RN aberto com K ⊂ U . Então existe uma
função g ∈ C∞(RN), 0 ≤ g ≤ 1, tal que g = 1 em uma vizinhança de K e g = 0 em RN \U .

Demonstração. Seja δ = dist(K,RN \ U)/4 e para η > 0 defina

Kη = {x ∈ RN : dist(x,K) ≤ η}.

Seja, também,

g(x) =

∫
K2δ

ρδ(x− y)dm(y) =

∫
x−K2δ

ρδ(z)dm(z).

A primeira igualdade mostra que g ∈ C∞(RN) (ver exerćıcio 13 do Caṕıtulo 1). É também
claro que 0 ≤ g ≤ 1. Note, agora, que se x ∈ Kδ então {z : |z| ≤ δ} ⊂ x−K2δ e portanto

g(x) =

∫
x−K2δ

ρδ(z)dm(z) =

∫
|z|≤δ

ρδ(z)dm(z) = 1, x ∈ Kδ.

Por outro lado se x 6∈ K3δ e se y ∈ K2δ então |x− y| ≥ δ e portanto

g(x) =

∫
K2δ

ρδ(x− y)dm(y) = 0, x 6∈ K3δ. �

Se Ω ⊂ RN é aberto, o espaço C∞(Ω) das funções infinitamente diferenciáveis sobre Ω e
a valores reais, com as operações de adição e produto ponto a ponto, é um anel comutativo
com unidade.

33
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Definição 4.1. Um campo vetorial sobre Ω é uma aplicação R-linear L : C∞(Ω)→ C∞(Ω)
satisfazendo a regra de Leibniz

L(f g) = f L(g) + g L(f), f, g ∈ C∞(Ω).

Denotamos por X(Ω) o conjunto de todos os campos vetoriais sobre Ω. Note que X(Ω)
tem a estrutura de um espaço vetorial sobre R. Mais que isto, se g ∈ C∞(Ω) e se L ∈ X(Ω)
então gL ∈ X(Ω), onde (gL)(f) = g L(f). Assim X(Ω) tem estrutura de C∞(Ω)-módulo.

Note que se L ∈ X(Ω) e se c ∈ R então L(c) = 0. De fato, basta mostrar que L(1) = 0
e isto segue de L(1) = L(1 · 1) = 2L(1).

Exemplo 4.1. As derivadas parciais ∂/∂xj são elementos de X(Ω), j = 1, . . . , N .

Exemplo 4.2. Se L,M ∈ X(Ω) então

[L,M ](f) = L(M(f))−M(L(f)), f ∈ C∞(Ω),

define um elemento [L,M ] ∈ X(Ω) denominado colchete de Lie ou comutador entre L e M .
Para mostrar que [L,M ] define um campo vetorial basta verificar a regra de Leibniz. Se
f, g ∈ C∞(Ω) temos

[L,M ](f g) = L(M(f g)−M(L(f g))

= L (fM(g) + gM(f))−M (fL(g) + gL(f))

= L(f)M(g) + fL(M(g)) + L(g)M(f) + gL(M(f))

−M(f)L(g)− fM(L(g))−M(g)L(f)− gM(L(f))

= f [L,M ](g) + g[L,M ](f).

Lema 4.2. Sejam L ∈ X(Ω), f ∈ C∞(Ω) e assuma que f = 0 em um aberto U ⊂ Ω. Então
L(f) = 0 em U .

Demonstração. Seja B ⊂⊂ U uma bola fechada e tomemos g ∈ C∞(Ω) com g = 1 em
B, g = 0 em Ω \U . Note que gf = 0. Temos então 0 = L(f g) = fL(g) + gL(f) e portanto
gL(f) = 0 em U . Como g = 1 em B segue que L(f) = 0 em B. Como B é arbitrária segue
que L(f) = 0 em U . �

Com o aux́ılio deste lema podemos demonstrar um resultado fundamental:

Teorema 4.1. Todo L ∈ X(Ω) se escreve, de modo único, na forma

(4.1) L =
N∑
j=1

aj(x)∂/∂xj, aj ∈ C∞(Ω), j = 1, . . . , N .

Assim X(Ω) é um C∞(Ω)-módulo livre de dimensão N e com base {∂/∂x1, . . . , ∂/∂xN}.

Demonstração. Vamos mostrar que (4.1) vale com a escolha aj = L(xj), j = 1, . . . , N ,
ou seja, fixado x0 ∈ Ω arbitrário mostraremos que

(4.2) L(f)(x0) =
N∑
j=1

aj(x0)
∂f

∂xj
(x0), f ∈ C∞(Ω).
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Tomemos uma bola aberta B ⊂⊂ Ω centrada em x0 e f ∈ C∞(Ω). Para x ∈ B formemos

λ(t) = f (x0 + t(x− x0)) .

Como

λ(1)− λ(0) =

∫ 1

0

λ′(t) dt

a regra da cadeia fornece

(4.3) f(x)− f(x0) =
N∑
j=1

hj(x) (xj − x0j) ,

onde hj ∈ C∞(B) são dadas por

hj(x) =

∫ 1

0

∂f

∂xj
(x0 + t(x− x0)) dt.

Tomamos, a seguir, ψ ∈ C∞(RN) se anulando no complementar de um subconjunto
compacto de B e com ψ = 1 em uma vizinhança aberta U de x0. Pelo Lema 4.2,
L(f)(x) = L(ψf)(x) para x ∈ U . Uma vez que a funções ψhj podem ser consideradas
como elementos de C∞(Ω), de (4.3) segue que, para x ∈ U ,

L(f)(x) = L(ψf)(x)

= L(ψf(x0))(x) +
N∑
j=1

L(ψhj)(x)(xj − x0j) +
N∑
j=1

(ψhj)(x)L(xj − xj0)(x)

= f(x0)L(ψ)(x)︸ ︷︷ ︸
=0

+
N∑
j=1

L(ψhj)(x)(xj − x0j) +
N∑
j=1

aj(x)(ψhj)(x) .

Fazendo x = x0, e observando ψ(x0) = 1 e que hj(x0) = (∂f/∂xj)(x0), obtemos (4.2).
�

Formas diferenciais

Para cada k = 0, 1, . . . vamos definir, nesta seção, o espaço das formas diferenciais de
grau k (infinitamente diferenciáveis) sobre Ω ou, mais simplesmente k-formas sobre Ω. Tais
espaços serão denotados por Fk(Ω), k = 0, 1, . . .

Definição 4.2. (a) Uma 0-forma sobre Ω é uma função infinitamente diferenciável sobre
Ω e a valores reais. Assim F0(Ω) = C∞(Ω);

(b) Uma 1-forma sobre Ω é uma aplicação ω : X(Ω)→ C∞(Ω) satisfazendo as seguintes
propriedades:

ω(L1 + L2) = ω(L1) + ω(L2), L1, L2 ∈ X(Ω);

ω(f L) = fω(L), L ∈ X(Ω), f ∈ C∞(Ω).
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Assim o espaço F1(Ω) das 1-formas sobre Ω nada mais é que o dual do C∞(Ω)-módulo
X(Ω). Em particular F1(Ω) tem estrutura de espaço vetorial sobre R e também de C∞(Ω)-
módulo, onde o produto de um elemento ω ∈ F1(Ω) por um elemento f ∈ C∞(Ω) é dado
pela relação

(fω)(L) = f ω(L), L ∈ X(Ω).

Definição 4.3. Se f ∈ C∞(Ω) definimos o diferencial de f como sendo a 1-forma df sobre
Ω definida por

df(L) = L(f), L ∈ X(Ω).

Exemplo 4.3. Para cada j = 1, . . . , N temos

dxj(L) = L(xj), L ∈ X(Ω).

Em particular

(4.4) dxi

(
∂

∂xj

)
= δij , i, j = 1, . . . , N

Podemos agora obter a representação de qualquer 1-forma sobre Ω.

Teorema 4.2. Toda ω ∈ F1(Ω) se escreve na forma

(4.5) ω =
N∑
k=1

bk(x)dxk,

onde bk = ω (∂/∂xk). Assim, {dx1, . . . , dxN} é dual da base {∂/∂x1, . . . , ∂/∂xN}.

Demonstração. Seja L ∈ X(Ω) dado na forma (4.1). Então

ω(L) = ω

(
N∑
j=1

aj
∂

∂xj

)

=
N∑
j=1

ajbj

=
N∑
j=1

N∑
k=1

ajbk dxk

(
∂

∂xj

)

=

(
N∑
k=1

bk dxk

)(
N∑
j=1

aj
∂

∂xj

)

=

(
N∑
k=1

bk dxk

)
(L). �

Corolário 4.1. Se f ∈ C∞(Ω) então

(4.6) df =
N∑
k=1

∂f

∂xk
dxk .
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Demonstração. (4.6) segue de (4.5) e do fato que

df

(
∂

∂xk

)
=

∂f

∂xk
. �

Definição 4.4. Uma k-forma sobre Ω (isto é, um elemento de Fk(Ω)) é uma aplicação

ω : X(Ω)× . . .× X(Ω)︸ ︷︷ ︸
k fatores

−→ C∞(Ω)

que satisfaz as seguintes propriedades:

(a) ω é C∞(Ω)-multilinear, isto é, para cada j ∈ {1, . . . , N}, e fixados L1, . . . , Lj−1,
Lj+1, . . . , LN ∈ X(Ω), a aplicação

L 7→ ω (L1, . . . , Lj−1, L, Lj+1, . . . , LN)

define uma 1-forma sobre Ω.

(b) ω é alternada, isto é, se L1, . . . , LN ∈ X(Ω) e se 1 ≤ i < j ≤ N então

ω(L1, . . . , Li, . . . , Lj, . . . , LN) = −ω(L1, . . . , Lj, . . . , Li, . . . , LN).

Note que, também, os espaços Fk(Ω) têm a estrutura de C∞(Ω)-módulo.

Em virtude de (a) uma k-forma ω fica determinada pelas funções

ω

(
∂

∂xj1
, . . . ,

∂

∂xjk

)
∈ C∞(Ω), j1, . . . , jk ∈ {1, . . . , N}.

Além disto, levando em conta agora também a propriedade (b), segue que a k-forma ω fica
determinada pelas funções

ω

(
∂

∂xj1
, . . . ,

∂

∂xjk

)
∈ C∞(Ω), 1 ≤ j1 < . . . < jk ≤ N.

Em particular segue que Fk(Ω) = 0 se k > N .

Para simplificar um pouco a notação é interessante recorrer a uma nomenclatura conve-
niente: por um multi-́ındice ordenado de comprimento k entendemos uma sequência finita
da forma J = {j1, . . . , jk}, com 1 ≤ j1 < . . . < jk ≤ N . Escreveremos também |J | = k.

Se ω é uma k-forma sobre Ω, e se J é um multi-́ındice ordenado com |J | = k, vamos
escrever

(4.7) ωJ
.
= ω

(
∂

∂xj1
, . . . ,

∂

∂xjk

)
∈ C∞(Ω), J = {j1, . . . , jk}.

Se também definirmos, para cada multi-́ındice ordenado J com |J | = k, a k-forma dxJ
pela regra

(4.8) dxJ

(
∂

∂xi1
, . . . ,

∂

∂xik

)
= δIJ , I = {i1, . . . , ik} multi-́ındice ordenado,

então vemos que toda k-forma ω pode ser representada na forma

(4.9) ω =
∑′

|J |=k
ωJ dxJ ,
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onde a notação
∑′ indica que a soma se dá somente sobre os multi-́ındices ordenados de

comprimento k. A representação (4.9) denomina-se representação canônica da k-forma ω e
permite que interpretemos, de um modo mais informal, os espaços Fk(Ω) como o conjunto de
todas as somas do tipo (4.9) munido das seguintes operações: se ω, θ ∈ Fk(Ω), f ∈ C∞(Ω),

ω =
∑′

|J |=k
ωJ dxJ , θ =

∑′

|J |=k
θJ dxJ ,

então

ω + θ =
∑′

|J |=k
(ωJ + θJ) dxJ , fω =

∑′

|J |=k
(fωJ) dxJ .

Em particular vemos que Fk(Ω) é um C∞(Ω)-módulo livre com

dimFk(Ω) =

(
N
k

)
,

uma vez que este é o número de multi-́ındices ordenados de comprimento k formado por
elementos de {1, . . . , N}.

Produto exterior

Nesta seção vamos introduzir uma operação C∞(Ω)-bilinear

Fp(Ω)× Fq(Ω) −→ Fp+q(Ω), (α, β) 7→ α ∧ β,

denominada de produto exterior entre as formas α e β. Para tal faremos uso da repre-
sentação canônica introduzida acima, e portanto será suficiente definir dxI ∧ dxJ , onde
I (resp. J) é um multi-́ındice ordenado de comprimento p (resp. q). Assim, se I =
{i1, . . . , ip}, J = {j1, . . . , jq}, com i1 < . . . < ip, j1 < . . . < jq, poremos

(4.10) dxI ∧ dxJ =

{
(−1)ηdx[I,J ] se I ∩ J = ∅;
0 se I ∩ J 6= ∅.

onde [I, J ] é o multi-́ındice ordenado de comprimento p + q formado pelos elementos da
reunião I ∪ J e η é o número de diferenças jr − is que são < 0.

Se tomarmos então α ∈ Fp(Ω), β ∈ Fq(Ω), com representações canônicas

α =
∑′

|I|=p
αI dxI , β =

∑′

|J |=q
βJ dxJ ,

definimos

α ∧ β .
=
∑′

|I|=p

∑′

|J |=q
(αI βJ) dxI ∧ dxJ .

Note que, em particular, se f ∈ C∞(Ω) = F0(Ω) e se ω ∈ Fp(Ω) então

f ∧ ω = fω.
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Proposição 4.1. Se ω1, ω2, α ∈ Fp(Ω), β ∈ Fq(Ω), γ ∈ Fr(Ω) e f ∈ C∞(Ω) então

(ω1 + ω2) ∧ β = ω1 ∧ β + ω2 ∧ β;(P1)

(fα) ∧ β = α ∧ (fβ) = f (α ∧ β) ;(P2)

α ∧ β = (−1)pqβ ∧ α;(P3)

(α ∧ β) ∧ γ = α ∧ (β ∧ γ) .(P4)

Demonstração. As propriedades (P1) e (P2) são de fácil verificação. Para (P3) e (P4)
basta verificar que se I, J e K são multi-́ındices ordenados de comprimento p, q e r
respectivamente então

dxI ∧ dxJ = (−1)pqdxJ ∧ dxI , (dxI ∧ dxJ) ∧ dxK = dxI ∧ (dxJ ∧ dxK) ,

(cf. Exerćıcio 3 do Caṕıtulo 4). �

Lema 4.3. Se J = {j1, . . . , jk} é um multi-́ındice ordenado de comprimento k, 1 ≤ j1 <
. . . < jk ≤ N , então

(4.11) dxJ = dxj1 ∧ . . . ∧ dxjk .

Demonstração. Usamos indução sobre k. Para k = 1 o resultado é óbvio. Suponhamos
então que (4.11) seja válida para multi-́ındices ordenados de comprimento k − 1. Dado
então J de comprimento k como no enunciado escrevemos J = J ′ ∪ {jk}, onde J ′ é então
um multi-́ındice ordenado de comprimento k − 1. Usando a associatividade do produto
exterior e a hipótese de indução segue então que

dxj1 ∧ . . . ∧ dxjk =
(
dxj1 ∧ . . . ∧ dxjk−1

)
∧ dxjk

= dxJ ′ ∧ dxjk
= dxJ ,

onde na última igualdade usamos (4.10), notando que η = 0 neste caso. �

Exemplo 4.4. Toda ω ∈ FN(Ω) se escreve na forma

ω = f dx1 ∧ . . . ∧ dxN , f ∈ C∞(Ω).

Em certos cálculos o seguinte resultado será útil. Nele usaremos a seguinte notação: se
i1, i2 . . . , ik ∈ {1, 2, . . . , N} poremos

ε[i1, . . . , ik] =
∏
p<q

sgn(iq − ip),

onde

sgn(t) =


−1 se t < 0

0 se t = 0

1 se t > 0

denota a chamada função sinal.
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Lema 4.4. Sejam θ1, . . . , θN ∈ F1(Ω). Se i1, i2 . . . , ik ∈ {1, 2, . . . , N} então

θi1 ∧ . . . ∧ θik = ε[i1, . . . , ik]θj1 ∧ . . . ∧ θjk ,
onde {i1, . . . , ik} = {j1, . . . , jk} e j1 ≤ . . . ≤ jk.

Demonstração. Podemos assumir que os ı́ndices i1, . . . ik são todos distintos. A de-
monstração se dará, novamente, por indução sobre k. O caso k = 1 é trivial e portanto
assumimos que o lema seja válido para k − 1. Notando primeiramente que

ε[i1, . . . , ik] = ±ε[i1, . . . , ik−1],

onde o sinal + (resp. −) ocorre se o número de ı́ndices ij, 1 ≤ j ≤ k − 1, que são maiores
que ik é par (resp. ı́mpar) a hipótese de indução fornece

θi1 ∧ . . . ∧ θik =
(
θi1 ∧ . . . ∧ θik−1

)
∧ θik

= ε[i1, . . . , ik−1]
(
θj1 ∧ . . . ∧ θjk−1

)
∧ θik ,

onde {i1, . . . , ik−1} = {j1, . . . , jk−1} e j1 < . . . < jk−1. Destas considerações o resultado
segue imediatamente. �

Lema 4.5. Sejam Ω ⊂ RN aberto e F1, . . . , FN ∈ C∞(Ω). Então

(4.12) dF1 ∧ . . . ∧ dFN =
∂(F1, . . . , FN)

∂(x1, . . . , xN)
dx1 ∧ . . . ∧ dxN .

Demonstração. Temos1

dF1 ∧ . . . ∧ dFN =
∑

j1,j2,...,jN

∂F1

∂xj1

∂F2

∂xj2
· · · ∂FN

∂xjN
dxj1 ∧ dxj2 ∧ . . . ∧ dxjN

=

( ∑
j1,j2,...,jN

ε[j1, . . . , jN ]
∂F1

∂xj1

∂F2

∂xj2
· · · ∂FN

∂xjN

)
dx1 ∧ dx2 ∧ . . . ∧ dxN

=
∂(F1, . . . , FN)

∂(x1, . . . , xN)
dx1 ∧ . . . ∧ dxN . �

A derivada exterior

Lembremos a definição da aplicação R-linear

d : F0(Ω)→ F1(Ω), f 7→ df.

Note ainda que a regra de Leibniz fornece

(4.13) d(fg) = fdg + gdf = f ∧ dg + df ∧ g.

1Recorde que se A = (ai,j)1≤i,j≤N é uma matriz quadrada N ×N então

detA =
∑

i1,i2,...,iN

ε[i1, . . . , iN ] a1,i1a2,i2 · · · aN,iN .
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Nosso objetivo agora é estender esta definição para formas de grau arbitrário. Se ω ∈
Fk(Ω) tem representação canônica

ω =
∑′

|J |=k
ωJ dxJ

definimos

(4.14) dω =
∑′

|J |=k
(dωJ) ∧ dxJ =

∑′

|J |=k

N∑
j=1

∂ωJ
∂xj

dxj ∧ dxj1 ∧ . . . ∧ dxjk .

Note então que, para cada k = 0, 1, . . . , N − 1, d define um operador R-linear

d : Fk(Ω) −→ Fk+1(Ω).

Exemplo 4.5. Tomemos ω ∈ F1(Ω), onde Ω é um subconjunto aberto de R3. Escrevendo

ω = ω1dx1 + ω2dx2 + ω3dx3

temos

dω =

(
∂ω2

∂x1

− ∂ω1

∂x2

)
dx1 ∧ dx2 +

(
∂ω3

∂x1

− ∂ω1

∂x3

)
dx1 ∧ dx3 +

(
∂ω3

∂x2

− ∂ω2

∂x3

)
dx2 ∧ dx3 .

Proposição 4.2. Sejam α ∈ Fp(Ω), β ∈ Fq(Ω). Então

d(α ∧ β) = dα ∧ β + (−1)pα ∧ dβ;(P5)

d(dα) = 0.(P6)

Demonstração. Para (P5) podemos assumir que α = fdxI , β = gdxJ onde f, g ∈ C∞(Ω)
e I = {i1, . . . , ip}, J = {j1, . . . , jq} são multi-́ındice ordenados e disjuntos de comprimento
p e q respectivamente. Temos

α ∧ β = (−1)η(fg)dx[I,J ] ,

onde η é o número de diferenças jr − is que são negativas, e portanto

d (α ∧ β) = (−1)ηg df ∧ dx[I,J ] + (−1)ηf dg ∧ dx[I,J ]

= (df ∧ dxI) ∧ (gdxJ) + f (dg ∧ dxI) ∧ dxJ
?
= (df ∧ dxI) ∧ (gdxJ) + (−1)pf (dxI ∧ dg) ∧ dxJ

= (df ∧ dxI) ∧ (gdxJ) + (−1)p (fdxI) ∧ (dg ∧ dxJ)

= dα ∧ β + (−1)pα ∧ dβ ,

onde na igualdade (?) usamos a propriedade (P3).

Para demonstramos (P6) primeiramente observamos que se f ∈ C∞(Ω) então

d(df) =
N∑
j=1

N∑
k=1

∂2f

∂xk∂xj
dxk ∧ dxj

=

{∑
j<k

+
∑
j>k

}(
∂2f

∂xk∂xj
dxk ∧ dxj

)
= 0
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uma vez que ∂2f/∂xj∂xk = ∂2f/∂xk∂xj e dxj ∧ dxk = −dxk ∧ dxj quaisquer que sejam j
e k.

Agora, se α = f dxI , onde I é um multi-́ındice ordenado de comprimento p, então
dα = df ∧ dxI e portanto, por (P5),

d(dα) = [d (df)] ∧ dxI + (−1)0f ∧ d (dxI) = 0

pois d(dxI) = d(1dxI) = d1 ∧ dxI = 0.

A demonstração da Proposição 4.2 está completa. �

Encerramos este parágrafo com uma importante definição.

Definição 4.5. Uma k-forma ω ∈ Fk(Ω) é fechada se dω = 0. Dizemos também que
ω ∈ Fk(Ω) é exata se k ≥ 1 e se existir α ∈ Fk−1(Ω) tal que dα = ω.

Note que (P6) implica que toda forma exata é fechada. A rećıproca, em geral, não é
verdadeira e o estudo desta propriedade será um dos objetivos do Caṕıtulo 5 e do Apêndice.

Pullback

Sejam Ω ⊂ RN , U ⊂ RM conjuntos abertos e seja também F : Ω → U uma aplicação
de classe C∞. Vamos escrever y = F (x) ∈ U , onde F (x) = (F1(x), . . . , FM(x)), x ∈ Ω.

A aplicação “pullback” estende, para formas diferenciais de grau arbitrário, a aplicação
R-linear de composição

C∞(U) −→ C∞(Ω), g 7→ gF
.
= g ◦ F.

Seja então ω ∈ Fp(U) com expressão canônica

ω =
∑′

|I|=p
ωI dyi1 ∧ . . . ∧ dyip .

Definimos o “pullback” de ω pela aplicação F como sendo o elemento de Fp(Ω) dado
por

(4.15) ωF
.
=
∑′

|I|=p
(ωI ◦ F ) dFi1 ∧ . . . ∧ dFip

Note que

Fp(U) 3 ω 7→ (ω)F ∈ Fp(Ω)

é uma aplicação R-linear.

Lema 4.6. Sejam Ω ⊂ RN , U ⊂ RM conjuntos abertos e F : Ω → U de classe C∞. Se
i1, . . . , ik ∈ {1, . . . , N} então

(4.16) (dyi1 ∧ . . . ∧ dyik)F = dFi1 ∧ . . . ∧ dFik .

Demonstração. Segue da definição de “pullback” em conjunto com o Lema 4.4. �

A próxima proposição fornece as propriedades fundamentais do “pullback”:
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Proposição 4.3. Sejam Ω ⊂ RN , U ⊂ RM conjuntos abertos e F : Ω→ U uma aplicação
de classe C∞. Sejam, também, α ∈ Fp(U), β ∈ Fq(U). Então

(α ∧ β)F = αF ∧ βF ;(P7)

d(αF ) = (dα)F .(P8)

Demonstração. Para (P7) podemos assumir que α = dyI , β = dyJ onde I e J são multi-
ı́ndices de comprimento p e q respectivamente. Escrevendo I = {i1, . . . , ip}, J = {j1, . . . , jq}
temos, por (4.16),

(dyI ∧ dyJ)F =
(
dyi1 ∧ . . . dyip ∧ dyj1 ∧ . . . dyjq

)
F

= dFi1 ∧ . . . dFip ∧ dFj1 ∧ . . . dFjq
=
(
dFi1 ∧ . . . dFip

)
∧
(
dFj1 ∧ . . . dFjp

)
= (dyI)F ∧ (dyJ)F .

Passamos agora à demonstração de (P8). Suponhamos, primeiramente, que α ∈ F0(U),
isto é, que α = g ∈ C∞(U). Pela regra da cadeia

d[gF ] =
N∑
j=1

∂(g ◦ F )

∂xj
dxj

=
N∑
j=1

M∑
k=1

(
∂g

∂yk

)
F

∂Fk
∂xj

dxk

=
M∑
k=1

(
∂g

∂yk

)
F

dFk

= (dg)F .

Para demonstrar (P8) no caso geral podemos assumir, sem perda de generalidade, que
α = gdyI , onde g ∈ C∞(U) e I = {i1, . . . , ip} é um multi-́ındice ordenado de comprimento
p. Uma vez que

d [(dyI)F ] = d
[
dFi1 ∧ . . . ∧ dFip

]
= 0

obtemos, por (P5),

dαF = d [gF (dyI)F ]

= d(gF ) ∧ (dyI)F

= (dg)F ∧ (dyI)F
?
= (dg ∧ dyI)F
= (dα)F ,

onde, na igualdade (?), usamos (P7). �

Veremos agora como a operação de “pullback” se comporta com relação a composições.
Fixaremos então uma aplicação F como antes e tomaremos G : U → V de classe C∞,
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onde agora V é um subconjunto aberto de RQ. Escreveremos z = G(y), y ∈ U , e G =
(G1, . . . , GQ).

Proposição 4.4. Se ω ∈ Fk(V ) então

(P9) (ωG)F = (ω)G◦F .

Demonstração. Escrevendo

α =
∑′

|I|=k
αIdzi1 ∧ . . . ∧ dzik

temos, por (P7),

(αG)F =
∑′

|I|=k
((αI)G)F ((dzi1)G)F ∧ . . . ∧ ((dzik)G)F

e

(α)G◦F =
∑′

|I|=k
(αI)G◦F (dzi1)G◦F ∧ . . . ∧ (dzik)G◦F .

Uma vez que ((αI)G)F = (αI ◦G) ◦F = αI ◦ (G ◦F ) = (αI)G◦F , vemos imediatamente que
(P9) ficará demonstrada se verificarmos sua validade para α = df , com f ∈ C∞(V ). Mas,
por (P8),

(df)G◦F = d(f ◦ (G ◦ F )) = d((f ◦G) ◦ F ) = [d(f ◦G)]F = [(df)G]F .

�

Corolário 4.2. Se F : Ω → U é um difeomorfismo entre subconjuntos abertos Ω e U de
RN então a aplicação “pullback” ω 7→ ωF induz isomorfismos de R-espaços vetoriais entre
Fk(U) e Fk(Ω), k = 0, 1, . . . , N .

Concluiremos este caṕıtulo apresentando uma demonstração do importante Lema de
Poincaré. Sua demonstração evidenciará uma das muitas importantes aplicações do ope-
rador de “pullback”.

Antes, porém, uma definição: um subconjunto D de RN é estrelado se existir x0 ∈ D
satisfazendo a seguinte propriedade: se x ∈ D e se t ∈ [0, 1] então x0 + t(x−x0) ∈ D. Todo
conjunto convexo é estrelado; na realidade é fácil ver que D é estrelado se, e só se, D se
escreve como a reunião de uma famı́lia de conjuntos convexos com intersecção não vazia.

Teorema (Lema de Poincaré). Se Ω é um subconjunto aberto e estrelado de RN e se k ≥ 1
então toda k-forma fechada em Ω é exata.

Demonstração. Seja ω ∈ Fk(Ω), com representação canônica

ω =
∑′

|I|=k
ωI dxI ,

e suponhamos que dω = 0. Precisamos mostrar a existência de α ∈ Fk−1(Ω) tal que dα = ω.
Procederemos do seguinte modo: fixemos x0 ∈ Ω tal que x0 + t(x−x0) ∈ Ω para todo para
(t, x) ∈ [0, 1]× Ω e definamos F : [0, 1]× Ω→ Ω pela regra

F (t, x) = x0 + t(x− x0).
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Podemos escrever

(ω)F =
∑′

|I|=k
βI(t, x) dxI +

∑′

|J |=k−1
γJ(t, x) dt ∧ dxJ .

Afirmamos que

α =
∑′

|J |=k−1

{∫ 1

0

γJ(t, x) dt

}
dxJ

satisfaz a propriedade desejada.

De fato, observando que d[(ω)F ] = (dω)F = 0 obtemos

0 =
∑′

|I|=k

N∑
i=1

∂βI
∂xi

dxi ∧ dxI + dt ∧

{
−
∑′

|J |=k−1

N∑
j=1

∂γJ
∂xj

dxj ∧ dxJ +
∑′

|I|=k

∂βI
∂t

dxI

}
.

Como o termo entre chaves deve ser identicamente zero, integrando os coeficientes para
t ∈ [0, 1] obtemos

dα =
∑′

|I|=k
(βI(1, x)− βI(0, x)) dxI .

Para concluir a demostração basta verificar que ωJ(x) = βJ(1, x) − βJ(0, x). Para tal
observemos primeiramente que a transformação F se escreve como F = (F1, . . . , FN), onde
Fj(t, x) = x0j + t(xj − x0j), (aqui x0 = (x01, . . . , x0N)). Como se vê facilmente que

dFj = (xj − x0j)dt+ tdxj j = 1, . . . , N,

obtemos

βJ(x, t) = tkωJ (x0 + t(x− x0)) ,

e nossa afirmação segue.

A demonstração está completa. �

Uma observação sobre a invariância

Apesar de termos introduzido a noção de forma diferencial de modo intŕınseco [cf.
definições 4.2 e 4.4] não adotamos a mesma estratégia quando das definições do produto
exterior e da derivada exterior. Tais operações foram definidas sobre as representações
“standard” das formas envolvidas, e portanto dependentes das coordenadas (x1, . . . , xN)
pré-fixadas. Entretanto, a proposição 4.3 mostra que as operações de produto e derivada
exterior são invariantes por difeomorfismos e portanto tem, também, significado intŕınseco.

Apêndice - Módulos sobre anéis comutativos

Seja R um anel comutativo com unidade. Exemplos importantes são Z (o anel dos
inteiros), R, R[X] (anel dos polinômios com coeficientes reais) e C∞(Ω), onde Ω é um
subconjunto aberto de RN . Por um R-módulo entendemos um grupo abeliano (M,+) em
conjunto com uma aplicação

R×M −→M, (r, x) 7→ r · x
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satisfazendo as seguintes propriedades:

r · (x+ y) = r · x+ r · y(1.)

(r + s) · x = r · x+ s · x(2.)

(rs) · x = r · (s · x)(3.)

1 · x = x(4.)

para x, y ∈M , r, s, 1 ∈ R.

Aqui estão alguns exemplos:

(a) Todo grupo abeliano (G,+) é naturalmente um Z-módulo, com operações definidas
por

m · x = x+ x+ . . .+ x︸ ︷︷ ︸
m

se m > 0, m · x = −[(−m) · x] se m < 0.

(b) Todo espaço vetorial sobre R é um R-módulo.

(c) X(Ω) é um C∞(Ω)-módulo.

(d) Se R é um anel comutativo então Rn .
= R× . . .×R (n fatores) tem uma estrutura

natural de R-módulo, onde as operações são assim definidas: se (x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn) ∈
Rn e se r ∈ R então

(x1, . . . , xn) + (y1, . . . , yn) = (x1 + y1, . . . , xn + yn),

r · (x1, . . . , xn) = (rx1, . . . , rxn).

(e) Seja V um espaço vetorial sobre R e fixemos T ∈ L(V ). Então T define sobre (V,+)
uma estrutura de R[X]-módulo pela regra

p(X) · v = p(T )v, p ∈ R[X], v ∈ V.

Sejam M e N R-módulos. Denotaremos por HomR(M,N) o conjunto dos homomorfis-
mos de R-módulos de M em N , isto é, o conjunto de todas as aplicações f : M → N que
satisfazem

f(x+ y) = f(x) + f(y), x, y ∈M ;

f(r · x) = r · f(x), x ∈M, r ∈ R.

Note que, com as operações naturais, HomR(M,N) tem estrutura de R-módulo.

Definição 4.6. Dizemos que os R-módulos M e N são isomorfos se existe f ∈ HomR(M,N)
bijetora.

Definição 4.7. Seja A um subconjunto de um R-módulo M . Dizemos que A é uma base
para M se cada x ∈M se escreve de modo único na forma

x = ri1xi1 + . . .+ rinxin ,

onde xi1 , . . . , xin ∈ A, ri1 . . . , rin ∈ R. Um R-módulo M é livre se M tem uma base.

Se um R-módulo M é livre e com base finita então M é isomorfo a Rn para algum
n ≥ 0. O valor de n é unicamente determinado e é denominado dimensão do R-módulo M .
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Exemplo 4.6. Diferentemente do que ocorre no caso de espaços vetoriais, nem todo R-
módulo é livre. Por exemplo, qualquer grupo abeliano finito é um Z-módulo que não é
livre. Exemplo de um tal grupo é Zm, o grupo dos inteiros módulo m. Note que o conjunto
{1} gera o Z-módulo Zm (no sentido que todo elemento de Zm é um múltiplo de 1), mas
que k · 1 = 0 se k ∈ Z é um múltiplo de m (e portanto {1} não é base de Zm).

Finalmente observamos o seguinte fato, cuja demonstração é análoga à do caso envol-
vendo espaços vetoriais. Seja M um R-módulo livre e de dimensão n. Então o mesmo
é verdade para HomR(M,R). Mais precisamente, se {e1, . . . , en} é uma base de M e se
definirmos e∗j ∈ HomR(M,R) pela regra e∗j(ek) = δjk então {e∗1, . . . , e∗n} é uma base de
HomR(M,R), denominada a base dual de {e1, . . . , en}.





CAPÍTULO 5

Integração de formas diferenciais e o Teorema de Stokes

Neste caṕıtulo apresentaremos a teoria de integração de formas diferenciais e demons-
traremos o teorema de Stokes.

Inicialmente definimos a integral de uma N -forma. Para tal sejam então Ω ⊂ RN aberto
e ω ∈ FN(Ω). Se E ⊂⊂ Ω é Lebesgue-mensurável definimos∫

E

ω
.
=

∫
E

f(x) dm(x),

onde f ∈ C∞(Ω) é tal que ω = fdx1 ∧ . . . ∧ dxN .

Esta definição é invariante por difeomorfismos ”positivos”, no seguinte sentido:

Proposição 5.1. Sejam Ω e Ω′ abertos de RN e G : Ω → Ω′ um difeomorfismo de classe
C∞. Escreva y = G(x) e suponha que detG′(x) > 0 para todo x ∈ Ω. Então se ω ∈ FN(Ω′)
e se E ⊂⊂ Ω′ é Lebesgue-mensurável vale∫

E

ω =

∫
G−1(E)

ωG .

Demonstração. Se ω = f(y)dy1 ∧ . . . ∧ dyN temos, pelo Lema 4.5,

ωG = f(G(x)) detG′(x) dx1 ∧ · · · ∧ dxN

e portanto ∫
G−1(E)

ωG =

∫
G−1(E)

f(G(x)) detG′(x) dm(x) =

∫
E

f(y) dm(y)

em virtude do teorema de mudança de variáveis, já que detG′(x) = | detG′(x)| para todo
x ∈ Ω. �

Para estender este conceito a formas de grau arbitrário necessitamos introduzir alguns
novos conceitos.

Se k ≥ 1 definimos o k-simplexo “standard” como sendo o conjunto

Qk = {x = (x1, . . . , xk) ∈ Rk : x1 ≥ 0, . . . , xk ≥ 0, x1 + . . .+ xk ≤ 1}.

É conveniente estender esta definição ao caso k = 0 colocando Q0 = {0}.
Definição 5.1. Seja Ω um subconjunto aberto de RN . Uma k-superf́ıcie em Ω (k ≥ 1) é
uma aplicação Φ : Bk → Ω de classe C∞, onde Bk é ou o k-simplexo “standard” Qk ou um
intervalo compacto em Rk de volume > 0.

49
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Aqui também é interessante estender este conceito ao caso k = 0: uma 0-superf́ıcie é
uma aplicação Φ : {0} → Ω; assim, 0-superf́ıcies se identificam com pontos de Ω.

A Definição 5.1 requer um comentário importante: dizer que a aplicação Φ é de classe
C∞ significa na realidade dizer que Φ está definida e é de classe C∞ em um aberto de Rk

que contém Bk.

Definição 5.2. Sejam Ω um subconjunto aberto de RN , k ≥ 1 e ω ∈ Fk(Ω) uma k-forma
sobre Ω. Se Φ : Bk → Ω é uma k-superf́ıcie em Ω então a integral de ω sobre Φ é definida
por

(5.1)

∫
Φ

ω
.
=

∫
Bk

(ω)Φ .

Note que o “pullback” de ω por Φ é uma k-forma em um aberto de Rk que contém Bk

e portanto o lado direito de (5.1) está bem definido.

Novamente é importante estender este conceito ao caso k = 0. Se f ∈ F0(Ω) = C∞(Ω)
e se Φ : {0} → Ω é uma 0-superf́ıcie colocamos∫

Φ

f
.
= f (Φ(0)) .

Vamos agora calcular
∫

Φ
ω explicitamente. Para tal escrevamos ω na forma

ω =
∑′

|I|=k
ωI dxI =

∑′

|I|=k
ωIdxi1 ∧ . . . ∧ dxik .

Se Φ(t) = (Φ1(t), . . . ΦN(t)), com t = (t1, . . . , tk), então, pelo Lema 4.6 do Caṕıtulo 4,

(ω)Φ =
∑′

|I|=k
ωI(Φ(t)) dΦi1(t) ∧ . . . ∧ dΦik(t)

=
∑′

|I|=k
ωI(Φ(t))

∂ (Φi1 , . . . ,Φik)

∂(t1, . . . , tk)
(t) dt1 ∧ . . . ∧ dtk

e portanto ∫
Φ

ω =

∫
Bk

{∑′

|I|=k
ωI(Φ(t))

∂ (Φi1 , . . . ,Φik)

∂(t1, . . . , tk)
(t)

}
dm(t).

Note que neste caso a integral de Lebesgue pode ser substitúıda pela integral de Rie-
mann, o que faremos a partir de agora.

Daremos agora alguns exemplos.

Exemplo 5.1. Suponha k = 1, seja ω ∈ F1(Ω) e γ : [a, b] → Ω uma 1-superf́ıcie em Ω
(também chamada de “curva parametrizada” em Ω). Se

ω =
N∑
j=1

ωj(x) dxj
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e se γ = (γ1(t), . . . , γN(t)) então∫
γ

ω =

∫ b

a

{
N∑
j=1

ωj(γ(t))γ′j(t)

}
dt.

Note que se, em particular, ω = df , com f ∈ C∞(Ω), então

(5.2)

∫
γ

df =

∫ b

a

{
N∑
j=1

∂f

∂tj
(γ(t))γ′j(t)

}
dt =

∫ b

a

(f ◦ γ)′(t)dt = f(γ(b))− f(γ(a)).

De (5.2) obtemos uma simples condição necessária para que uma 1-forma seja exata:

• se Ω é um aberto de RN e se ω é uma 1-forma exata sobre Ω, então
∫
γ
ω = 0 para

toda curva parametrizada γ : [a, b]→ R com γ(a) = γ(b).

Mais a frente mostraremos que este critério pode ser apropriadamente estendido para
formas de grau arbitrário. Aproveitaremos o momento para aplicá-lo para exibir uma 1-
forma em R2 \ {0} que é fechada mas não é exata. De fato, seja α ∈ F1(R2 \ {0}) definida
por

α =
−y

x2 + y2
dx+

x

x2 + y2
dy.

Um cálculo direto mostra que dα = 0. Por outro lado, se γ : [0, 2π]→ R2 \ {0} é dada por
γ(t) = (cos t, sen t) então∫

γ

α =

∫ 2π

0

{
sen2 t

sen2 t+ cos2 t
+

cos2 t

sen2 t+ cos2 t

}
dt = 2π,

o que mostra que não existe f ∈ C∞(R2 \ {0}) satisfazendo df = α em R2 \ {0}.
Exemplo 5.2. Sejam B3 = {(r, θ, ϕ) ∈ R3 : 0 ≤ r ≤ 1, 0 ≤ θ ≤ 2π, 0 ≤ ϕ ≤ π} e

Φ : B3 −→ R3, Φ(r, θ, ϕ) = (r sen ϕ cos θ, r sen ϕ sen θ, r cosϕ).

Então um cálculo direto mostra que∫
Φ

dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 = −4π/3 .

Sejam agora Ω (resp. U) um aberto de RN (resp. RM) e seja também F : Ω→ U uma
aplicação de classe C∞. Se Φ : Bk → Ω é uma k-superf́ıcie em Ω então F ◦ Φ : Bk → U é
uma k-superf́ıcie em U . Nestas condições temos o seguinte resultado:

Proposição 5.2. Se ω ∈ Fk(U) então

(5.3)

∫
F◦Φ

ω =

∫
Φ

(ω)F .

Demonstração. Uma vez que (ω)F◦Φ = ((ω)F )Φ (Proposição 4.4 do Caṕıtulo 4) vemos
que ambos os lados de (5.3) são iguais a

∫
Bk

(ω)F◦Φ. �
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Simplexos e cadeias afins

Dados p0, p1, . . . , pk em RN o k-simplexo (orientado) afim definido por p0, p1, . . . , pk é
a k-superf́ıcie

σ = [p0, p1, . . . , pk]

definida por

(5.4) σ(t1, . . . , tk) = p0 +
k∑
j=1

tj(pj − p0) , t = (t1, . . . , tk) ∈ Qk.

Note que σ pode ser expressa como

(5.5) σ(t) = p0 + At, t ∈ Qk,

onde A ∈ L(Rk,RN) é dada por Aej = pj −p0, j = 1, . . . , k (aqui, como usual, {e1, . . . , ek}
denota a base canônica de Rk).

Em particular um 1-simplexo afim σ = [p0, p1] nada mais é que o segmento orientado
ligando p0 a p1.

É fácil ver que se σ = [p0, p1, . . . , pk] então σ(Qk) é igual à envoltória convexa do
conjunto {p0, p1, . . . , pk}.

Dado um aberto Ω de RN denotaremos por sk(Ω) o conjunto de todos os k-simplexos
afins σ = [p0, p1, . . . , pk] tais que σ(Qk) ⊂ Ω. Note que se σ = [p0, p1, . . . , pk] ∈ sk(Ω) e se
σ̄ é obtido de σ através de uma permutação dos pontos p0, p1, . . . , pk, isto é,

σ̄ = [pi0 , pi1 , . . . , pik ] , {i0, i1, . . . , ik} = {0, 1, . . . , k},
então σ̄(Qk) = σ(Qk) e, portanto, σ ∈ sk(Ω)⇒ σ̄ ∈ sk(Ω).

Proposição 5.3. Seja σ ∈ sk(Ω) e seja σ̄ ∈ sk(Ω) como acima. Então dada ω ∈ Fk(Ω)
temos

(5.6)

∫
σ̄

ω = ε[i0, i1, . . . , ik]

∫
σ

ω.

Lembre que, como visto no Caṕıtulo 4, ε[i0, i1, . . . , ik] =
∏

p<q sgn(iq − ip).

Demonstração. Note que podemos assumir k ≥ 1 (o caso k = 0 é óbvio).

Como primeiro caso vamos supor que σ̄ é obtido de σ simplesmente trocando por p0

por pj, para algum j ∈ {1, . . . , k}. Assim teremos

σ̄(t) = pj +Bt, t ∈ Qk,

onde B ∈ L(Rk,RN) é definida por Bej = p0 − pj e Be` = p` − pj se ` 6= j.

Em um momento provaremos que σ̄ = σ ◦T , onde T : Rk → Rk é da forma T = ej +T 0,
com T 0 ∈ L(Rk), satisfazendo T (Qk) = Qk e detT 0 6= 0. Assumamos este fato por um
momento.

Se ωσ = f(t)dt1 ∧ . . . ∧ dtk então

(ωσ)T = f(T (s))(detT 0) ds1 ∧ . . . ∧ dsk
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e portanto ∫
σ̄

ω =

∫
Qk
ωσ̄ = (detT 0)

∫
Qk
f(T (s))ds.

Por outro lado, aplicando o Teorema de Mudança de Variáveis,∫
Qk
f(T (s))ds =

1

| detT 0|

∫
Qk
f(u)du =

1

| detT 0|

∫
σ

ω ,

de onde obtemos ∫
σ̄

ω = ε

∫
σ

ω ,

em que ε = sgn(detT 0).

Para concluir a demonstração deste caso bastará então mostrar a decomposição σ̄ =
σ ◦ T , onde T satisfaz as propriedades mencionadas e, ademais, detT 0 = −1.

Para determinar T iniciamos escrevendo

σ̄(t) = pj +
∑
6̀=j

t`(p` − pj) + tj(p0 − pj).

= p0 +
∑
6̀=j

t`(p` − p0) +

(
1−

k∑
`=1

t`

)
(pj − p0).

Logo teremos

T (t) = (t1, . . . , tj−1, 1−
k∑
`=1

t`, tj+1, . . . , tk) = ej + (t1, . . . , tj−1,−
k∑
`=1

t`, tj+1, . . . , tk)︸ ︷︷ ︸
.
=T 0(t)

,

e é agora muito fácil verificar que T satisfaz as propriedades desejadas.

Para concluir a demonstração da proposição resta considerar o caso em que σ̄ é obtido
de σ trocando-se pj por p`; mas aqui a decomposição σ̄ = σ ◦ T é imediata, uma vez que
podemos tomar como T a transformação elementar que permuta ej com ek e, portanto, o
argumento pode ser repetido sem dificuldades. �

Antes de continuar faremos uma breve digressão. Se A é um conjunto não vazio dizemos
que uma função f : A → R é quase-nula se o conjunto {a ∈ A : f(a) 6= 0} é finito. O
conjunto de todas as funções quase-nulas em A tem a estrutura de um R-espaço vetorial
e é denotado por R(A). Dado a ∈ A denotamos por δa o elemento de R(A) definido por
δa(a

′) = 1 se a′ = a, δa(a
′) = 0 de a′ 6= a. Note que se f ∈ R(A) então

(5.7) f =
∑
a∈A

f(a)δa ,

de onde segue que {δa : a ∈ A} é uma base do R-espaço vetorial R(A). Normalmente
representamos os elementos de R(A) como uma combinação linear formal (finita) do tipo∑

a λa a onde λa ∈ R. Deste modo o próprio conjunto A é entendido como uma base para
o R-espaço vetorial R(A).
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Tomando como A o conjunto sk(Ω), o R-espaço vetorial correspondente R(A) é chamado
o espaço das k-cadeias afins em Ω e é denotado por ck(Ω). Assim uma k-cadeia afim
Γ ∈ ck(Ω) nada mais é que uma combinação linear formal finita

(5.8) Γ =
∑
i

λiσi, λi ∈ R, σi ∈ sk(Ω).

Se Γ ∈ ck(Ω) é como em (5.8) e se ω ∈ Fk(Ω) definimos

(5.9)

∫
Γ

ω =
∑
i

λi

∫
σi

ω.

Exemplo 5.3. Seja {e1, e2} a base canônica de R2. Então

γ = 2[0, e1] + [e1, e1 + e2] + [e1 + e2, 0]

define uma 1-cadeia afim em R2. Se f ∈ C∞(R2) então∫
γ

df = 2

∫
[0,e1]

df +

∫
[e1,e1+e2]

df +

∫
[e1+e2,0]

df

= 2{f(e1)− f(0)}+ {f(e1 + e2)− f(e1)}+ {f(0)− f(e1 + e2)}
= f(e1)− f(0).

Vamos agora definir a fronteira de uma cadeia afim; para tal tomemos, primeiramente,
σ = [p0, p1, . . . , pk] ∈ sk(Ω), onde assumimos k ≥ 1. A fronteira de σ é, por definição, a
(k − 1)-cadeia afim ∂σ ∈ ck−1(Ω) dada por

(5.10) ∂σ =
k∑
j=0

(−1)j[p0, . . . , p̂j, . . . , pk] ,

onde, como é usual, o termo assinalado por ̂ é omitido da expressão. Estendemos, por
linearidade, o operador ∂ a uma aplicação R-linear

∂ : ck(Ω) −→ ck−1(Ω) .

Assim, se Γ é como em (5.8) então

∂Γ =
∑
i

λi∂σi .

Exemplo 5.4. Seja σ = [p0, p1] um 1 simplexo afim em RN (isto é, um segmento orientado).
Então

∂σ = [p1]− [p0] .

Exemplo 5.5. Seja σ = [p0, p1, p2] um 2-simplexo afim em RN . Então

∂σ = [p1, p2]− [p0, p2] + [p0, p1] .

Exemplo 5.6. Seja γ a 1-cadeia afim descrita no Exemplo 5.3. Então

∂γ = 2{[e1]− [0]}+ {[e1 + e2]− [e1]}+ {[0]− [e1 + e2]} = [e1]− [0].
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Note então que o valor da integral obtido no Exemplo 5.3 pode ser expresso como∫
γ

df =

∫
∂γ

f.

Introduziremos agora uma notação que será útil durante toda a exposição. Se
{e1, . . . , ek} denota a base canônica de Rk então σ = [0, e1, . . . , ek] nada mais é que a
aplicação identidade Qk → Qk. Por outro lado, escrevendo τ0 = [e1, . . . , ek] e τj =
[0, e1, . . . , êj, . . . , ek] para j ≥ 1 temos

(5.11) ∂[0, e1, . . . , ek] =
k∑
j=0

(−1)jτj .

Note que τj definem aplicações definidas em Qk−1 e a valores em Qk. Logo, se σ ∈ sk(Ω)
então σ ◦ τj ∈ sk−1(Ω) e um momento de reflexão leva à conclusão que

(5.12) ∂σ =
k∑
j=0

(−1)j (σ ◦ τj) .

O Teorema de Stokes (1a. versão)

Passaremos agora à demonstração da primeira versão do importante Teorema de Stokes,
que nada mais é que a generalização da igualdade obtida no Exemplo 5.6.

Teorema de Stokes I. Sejam k ≥ 1, Ω ⊂ RN aberto, ω ∈ Fk−1(Ω) e Γ ∈ ck(Ω). Então

(5.13)

∫
∂Γ

ω =

∫
Γ

dω .

Demonstração. É fácil ver que é suficiente demonstrar (5.13) quando Γ = σ ∈ sk(Ω).
Temos então ∫

σ

dω =

∫
Qk

(dω)σ =

∫
Qk

dωσ =

∫
[0,e1,...,ek]

dωσ .

Por outro lado, por (5.12) e pela Proposição 5.2,∫
∂σ

ω =
k∑
j=0

(−1)j
∫
σ◦τj

ω =
k∑
j=0

(−1)j
∫
τj

ωσ =

∫
∂[0,e1,...,ek]

ωσ ,

o que mostra então que é suficiente demonstrar (5.13) quando Γ = [0, e1, . . . , ek] (onde
{e1, . . . , ek} é a base canônica de Rk) e ω é uma (k − 1)-forma definida em um aberto de
Rk que contém Qk. Escrevendo ω na forma

ω =
k∑
j=1

ωjdx1 ∧ . . . ∧ d̂xj ∧ . . . ∧ dxk

vemos, finalmente, que é suficientemente demonstrar (5.13) no caso em que

Γ = [0, e1, . . . , ek] e ω = f(x) dx1 ∧ . . . ∧ d̂xr ∧ . . . ∧ dxk ,
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onde r ∈ {1, . . . , k} e f é de classe C∞ em algum aberto que contém Qk.

Para tal notamos primeiramente que

dω =

(
k∑
i=1

∂f

∂xi
dxi

)
∧ dx1 ∧ . . . ∧ d̂xr ∧ . . . ∧ dxk

=
∂f

∂xr
dxr ∧ dx1 ∧ . . . ∧ d̂xr ∧ . . . ∧ dxk

= (−1)r−1 ∂f

∂xr
dx1 ∧ . . . ∧ dxk

e portanto

(5.14)

∫
[0,e1,...,ek]

dω = (−1)r−1

∫
Qk

∂f

∂xr
(t)dt.

Por outro lado temos

(5.15)

∫
∂[0,e1,...,ek]

ω =

∫
τ0

ω +
k∑
j=1

(−1)j
∫
τj

ω.

Seja j ∈ {1, . . . , k} fixado. Escrevendo as coordenadas em Qk−1 como t =
(t1, . . . , t̂j, . . . , tk) temos

τj(t) =
∑
6̀=j

t`e` = (t1, . . . , tj−1, 0, tj+1, . . . , tk)

e portanto ωτj = 0 se j 6= r e

ωτr = f(t1, . . . , tr−1, 0, tr+1, . . . , tk)dt1 ∧ . . . ∧ d̂tr ∧ . . . ∧ dtk .

Consequentemente,

(5.16)
k∑
j=1

(−1)j
∫
τj

ω = (−1)r
∫
Qk−1

f(t1, . . . , tr−1, 0, tr+1, . . . , tk)dt1 . . . d̂tr . . . dtk .

Agora, pela Proposição 5.3, ∫
τ0

ω = (−1)r−1

∫
τ̄

ω ,

onde τ̄ = [er, e1, . . . , er−1, er+1, . . . , ek]. Escrevendo, como antes, as coordenadas em Qk−1

na forma t = (t1, . . . , t̂r, . . . , tk), temos

τ̄(t) = er +
∑
j 6=r

tj(ej − er)

=

(
t1, . . . , tr−1, 1−

∑
j 6=r

tj, tr+1, . . . , tk

)
,
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donde

ωτ̄ = f

(
t1, . . . , tr−1, 1−

∑
j 6=r

tj, tr+1, . . . , tk

)
dt1 ∧ . . . ∧ d̂tr ∧ . . . ∧ dtk .

Assim

(5.17)

∫
τ0

ω = (−1)r−1

∫
Qk−1

f

(
t1, . . . , tr−1, 1−

∑
j 6=r

tj, tr+1, . . . , tk

)
dt1 . . . d̂tr . . . dtk .

De (5.15), (5.16) e (5.17) obtemos então∫
∂[0,e1,...,ek]

ω = (−1)r
∫
Qk−1

f (t1, . . . , tr−1, 0, tr+1, . . . , tk) dt1 . . . d̂tr . . . dtk

+ (−1)r−1

∫
Qk−1

f

(
t1, . . . , tr−1, 1−

∑
j 6=r

tj, tr+1, . . . , tk

)
dt1 . . . d̂tr . . . dtk

= (−1)r−1

∫
Qk

∂f

∂xr
(t)dt,

onde, na última igualdade, utilizamos o Teorema Fundamental do Cálculo na variável tr.
Tendo em vista (5.14) vemos que a demonstração do Teorema de Stokes está completa. �

Simplexos e cadeias singulares

Se Ω é um subconjunto aberto de RN então uma k-superf́ıcie ξ : Qk → Ω será chamada
de k-simplexo singular em Ω. O conjunto dos k-simplexos singulares em Ω será denotado
po Sk(Ω). Note que sk(Ω) ⊂ Sk(Ω).

Como antes, uma k-cadeia singular em Ω será uma combinação linear formal finita

(5.18) Θ =
∑
i

λiξi, λi ∈ R, ξi ∈ Sk(Ω).

O conjunto das k-cadeias singulares, denotado por Ck(Ω), tem estrutura de R-espaço ve-
torial que contém ck(Ω) como subespaço. Note também que podemos definir, de modo
natural, a integral de ω ∈ Fk(Ω) sobre Θ definida por (5.18) pela expressão∫

Θ

ω =
∑
i

λi

∫
ξi

ω .

Como anteriormente podemos também definir, para cada k ≥ 1, um operador R-linear,
denominado operador de fronteira

(5.19) ∂ : Ck(Ω) −→ Ck−1(Ω)

que estende o operador ∂ : ck(Ω)→ ck−1(Ω) introduzido anteriormente (cf. Exerćıcio 7 do
Caṕıtulo 5).
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Para definir o operador (5.19) bastará definir ∂ξ, com ξ ∈ Sk(Ω). Mas, como antes,
ξ ◦ τj ∈ Sk−1(Ω), j = 0, 1, . . . , k, e portanto é natural estender (5.12) para

(5.20) ∂ξ
.
=

k∑
j=0

(−1)jξ ◦ τj .

O Teorema de Stokes (2a. versão)

Temos agora tudo para demonstrar uma versão mais geral do Teorema de Stokes.

Teorema de Stokes II. Sejam k ≥ 1, Ω ⊂ RN aberto, ω ∈ Fk−1(Ω) e Θ ∈ Ck(Ω). Então

(5.21)

∫
∂Θ

ω =

∫
Θ

dω .

Demonstração. Como na demonstração do Teorema de Stokes I podemos assumir que
Θ = ξ ∈ Sk(Ω). Como (dω)ξ = d(ωξ), e denotando novamente por {e1, . . . , ek} a base
canônica de Rk, o Teorema de Stokes I fornece∫

ξ

dω =

∫
[0,e1,...,ek]

d(ωξ) =

∫
∂[0,e1,...,ek]

ωξ =
k∑
j=0

(−1)j
∫
τj

ωξ =
k∑
j=0

(−1)j
∫
ξ◦τj

ω =

∫
∂ξ

ω. �

Como consequência desta versão do Teorema de Stokes obtemos uma generalização
natural do resultado exposto no Exemplo 5.1. Para tal definiremos

Zk(Ω) =

{
Θ ∈ Ck(Ω) :

∫
Θ

β = 0,∀β ∈ Fk(Ω)

}
.

Note que Z0(Ω) = 0 (ver Exerćıcio 1 do Caṕıtulo 5) mas que isto não se verifica quando
k ≥ 1. Por exemplo, se p0, p1 são tais que o segmento que os une está contido em Ω então
0 6= [p0, p1] + [p1, p0] ∈ Z1(Ω).

Corolário 5.1. Sejam Ω ⊂ RN aberto e ω ∈ Fk(Ω) uma k-forma fechada (k ≥ 1). Uma
condição necessária para que ω seja exata é que

∫
Θ
ω = 0 para Θ ∈ Ck(Ω) satisfazendo

∂Θ ∈ Zk−1(Ω).

Demonstração. Suponha que exista α ∈ Fk−1(Ω) tal que dα = ω. Então, se Θ é como
no enunciado, ∫

Θ

ω =

∫
Θ

dα =

∫
∂Θ

α = 0.

�
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Exemplos e aplicações

A fórmula de Green para o disco

Iniciamos o caṕıtulo obtendo a fórmula de Green para um disco no plano cartesiano.
Para tal consideremos, primeiramente, um intervalo compacto em R2 da forma

I = [a, b]× [c, d],

onde a < b e c < d. Pelo Teorema de Stokes I e pelo exerćıcio 6 do Caṕıtulo 5 podemos
afirmar:

• Se ω é uma 1-forma definida em um aberto Ω de R2 que contém I então

(6.1)

∫
I

dω =

∫
Γ

ω

onde Γ ∈ c1(Ω) é dada por

Γ = [(a, c), (b, c)] + [(b, c), (b, d)]− [(a, d), (b, d)]− [(a, c), (a, d)].

Seja então J = [0, R]× [0, 2π] e consideremos a 2-superf́ıcie σ : J → R2 definida por

σ(r, θ) = (r cos θ, r sen θ).

Note que σ(J) = D, o disco fechado centrado na origem e de raio R.

Seja então ω = P (x, y)dx+Q(x, y)dy uma 1−forma definida em uma vizinhança de D.
Por (6.1) podemos escrever

(6.2)

∫
J

(dω)σ =

∫
J

d(ω)σ =

∫
Γ

ωσ.

Agora, uma vez que

d(r cos θ) = (cos θ) dr − (r sen θ) dθ, d(r sen θ) = (sen θ) dr + (r cos θ) dθ

e que

d(r cos θ) ∧ d(r sen θ) = r dr ∧ dθ

obtemos

ωσ = P (r cos θ, r sen θ) d(r cos θ) +Q(r cos θ, r sen θ) d(r sen θ)

= {(cos θ)P (r cos θ, r sen θ) + (sen θ)Q(r cos θ, r sen θ)} dr

+ r {(cos θ)Q(r cos θ, r sen θ)− (sen θ)P (r cos θ, r sen θ)} dθ

59
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e

(dω)σ =

(
∂Q

∂y
(r cos θ, r sen θ)− ∂P

∂x
(r cos θ, r sen θ)

)
r dr ∧ dθ.

Substituindo em (6.2) obtemos,∫
J

(
∂Q

∂y
(r cos θ, r sen θ)− ∂P

∂x
(r cos θ, r sen θ)

)
r dr dθ =

∫
Γ

ωσ

ou, ainda, ∫
D

dω =

∫
Γ

ωσ.

Escrevendo Γ = [(0, 0), (R, 0)] + [(R, 0), (R, 2π)] − [(0, 2π), (R, 2π)] − [(0, 0), (0, 2π)] e ob-
servando que um simples cálculo mostra que∫

[(0,0),(0,2π)]

ωσ = 0,

∫
[(0,0),(R,0)]

ωσ =

∫
[(0,2π),(R,2π)]

ωσ

obtemos ∫
Γ

ωσ =

∫
[(R,0),(R,2π)]

ωσ =

∫
γ

ω,

onde agora γ(θ) = (R cos θ, r sen θ), θ ∈ [0, 2π]. Concluindo, obtemos a fórmula de Green
para o disco D:

• Se D denota o disco fechado centrado na origem e de raio R > 0 e se ω é uma
1-forma definida em uma vizinhança de D então

(6.3)

∫
D

dω =

∮
∂D

ω,

onde a fronteira de D é percorrida uma única vez e no sentido anti-horário.

Abertos regulares

Definição 6.1. Seja Ω ⊂⊂ RN um aberto. Diremos que Ω é um aberto regular se existirem
abertos U ⊃ QN , V ⊃ Ω̄ e um difeomorfismo de classe C∞ σ : U → V satisfazendo as
seguintes propriedades:

(1) σ(QN) = Ω̄;
(2) detσ′(x) > 0 para todo x ∈ QN .

O difeomorfismo σ é chamado de uma parametrização positiva do aberto regular Ω.
Note que σ(Fr(QN)) = Fr(Ω), onde Fr(A) denota a fronteira topológica de A, isto é,
Fr(A) = Ā \ Ao, e também que σ|QN define um elemento de CN(V ).

Lema 6.1. Se Ω é um aberto regular com parametrização positiva σ e se ω = fdx1 ∧ . . .∧
dxN é uma N -forma definida em alguma vizinhança de Ω̄ então

(6.4)

∫
Ω̄

ω =

∫
σ|
QN

ω.
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Demonstração. Uma vez que

(ω)σ = f(σ(t)) detσ′(t) dt1 ∧ . . . ∧ . . . ∧ dtN

temos ∫
σ|
QN

ω =

∫
QN

(ω)σ =

∫
QN

f(σ(t)) detσ′(t)dm(t).

Como ainda detσ′(t) > 0, pelo Teorema de Mudança de Variáveis obtemos então∫
σ|
QN

ω =

∫
QN

f(σ(t))| detσ′(t)|dm(t) =

∫
Ω̄

f(x)dm(x) =

∫
Ω̄

ω. �

Nas mesmas condições que acima, seja agora α uma (N − 1)-forma definida em uma
vizinhança de Ω̄. Pelo Teorema de Stokes II temos∫

Ω̄

dα =

∫
∂(σ|

QN
)

α ,

igualdade que mostra, em particular, que o valor do lado direito é independente da para-
metrização positiva do aberto regular Ω escolhida. Este valor comum é então denotado por∫
∂Ω
α e assim obtemos a fórmula de Stokes

(6.5)

∫
Ω̄

dα =

∫
∂Ω

α .

Por exemplo, quando N = 2 temos que α é uma 1-forma, digamos α = P (x, y)dx +
Q(x, y)dy, com P e Q definidas e de classe C∞ em um aberto que contém Ω̄. Uma vez que

dα =

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dx ∧ dy

então (6.5) se torna a fórmula de Green:

(6.6)

∫
Ω̄

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dm(x, y) =

∫
∂Ω

(Pdx+Qdy) .

A partir de agora assumiremosN ≥ 3 e discutiremos o chamado Teorema da Divergência
(de Gauss). Iniciamos com uma definição.

Definição 6.2. Dados U ⊂ RN aberto e L ∈ X(U), L =
∑N

j=1 aj(x)∂/∂xj, definimos o

divergente de L como sendo o elemento de C∞(U) definido por

div(L) =
N∑
j=1

∂aj
∂xj

.

A cada L ∈ X(U) associamos uma (N − 1)-forma ω(L) ∈ FN−1(U) pela regra

(6.7) ω(L) =
N∑
j=1

(−1)j−1aj(x) dx1 ∧ . . . ∧ d̂xj ∧ . . . ∧ dxN .
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Se observarmos que

dω(L) =
N∑
j=1

(−1)j−1daj(x) ∧ dx1 ∧ . . . ∧ d̂xj ∧ . . . ∧ dxN

=
N∑
j=1

(−1)j−1

(
N∑
k=1

∂aj
∂xk

dxk

)
∧ dx1 ∧ . . . ∧ d̂xj ∧ . . . ∧ dxN

=
N∑
j=1

(−1)j−1 ∂aj
∂xj

dxj ∧ dx1 ∧ . . . ∧ d̂xj ∧ . . . ∧ dxN

=
N∑
j=1

∂aj
∂xj

dx1 ∧ . . . ∧ dxN

= div(L) dx1 ∧ . . . ∧ dxN

obtemos, de (6.5), a seguinte conclusão: se Ω é um aberto regular de RN e se L é um campo
vetorial definido em uma vizinhança de Ω̄ então vale a fórmula de Gauss

(6.8)

∫
Ω̄

div(L)(x)dm(x) =

∫
∂Ω

ω(L).

Se τj : QN−1 → QN , j = 0, 1, . . . , N , são definidas como antes:

τ0 = [e1, . . . , eN ], τj = [0, e1, . . . , êj, . . . , eN ], j = 1, . . . , N,

onde {e1, . . . , eN} denota a base canônica de RN , então em (6.8) temos

(6.9)

∫
∂Ω

ω(L) =
N∑
j=0

(−1)j
∫
QN−1

(ω(L))σ◦τj .

Aqui σ é qualquer parametrização positiva de Ω. Interpretaremos a seguir cada uma das
parcelas do lado direito de (6.9).

Antes de tudo faremos uma pequena pausa para uma recordação.

Digressão. Se m ≥ 3 e se v1, . . . , vm−1 são vetores em Rm, vj = (vj1, . . . , vjm), então o
produto vetorial de v1, . . . , vm−1 é definido por

v1 × . . .× vm−1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
e1 e2 · · · em
v11 v12 · · · v1m
...

...
...

...
vm−1,1 vm−1,2 · · · vm−1,m

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
onde {e1, . . . , em} denota a base canônica de Rm. Assim

v1 × . . .× vm−1 =
m∑
j=1

{
(−1)j−1 detAj

}
ej ,
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em que Aj é a matriz obtida de v11 v12 · · · v1m
...

...
...

...
vm−1,1 vm−1,2 · · · vm−1,m


eliminando-se a j-ésima coluna. Observamos que:

• v1, . . . , vm−1 são linearmente independentes se, e somente se, v1 × . . .× vm−1 6= 0;
• (v1 × . . .× vm−1) ⊥ vj para todo j = 1, . . . ,m− 1;

• Se A = {aij} é uma matriz (m− 1)× (m− 1) e se wi =
∑m−1

j=1 aijvj então

w1 × . . .× wm−1 = (detA)(v1 × . . .× vm−1).

Retornamos agora à análise de (6.9). Seja ψ : QN−1 → RN um (N − 1)-simplexo
singular em RN . Assumimos que ψ está definida e é de classe C∞ em uma vizinhança do
fecho de um aberto limitado U de RN−1 que contém QN−1, que ψ é injetora e que ψ′(t)
tem posto N − 1 para todo t. Então

(6.10) S
.
= ψ(U)

é uma hipersuperf́ıcie regular parametrizada em RN . Dado ψ(t0) ∈ S o espaço tangente a
S em ψ(t0) é o espaço vetorial

Tt0S
.
= span

{
∂ψ

∂t1
(t0), . . . ,

∂ψ

∂tN−1

(t0)

}
Temos dimTt0S = N − 1, qualquer que seja t0 ∈ U , uma vez que por definição os vetores
∂ψ/∂tj são linearmente independentes. O vetor

~Nψ(t0) =
∂ψ

∂t1
(t0)× . . .× ∂ψ

∂tN−1

(t0)

é então normal a Tt0S. Note que obtemos um campo de vetores normal e unitário a S pela
regra

S 3 p 7→ ~n(p) = ~Nψ(t)/| ~Nψ(t)|, ψ(t) = p.

Consideremos agora a σ-álgebra de subconjuntos de S definida por

MS = {ψ(A) : A ⊂ U, A é Lebesgue mensurável}

e a medida finita mS :MS → [0,∞[ dada pela regra

mS(ψ(A))
.
=

∫
A

| ~Nψ(t)|dm(t).

Esta medida denomina-se medida de superf́ıcie sobre S. O próximo resultado mostra que
tal medida tem um significado invariante:

Proposição 6.1.MS e mS dependem só de S e não da parametrização ψ escolhida.
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Demonstração. Seja χ uma outra função de classe C∞, definida e injetora em uma
vizinhança do fecho de um aberto limitado V de RN−1, χ′(s) com posto N − 1 para todo
s e tal que S = χ(V ). Devemos mostrar que

(6.11) MS = {χ(B) : B ⊂ V, B é Lebesgue mensurável}
e que

(6.12)

∫
A

| ~Nψ(t)|dm(t) =

∫
B

| ~Nχ(s)|dm(s)

se ψ(A) = χ(B), com A ⊂ U , B ⊂ V Lebesgue-mensuráveis. Aqui escrevemos

~Nχ(s) =
∂χ

∂s1

(s)× . . .× ∂χ

∂sN−1

(s)

Para chegarmos a estas conclusões fixemos primeiramente um ponto arbitrário t̄ no domı́nio
de ψ e assumamos que

∂(ψ1, . . . , ψN−1)

∂(t1, . . . , tN−1)
(t̄) 6= 0.

Deste modo a função ψ̃(t, tN) = (ψ1(t), . . . , ψN(t) + tN), definida em um aberto de RN

e a valores em RN , tem derivada inverśıvel no ponto (t̄, 0) e portanto, pelo Teorema da
Função Inversa, define um difeomorfismo de classe C∞ entre um aberto contendo (t̄, 0) e
um aberto contendo ψ(t̄). Em particular, em uma vizinhança de ψ(t̄) na imagem de ψ, a
função inversa ψ−1 é a restrição de uma função de classe C∞ definida em um aberto de
RN .

Um segundo de reflexão mostra então que a função G
.
= ψ−1 ◦ χ é de fato um difemor-

fismo de classe C∞ entre um aberto que contém V̄ e um aberto que contém Ū , de onde
(6.11) segue imediatamente. Além disto, como χ = ψ ◦G, pela regra da cadeia

∂χ

∂sj
(s) =

N−1∑
k=1

∂Gk

∂sj
(s)

∂ψ

∂tk
(G(s)), j = 1, . . . , N − 1,

de onde segue que
~Nχ(s) = {detG′(s)} ~Nψ(G(s)).

Assim, pela Teorema de Mudança de Variáveis,∫
A

| ~Nψ(t)|dm(t)
t=G(s)

=

∫
B

| ~Nψ(G(s))| · | detG′(s)|dm(s) =

∫
B

| ~Nχ(s)|dm(s),

o que demonstra (6.12).

�

O seguinte resultado nos dá, então, uma descrição precisa de cada parcela do lado
direito de (6.8).

Lema 6.2. Se L é um campo vetorial definido em uma vizinhança de ψ(QN−1) então

(6.13)

∫
QN−1

(ω(L))ψ =

∫
ψ(QN−1)

(L · ~n) dmS .
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Demonstração. Como antes vamos escrever L =
∑N

j=1 aj(x)∂/∂xj. Note então, primei-
ramente, que ∫

ψ(QN−1)

L · ~n dmS =

∫
QN−1

(
~a(ψ(t)) · ~Nψ(t)

)
dt,

onde ~a = (a1, . . . , aN). Por outro lado,

(ω(L))ψ =
N∑
j=1

(−1)j−1aj(ψ(t)) dψ1 ∧ . . . ∧ d̂ψj ∧ . . . ∧ dψN

=
N∑
j=1

(−1)j−1aj(ψ(t))
∂(ψ1, . . . , ψ̂j, . . . , ψN)

∂(t1, . . . , tN−1)
dt1 ∧ . . . ∧ dtN−1

= (~a(t) · ~Nψ(t)) dt1 ∧ . . . ∧ dtN−1 ,

de onde segue a conclusão desejada. �

Abertos com fronteira regular

Nesta seção obteremos a Fórmula de Stokes para uma importante classe de abertos.
Como preparação discutiremos, primeiramente, a existência das chamadas “partições da
unidade”, termo que ficará claro no contexto.

Iniciamos introduzindo uma nova notação: dado um aberto U de RN denotaremos por
C∞c (U) o espaço de todas as funções f ∈ C∞(U) que satisfazem a seguinte propriedade:
existe A ⊂ U compacto tal que f(x) = 0 se x ∈ U \ A.

Proposição 6.2. Seja K ⊂ RN compacto e sejam U1, . . . , Ur abertos de RN tais que
K ⊂ U1 ∪ . . . ∪ Ur. Então existem φj ∈ C∞c (Uj), j = 1, . . . , r, satisfazendo 0 ≤ φj ≤ 1 e∑r

j=1 φj = 1 em um aberto que contém K.

A famı́lia {φj} denomina-se partição da unidade sobre K associada ao recobrimento
aberto {Uj} .

Demonstração. Seja Ω =
⋃r
j=1 Uj. Pelo Lema 4.1 existe g ∈ C∞(Ω), 0 ≤ g ≤ 1, g = 1

em um aberto que contém K, g = 0 no complementar de um subconjunto compacto A de
Ω. Afirmamos agora que é posśıvel, para cada j = 1, . . . , r, escolher Kj ⊂ Uj compacto tal
que g = 0 em Ω \

⋃r
j=1Kj. De fato, para cada x ∈ A podemos escolher uma vizinhança

compacta Kx de x contida em Uj, para algum j = j(x). Pela propriedade de Heine-Borel
podemos, então, encontrar x1 . . . , xp ∈ A tais que A ⊂

⋃p
i=1Kxi . Basta definir Kj

.
=
⋃
Kxi ,

onde a reunião se dá para o conjunto de ı́ndices i tais que Kxi ⊂ Uj.

Isto posto, tomamos, para cada j = 1, . . . , r, uma função gj ∈ C∞c (Uj), satisfazendo
0 ≤ gj ≤ 1, gj = 1 em Kj e definimos

φ1 = gg1, φ2 = gg2(1− g1), · · · , φr = ggr(1− g1) · · · (1− gr−1).
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Então φj ∈ C∞c (Uj), 0 ≤ φj ≤ 1 e um simples cálculo fornece a igualdade

g −
r∑
j=1

φj = g(1− g1) · · · (1− gr)

Como g se anula no complemento de
⋃r
j=1Kj, e como dado qualquer ponto x ∈

⋃r
j=1 Kj

existe i tal que gi(x) = 1 segue que g −
∑r

j=1 φj = 0 e portanto
∑r

j=1 φj = 1 em uma
vizinhança de K. �

Na próxima definição denotaremos por IN o intervalo unitário centrado na origem em
RN :

IN
.
=]− 1, 1[N= {t = (t1, . . . , tN) ∈ RN : |tj| < 1, j = 1, . . . , N}.

Definição 6.3. Seja Ω um subconjunto aberto e limitado de RN , N ≥ 2. Dizemos que Ω
é um aberto com fronteira regular se dado x0 ∈ ∂Ω existem um aberto U em RN contendo
x0 e um difeomorfismo h : IN → U , de classe C∞, tal que

h
(
IN−1×]0, 1[

)
= Ω ∩ U, h

(
IN−1 × {0}

)
= ∂Ω ∩ U.

Note que não há perda de generalidade se assumirmos que a aplicação h está, na rea-
lidade, definida e é de classe C∞ em um aberto que contém o fecho de IN . Note também
que, trocando h por t 7→ h(−t1, t2, . . . , tN) se necessário, podemos sempre assumir que
deth′ > 0 em IN .

O exerćıcio 10 do caṕıtulo 6 fornece uma importante caracterização para esta classe de
abertos.

Suponhamos agora que N ≥ 3 e escrevamos t = (t′, tN) ∈ RN , t′ = (t1, . . . , tN−1). A
aplicação

h0 : IN−1 → ∂Ω, h0(t′) = h(t′, 0)

tem como imagem ∂Ω ∩ U , o que mostra que este conjunto é uma hipersuperf́ıcie regular
parametrizada em RN . A medida de superf́ıcie em ∂Ω ∩ U é dada por

m∂Ω∩U(E) =

∫
h−1
0 (E)

| ~Nh0(t
′)|dm(t′),

onde E ⊂ ∂Ω ∩ U é M∂Ω∩U -Lebesgue-mensurável.

Através do uso de partições da unidade podemos então definir globalmente a medida
de superf́ıcie sobre ∂Ω.

Proposição 6.3. Sejam V1, . . . , Vm subconjuntos abertos de RN satisfazendo as seguintes
propriedades:

(1) ∂Ω ⊂ V1 ∪ · · · ∪ Vm;

(2) Para cada j ∈ {1, . . . ,m} existe um difeomorfismo hj : IN → Vj, de classe C∞ e
definido em uma vizinhança do fecho de IN , tal que

hj
(
IN−1 × {0}

)
= ∂Ω ∩ Vj.
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Seja {φ1, . . . , φm} uma partição da unidade sobre ∂Ω associada ao recobrimento aberto
{V1, . . . , Vm}. Defina M∂Ω como sendo a coleção de todos os subconjuntos A de ∂Ω tais
que A ∩ Vj ∈ M∂Ω∩Vj para todo j = 1, . . . ,m. Defina também m∂Ω : M∂Ω → [0,∞[ pela
fórmula

(6.14) m∂Ω(A) =
m∑
j=1

∫
A∩Vj

φj(p) dm∂Ω∩Vj(p) .

Então M∂Ω é uma σ-álgebra de subconjuntos de ∂Ω e m∂Ω é uma medida finita sobre
M∂Ω. Além do mais, M∂Ω e m∂Ω independem da escolha de {V1, . . . , Vm} e {φ1, . . . , φm}
satisfazendo as propriedades requeridas.

A demonstração deste resultado é o conteúdo do exerćıcio 7 do Caṕıtulo 6.

A medida m∂Ω denomina-se medida (de Lebesgue) de superf́ıcie sobre a fronteira de Ω.
Note que se f : ∂Ω→ R é M∂Ω-mensurável e limitada então∫

∂Ω

f(p)dm∂Ω(p) =
m∑
j=1

∫
Vj

φj(p) f(p) dm∂Ω∩Vj(p).

A fórmula de Stokes para abertos com fronteira regular

Fixemos então Ω um aberto com fronteira regular em RN . Pela propriedade de Heine-
Borel podemos recobrir ∂Ω por abertos U2, . . . , Ur onde, para cada j = 2, . . . , r, vale a
seguinte propriedade:

• Existe um difeomorfismo hj : IN → Uj, de classe C∞ e definido em uma vizinhança
do fecho de IN , tal que deth′j > 0 em IN e

hj
(
IN−1×]0, 1[

)
= Ω ∩ Uj, hj

(
IN−1 × {0}

)
= ∂Ω ∩ Uj.

Tomemos finalmente um aberto U1 ⊂⊂ Ω tal que Ω̄ ⊂ U1 ∪ U2 ∪ . . . ∪ Ur bem como
uma partição da unidade {φj} sobre Ω̄ associada ao recobrimento aberto {Uj}. Se ω é uma
(N − 1)-forma diferencial definida em um aberto que contém Ω̄ temos, em uma vizinhança
de Ω̄,

dω = d

(
r∑
j=1

φjω

)
e portanto ∫

Ω̄

dω =

∫
Ω̄

d (φ1ω) +
r∑
j=2

∫
Ω̄

d (φjω) .

Agora, pelo Exerćıcio 1 do Caṕıtulo 6,∫
Ω̄

d (φ1ω) = 0,
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enquanto que, para cada j = 2, . . . , r,∫
Ω̄

d (φjω) =

∫
Ω̄∩Uj

d (φjω)
(?)
=

∫
IN−1×[0,1[

[d (φjω)]hj =

∫
IN−1×[0,1[

d (φjω)hj ,

onde em (?) evocamos o resultado enunciado na Proposição 5.1, lembrando que deth′j > 0.

Seja K ⊂ Uj compacto tal que φj se anula em seu complementar. Então se escrevermos

(φjω)hj =
N∑
k=1

(−1)k−1αjk(t)dt1 ∧ . . . ∧ d̂tk ∧ . . . ∧ dtN

as funções αjk|IN−1×[0,1[ se anularão no complementar de h−1
j (K)∩

(
IN−1 × [0, 1[

)
e portanto,

para algum 0 < δ < 1, teremos que αjk|IN−1×[0,1[ se anulam no complementar do intervalo

[−δ, δ]N−1 × [0, δ]. Assim, pelo Teorema Fundamental do Cálculo conclúımos que∫
IN−1×[0,1[

∂αjk
∂tk

(t) dm(t) = 0, k = 1, . . . , N − 1,

e portanto que ∫
IN−1×[0,1[

d (φjω)hj =

∫
IN−1×[0,1[

{
N∑
k=1

∂αjk
∂tk

(t)

}
dm(t)

=

∫
IN−1×[0,1[

∂αjN
∂tN

(t) dm(t)

= −
∫
IN−1

αjN(t′, 0) dm(t′).

Lembrando a notação hj0(t′) = hj(t
′, 0) e observando que hj0 = hj ◦ θ, onde θ : IN−1 →

IN é definida por θ(t′) = (t′, 0), podemos escrever

−
∫
IN−1

αjN(t′, 0) dm(t′) = (−1)N
∫
IN−1

[
(φjω)hj

]
θ

= (−1)N
∫
IN−1

(φjω)hj0 ,

de onde segue a seguinte versão da Fórmula de Stokes:

(6.15)

∫
Ω̄

dω = (−1)N
r∑
j=2

∫
IN−1

(φjω)hj0 .

Note que o lado direito fornece, de maneira precisa, a “integração” da (N − 1)-forma sobre
∂Ω. Note que este valor é independente das escolhas das parametrizações hj e da partição
da unidade escolhida, uma vez que o lado esquerdo de (6.15) independe de tais escolhas.

O Teorema da divergência

A fórmula de Stokes 6.15 pode ser aplicada para a obtenção do importante Teorema
da Divergência. Para tal faremos porém uma pausa para descrever a construção do campo
normal exterior a Ω onde este último é, como antes, um aberto com fronteira regular.
Mantemos a notação previamente estabelecida.



O TEOREMA DA DIVERGÊNCIA 69

Se j, k ∈ {2, . . . , r} são tais que ∂Ω ∩ Uj ∩ Uk 6= ∅ então

~Nhj0(t
′) = det{(h−1

k0 ◦ hj0)′(t′)} ~Nhk0((h
−1
k0 ◦ hj0)(t′))

para t′ ∈ h−1
j0 (Ω ∩ Uj ∩ Uk) (cf. a demonstração da Proposição 6.1). Afirmamos primeira-

mente que

(6.16) det{(h−1
k0 ◦ hj0)′(t′)} > 0, t′ ∈ h−1

j0 (Ω ∩ Uj ∩ Uk).

Para a demonstração de 6.16 escrevamos G(t) = (h−1
k ◦ hj)(t), definida no subconjunto

aberto h−1
j (Ω ∩ Uj ∩ Uk) de IN . Temos detG′(t) > 0 para todo t e também G(t′, 0) =

(G0(t′), 0), onde G0(t′) = (h−1
k0 ◦ hj0)(t′). Se escrevermos G(t) = (G1(t), . . . , GN(t)) as

informações precedentes implicam que a última linha da matriz que representa G′(t′, 0) é
igual a [

0, · · · , 0, ∂GN

∂tN
(t′, 0)

]
.

Por outro lado uma vez que G aplica (h−1
j (Ω ∩ Uj ∩ Uk)) ∩ (IN−1 × [0, 1]) em IN−1 × [0, 1]

segue que
∂GN

∂tN
(t′, 0) ≥ 0.

Assim desenvolvendo o cálculo de detG′(t′, 0) pela regra de Laplace a partir da última linha
obtemos

detG′(t′, 0) = (−1)2N detG′0(t′)
∂GN

∂tN
(t′, 0)

e portanto detG′0(t′) > 0, que é precisamente 6.16.

Se definirmos ~nj : ∂Ω ∩ Uj → RN pela relação

~nj(p) = (−1)N
~Nhj0(t

′)∣∣∣ ~Nhj0(t
′)
∣∣∣ se p = hj0(t′)

conclúımos de 6.16 que ~nj = ~nk em ∂Ω∩Uj ∩Uk, caso esta intersecção for não vazia. Deste
modo obtemos então um campo vetorial bem definido sobre ∂Ω pela regra

~n : ∂Ω→ RN , ~n(p) = ~nj(p) se p ∈ ∂Ω ∩ Uj

Mostraremos agora que este campo vetorial ~n “aponta para fora” de Ω, em um sentido
bastante preciso, justificando assim denominá-lo campo normal unitário exterior a Ω. Este
é o significado de nosso próximo resultado:

Proposição 6.4. Seja p ∈ ∂Ω. Existe ε > 0 tal que

(6.17) p+ τ~n(p) ∈ Ω, τ ∈]− ε, 0[, p+ τ~n(p) 6∈ Ω̄, τ ∈]0, ε[.

Demonstração. Seja j ∈ {2, . . . , r} tal que p ∈ Uj. Assim (6.17) é equivalente à
existência de ε > 0 tal que

h−1
j (p+ τ~n(p)) ∈ IN−1×]0, 1[, τ ∈]− ε, 0[, h−1

j (p+ τ~n(p)) ∈ IN−1×]− 1, 0[, τ ∈]0, ε[,
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e, portanto, para mostrar (6.17) é suficiente mostrar que

(6.18)
d

dτ

{
h−1
j (p+ τ~n(p)) · eN

}
|τ=0 < 0.

Pela regra da cadeia

d

dτ

{
h−1
j (p+ τ~n(p)) · eN

}
|τ=0 = (h−1

j )′(p)(~n(p)) · eN .

Se tomarmos t′ ∈ IN−1 tal que hj(t
′, 0) = p então (h−1

j )′(p) = (h′j(t
′, 0))−1. Observando

agora nossa construção do campo ~n vemos que verificar (6.18) é equivalente a verificar

(6.19) (−1)N(h′j(t
′, 0))−1( ~Nhj0(t

′)) · eN = (−1)N ~Nhj0(t
′) · t(h′j(t′, 0))−1eN < 0.

Para cada ` ∈ {1, . . . , N} seja A` a matriz obtida de
∂hj1
∂t1

(t′, 0) · · · ∂hjN
∂t1

(t′, 0)
...

...
...

∂hj1
∂tN−1

(t′, 0) · · · ∂hjN
∂tN−1

(t′, 0)


omitindo-se a `-ésima coluna. Então

~Nhj0(t
′) =

N∑
`=1

(−1)`−1(detA`)e`

enquanto que t(h′j(t
′, 0))−1eN pode ser identificado à N -ésima coluna da matriz dos co-

fatores da jacobiana de hj no ponto (t′, 0) multiplicada por 1/ deth′j(t
′, 0), isto é,

t(h′j(t
′, 0))−1eN =

1

deth′j(t
′, 0)

N∑
`=1

(−1)N+`(det tA`)e` .

Consequentemente

(−1)N ~Nhj0(t
′) · t(h′j(t′, 0))−1eN =

−1

deth′j(t
′, 0)

N∑
`=1

(detA`)
2 < 0,

o que conclui a demonstração da proposição. �

Retornamos agora ao Teorema da Divergência. Seja L =
∑N

j=1 aj(x)∂/∂xj um campo

diferencial definido em uma vizinhança de Ω̄ e tomemos a forma ω(L) como em (6.7). Pela
fórmula de Stokes 6.15 temos∫

Ω̄

div(L)(x)dm(x) =

∫
Ω̄

dω(L) = (−1)N
r∑
j=2

∫
IN−1

(φjω
(L))hj0 .

Por outro lado de acordo com o argumento apresentado na demonstração do Lema 6.2
podemos escrever

(φjω
(L))hj0 = φj(hj0(t′))~a(hj0(t′)) · ~Nhj0(t

′)dt1 ∧ . . . ∧ dtN−1,
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onde ~a = (a1, . . . , aN). Logo

(6.20)

∫
Ω̄

div(L)(x)dm(x) =
r∑
j=2

∫
∂Ω∩Uj

φj(p)~a(p) · ~n(p) dm∂Ω∩Uj(p).

Finalmente, a Proposição 6.3 e a observação que a segue permitem escrever a conhecida
fórmula da divergência

(6.21)

∫
Ω̄

div(L)(x)dm(x) =

∫
∂Ω

~a(p) · ~n(p) dm∂Ω(p).

A fórmula de Stokes para formas de classe C1

Se Ω ⊂ RN é aberto, k ∈ {0, 1, . . . , N} e ` ∈ Z+ denotamos por F
(`)
k (Ω) o espaço das

formas expressas como em (4.9) em que os coeficientes ωJ são agora funções de classe C`

em Ω. Note que Fk(Ω) ⊂ F
(`)
k (Ω) para todo ` ≥ 0 e também que a derivada exterior define

aplicações R-lineares

d : F
(`)
k (Ω) −→ F

(`−1)
k+1 (Ω), ` ≥ 1.

Sejam U ⊂ RM aberto e F : Ω→ U uma função de classe C1. A operação de pullback

define uma aplicação R-linear F
(0)
k (U)→ F

(0)
k (Ω). Assim, se definirmos uma k-superf́ıcie de

classe C1 em Ω como sendo uma aplicação Φ : Bk → Ω de classe C1, dada ω ∈ F
(0)
k (Ω) fica

bem definida a integral
∫

Φ
ω. Note também que com tal extensão podemos naturalmente

introduzir o espaço C
(1)
k (Ω) das k-cadeias singulares de classe C1 em Ω. Neste caso o

operator de fronteira (5.19) admite uma extensão R-linear

∂ : C
(1)
k (Ω) −→ C

(1)
k−1(Ω)

também dada por (5.20).

Uma cuidadosa análise das demonstrações apresentadas permite as seguintes conclusões:

(1) O teorema de Stokes I é válido assumindo ω ∈ F (1)
k−1(Ω).

(2) O teorema de Stokes II é válido assumindo ω ∈ F (1)
k−1(Ω) e Θ ∈ C

(1)
k (Ω) .

Analogamente as noções de aberto regular e de aberto com fronteira regular admitem
suas versões de classe C1. Para o primeiro basta impor que o difeomorfismo σ introduzido na
definição 6.1 seja de classe C1 enquanto que para o segundo impomos que a parametrização
h em 6.3 seja de classe C1. Neste último caso a construção de m∂Ω é análoga.

A fórmula de Stokes (6.5) continua válida assumindo que Ω seja um aberto regular
de classe C1 e que a forma α tenha coeficientes de classe C1. Do mesmo modo (6.15) é
válida assumindo que Ω seja um aberto com fronteira regular de classe C1 e que ω tenha
coeficientes de classe C1. Em particular vale a fórmula da divergência (6.21) para abertos
com fronteira regular de classe C1 assumindo que as componentes do campo L sejam funções
de classe C1.
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APÊNDICE A

A cohomologia de De Rham

Complexos de espaços vetoriais

Seja {En}n≥0 uma sequência de R-espaços vetoriais e suponhamos que para cada n seja
dada uma transformação Tn ∈ L(En, En+1). A sequência

(A.1) E : E0
T0−→ E1

T1−→ E2
T2−→ · · · Tn−1−→ En

Tn−→ En+1
Tn+1−→ · · ·

denomina-se um complexo de R-espaços vetoriais se, para todo n ≥ 1, tem-se Tn◦Tn−1 = 0.
Em outras palavras, E define um complexo de R-espaços vetoriais se, para cada n ≥ 1,

(A.2) =Tn−1 ⊂ kerTn .

Dizemos que o complexo E é exato no grau m ≥ 1 se

(A.3) =Tm−1 = kerTm .

Para se “medir” o quanto um complexo de R-espaços vetoriais deixa de ser exato introdu-
zimos seus espaços de cohomologia. Para o complexo (A.1) definimos1

(A.4) H0(E) = kerT0, Hn(E) = kerTn/=Tn−1 , n ≥ 1.

Os espaços vetoriais Hn(E), n ≥ 0, denominam-se espaços de cohomologia do complexo E .
Note então que E é exato no grau m se, e somente se, Hm(E) = 0.

Lema A.1. Sejam

E : E0
T0−→ E1

T1−→ E2
T2−→ · · · Tn−1−→ En

Tn−→ En+1
Tn+1−→ · · ·

F : F0
S0−→ F1

S1−→ F2
S2−→ · · · Sn−1−→ Fn

Sn−→ Fn+1
Sn+1−→ · · ·

complexos de R-espaços vetoriais e suponhamos que, para cada n ≥ 0, seja dada λn ∈
L(En, Fn) satisfazendo

(A.5) λn ◦ Tn−1 = Sn−1 ◦ λn−1, n ≥ 1.

Então, para cada n ≥ 0 temos λn(kerTn) ⊂ kerSn e para cada n ≥ 1 temos λn(=Tn−1) ⊂
=Sn−1. Em particular, λn induz aplicações R-lineares

λ?n : Hn(E) −→ Hn(F), n ≥ 0 .

Além disso, λ?n são isomorfismos se as aplicações λn o forem.

1Lembre que se E é um R-espaço vetorial, e F ⊂ E um de seus subespaços, o espaço quociente E/F
nada mais é que o espaço E módulo a seguinte relação de equivalência ∼: se x, y ∈ E então x ∼ y se
x− y ∈ F . É muito fácil ver que E/F tem, também, a estrutura de um R-espaço vetorial.
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Demonstração. Se x ∈ kerTn então Sn(λn(x)) = λn+1(Tn(x)) = 0 e portanto λn(x) ∈
kerSn. Agora, se x ∈ =Tn−1 então x = Tn−1(y) para algum y ∈ En−1. Do mesmo modo,
λn(x) = λn(Tn−1(y)) = Sn−1(λn−1(y)) e portanto λn(x) ∈ =Sn−1. Seja [x] ∈ Hn(E) a classe
definida por x ∈ kerTn. Então pelas propriedades precedentes, a classe definida por λn(x)
em Hn(F) independe da escolha do representante x. Isto torna bem definida a aplicação
λ?n pela regra λ?n([x]) = [λn(x)].

Finalmente, se cada λn é um isomorfismo então (A.5) implica que Tn−1 ◦ λ−1
n−1 = λ−1

n ◦
Sn−1. Pelo racioćınio anterior λ−1

n induz uma aplicação linear (λ−1
n )? : Hn(F) → Hn(E)

que é, obviamente, a inversa de λ?n. �

A cohomologia de De Rham

Se Ω é um subconjunto aberto de RN então os espaços de cohomologia (de De Rham) de
Ω, denotados por Hn(Ω), n ≥ 0, são, por definição, os espaços de cohomologia do complexo
de R-espaços vetoriais dado por

C∞(Ω) = F0(Ω)
d−→ F1(Ω)

d−→ F2(Ω)
d−→ · · · d−→ Fn(Ω)

d−→ Fn+1(Ω)
d−→ · · ·

Explicitamente, temos então

H0(Ω) = ker
(
C∞(Ω)

d−→ F1(Ω)
)

;

Hn(Ω) =
ker
(
Fn(Ω)

d−→ Fn+1(Ω)
)

=
(
Fn−1(Ω)

d−→ Fn(Ω)
) , n ≥ 1.

Tomemos agora um subconjunto aberto U de RM e F : Ω→ U uma aplicação de classe
C∞. A aplicação F induz aplicações lineares λn : Fn(U) → Fn(Ω), λn(ω) = ωF . Uma vez
que d(ωF ) = (dω)F segue que (A.5) está satisfeita, de onde concluimos que a aplicação
“pullback por F” induz aplicações lineares Hn(U)→ Hn(Ω). Em particular do Lema A.1
obtemos o seguinte resultado:

Proposição A.1. Se Ω e U são abertos de RN e se existir uma difeomorfismo de classe
C∞ de Ω sobre U então Hn(Ω) ' Hn(U) para todo n ≥ 0.

Vejamos agora algumas propriedades dos espaços de cohomologia Hn(Ω).

Proposição A.2. Seja Ω um subconjunto aberto de Rn.

(1) Hn(Ω) = 0 se n > N ;
(2) Se κ = |{V : V é componente conexa de Ω}| então H0(Ω) é igual ao produto

cartesiano de κ cópias de R;2

(3) Se Ω é estrelado então H0(Ω) ' R e Hn(Ω) = 0 para todo n ≥ 1.

2O número de componentes conexas de um aberto de RN ou é finito ou é (infinito) enumerável (pro-
priedade de Lindelöf). Neste último caso H0(Ω) será então o R-espaço vetorial formado por todas as
sequências de números reais.
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Demonstração. (1) segue do fato que Fn(Ω) = 0 se n > N . Para (2) é suficiente
observar que H0(Ω) é formado pelas funções com diferencial nulo, isto é, as funções que são
constantes em cada componente conexa de Ω. Finalmente, (3) segue do Lema de Poincaré
(Caṕıtulo 4) e do fato que todo aberto estrelado é, necessariamente, conexo. �

Observação. É possivel mostrar que HN(Ω) = 0 para todo aberto Ω de RN . Infelizmente
as técnicas requeridas para sua demonstração fogem do escopo deste curso (cf. Exerćıcio 5
do Apêndice).

Assim, para se determinar a cohomologia de um aberto de RN é suficiente determinar
Hn(Ω) para 1 ≤ n ≤ N − 1.

O caso N = 2 é particularmente interessante. Para um aberto Ω de R2 o único espaço
que precisa ser determinado é H1(Ω). Por exemplo, se existir um difeomorfismo de classe
C∞ entre Ω e o disco unitário D

.
= {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 < 1} então H1(Ω) = 0. Vale

a rećıproca deste fato, que é um resultado não elementar e cuja demonstração segue do
famoso Teorema de Riemann da teoria das funções anaĺıticas de uma variável complexa: se
Ω é um subconjunto aberto e conexo de R2 com H1(Ω) = 0 então existe um difeomorfismo
de classe C∞ entre Ω e D. O próximo resultado determina completamente a cohomologia
do plano com sua origem removida.

Teorema A.1. Se Ω = R2 \ {0} então H1(Ω) ' R. Mais precisamente, se

α =
−y

x2 + y2
dx+

x

x2 + y2
dy

e se ξ ∈ H1(Ω) então existe λ ∈ R tal que ξ = λ[α] (lembre que, de acordo com a discussão
que segue o Exemplo 5.1, [α] 6= 0 em H1(Ω)).

Demonstração. Seja W
.
= {(r, θ) ∈ R2 : r > 0} e considere a aplicação F : W → Ω

dada por F (r, θ) = (r cos θ, r sen θ). Observe que

αF =
−r sen θ

r2
d(r cos θ) +

r cos θ

r2
d(r sen θ)

=
1

r
{−(sen θ) [(cos θ) dr − (r sen θ) dθ] + (cos θ) [(sen θ) dr + (r cos θ) dθ]}

= dθ.

Vamos transferir nossa análise para o aberto W , isto é, vamos trabalhar nas variáveis
(r, θ). Para tal é fundamental observar que agora C∞(Ω) se identifica com o espaço

A .
= {u ∈ C∞(W ) : u(r, θ) = u(r, θ + 2π), (r, θ) ∈ W}

enquanto que F1(Ω) se identifica com o espaço

A1
.
= {ω = a dr + b dθ ∈ F1(W ) : a, b ∈ A}.

Desta maneira podemos escrever

(A.6) H1(Ω) ' {ω ∈ A1 : dω = 0}
{du : u ∈ A}
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e portanto o teorema ficará demonstrado se verificarmos que

(A.7)
{ω ∈ A1 : dω = 0}
{du : u ∈ A}

= {λ[dθ] : λ ∈ R} .

Iniciamos mostrando um resultado preliminar:

Lema A.2. Seja f ∈ A. Uma condição necessária e suficiente para que exista u ∈ A
satisfazendo ∂u/∂θ = f é que

(A.8)

∫ 2π

0

f(r, θ) dθ = 0, ∀r > 0.

Demonstração. Se tal u existe então∫ 2π

0

f(r, θ) dθ = 0 =

∫ 2π

0

∂u

∂θ
(r, θ) dθ = u(r, 2π)− u(r, 0) = 0 .

Reciprocamente, se (A.8) é satisfeita então

u(r, θ)
.
=

∫ θ

0

f(r, θ′) dθ′

satisfaz ∂u/∂θ = f e pertence a A, uma vez que, para todo r > 0,

u(r, θ + 2π)− u(r, θ) =

∫ θ+2π

θ

f(r, θ′) dθ′ =

∫ 2π

0

f(r, θ′) dθ′ = 0 . �

Passaremos agora à demonstração de (A.7). Temos que verificar que dada qualquer
ω ∈ A1 satisfazendo dω = 0 então existe λ ∈ R tal que

(A.9) ω − λdθ ∈ {dv : v ∈ A} .

Tomemos então uma tal ω = adr + bdθ. Temos

d

dr

∫ 2π

0

b(r, θ)dθ =

∫ 2π

0

∂b

∂r
(r, θ)dθ =

∫ 2π

0

∂a

∂θ
(r, θ)dθ = a(r, 2π)− a(r, 0) = 0

e portanto ∫ 2π

0

b(r, θ)dθ
.
= κ (constante!).

Seja

ω̃
.
= ω − κ

2π
dθ = adr + b̃dθ.

Note que ω̃ ∈ A1, que dω̃ = 0 e que∫ 2π

0

b̃(r, θ) dθ =

∫ 2π

0

b(r, θ) dθ − κ = 0 .

Pelo Lema A.2 existe u ∈ A tal que ∂u/∂θ = b̃. Temos

du =
∂u

∂r
dr + b̃ dθ = ω̃ +

(
∂u

∂r
− a
)

dr
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e, como dω̃ = 0, temos também

d

(
∂u

∂r
− a
)
∧ dr = 0 .

Isto é o mesmo que dizer que a expressão entre parêntesis é uma função v(r) (independente
de θ). Assim

d

(
u−

∫ r

0

v(s)ds

)
︸ ︷︷ ︸

∈A

= ω̃

e portanto vale (A.9) com λ = κ/(2π). Isto conclui a demonstração. �





APÊNDICE B

Exerćıcios

Caṕıtulo 1

1. Seja X um conjunto não vazio e seja C um subconjunto de P(X). Suponha C 6= ∅. Mostre
que existe a menor σ-álgebra que contém C, isto é, mostre que existe uma σ-álgebra A de
subconjuntos de X satisfazendo as seguintes propriedades:

(a) C ⊂ A;

(b) Se D é uma σ-álgebra de subconjuntos de X tal que C ⊂ D então A ⊂ D.

2. Seja X um conjunto não enumerável. Mostre que

A .
= {A ∈ P(X) : A ou X \ A é enumerável}

é uma σ-álgebra de subconjuntos de X. Defina µ : A → {0, 1} pela regra µ(A) = 0 se A é
enumerável, µ(A) = 1 se X \ A é enumerável. Mostre que µ é uma medida.

3. Sejam (X,A) um espaço mensurável e f : X → R satisfazendo a seguinte propriedade:
existe A denso em R tal que {x ∈ X : f(x) < a} ∈ A para todo a ∈ A. Mostre que f é
A-mensurável.

4. Sejam (X,A) um espaço mensurável e fn : X → R, n = 1, 2, . . ., uma sequência de
funções A-mensuráveis. Mostre que o conjunto dos pontos x ∈ X para os quais existe o
limite da sequência {fn(x)} é A-mensurável.

5. Sejam (X,A, µ) um espaço de medida finita e f : X → R uma função A-mensurável.
Mostre que para todo ε > 0 existem Aε ∈ A e M > 0 tais que µ(X \Aε) < ε e |f(x)| ≤M
para x ∈ Aε. A hipótese µ(X) <∞ é essencial?

6. Sejam (X,A, µ) um espaço de medida finita e fn : X → R, n = 1, 2, . . . , uma sequência
de funções A-mensuráveis. Suponha que exista limn fn(x) para todo x ∈ X e seja f

.
=

lim fn. Mostre que para todo δ > 0 existe A ∈ A com µ(A) < δ tal que fn converge
uniformemente para f em X \ A.

7. Seja (X,A) um espaço mensurável e seja νx0 a medida de Dirac em A concentrada em
x0 ∈ X. Dada f : X → R uma função A-mensurável e limitada determine

∫
X
fdνx0 .

8. Sejam (X,A, µ) um espaço de medida finita e g : X → [0,∞[ uma função A-mensurável
e limitada. Considere a medida finita

ν(A) =

∫
A

g(x) dµ(x) A ∈ A.

81
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Mostre que se f : X → R é A-mensurável e limitada então∫
X

f(x) dν(x) =

∫
X

f(x)g(x) dµ(x) .

9. Sejam (X,A, µ) um espaço de medida finita e f : X → [0,∞[ uma função A-mensurável
e limitada. Mostre que se

∫
X
f(x)dµ(x) = 0 então f = 0 µ-q.s.

10. Sejam (X,A, µ) um espaço de medida com µ(X) = 1, ε > 0 e f : X → [ε,∞[ uma
função A-mensurável e limitada. Mostre que∫

X

log f dµ ≤ log

∫
X

f dµ.

Sugestão: Mostre primeiramente que log t ≤ t− 1 para 0 < t <∞. A seguir substitua t or
f(x)/

∫
X
f dµ e integre.

11. Sejam (X,A, µ) um espaço de medida com µ(X) = 1, ε > 0 e f : X → [ε,∞[ uma
função A-mensurável e limitada. Mostre que

lim
p→0+

{∫
X

fp dµ

}1/p

= exp

{∫
X

log f dµ

}
.

Sugestão: limt→0+(at − 1)/t =?

12. Seja (G,B, µ) um espaço de medida finita. Suponha que sobre G esteja definida uma
estrutura de grupo (g, h) 7→ g · h satisfazendo a seguinte propriedade: se g ∈ G e A ∈ B
então g · A .

= {g · h : h ∈ A} ∈ B e µ(g · A) = µ(A). Seja ainda f : G → R uma função
B-mensurável e limitada. Mostre que para todo g ∈ G vale∫

G

f(g · h)dµ(h) =

∫
G

f(h)dµ(h).

13. Sejam (Y,A, µ) um espaço de medida finita e U ⊂ RN aberto. Considere uma função
f : U × Y → R satisfazendo a seguinte propriedade:

para todo x ∈ U a função y 7→ f(x, y) é A-mensurável e limitada.

Esta propriedade permite definir F : U 7→ R pela fórmula

F (x) =

∫
Y

f(x, y) dµ(y).

(a) Suponha ainda que, para todo y ∈ Y , a função x 7→ f(x, y) seja cont́ınua em U e
que exista uma constante M > 0 tal que |f(x, y)| ≤M quando (x, y) ∈ U ×Y . Mostre que
então F é cont́ınua.

(b) Suponha agora que, para todo y ∈ Y , a função x 7→ f(x, y) seja de classe C1 em U
e que exista um constante M1 > 0 tal que∣∣∣∣ ∂f∂xj (x, y)

∣∣∣∣ ≤M1, (x, y) ∈ U × Y, j = 1, . . . , N.
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Mostre que F é de classe C1 em U e que

∂F

∂xj
(x) =

∫
Y

∂f

∂xj
(x, y) dµ(y), x ∈ U, j = 1, . . . , N.

(c) Determine uma condição suficiente para que F seja de classe Ck em U , k = 2, . . . ,∞.

14. Seja (X,A, µ) um espaço de medida finita e seja F o conjunto de todas as funções
A-mensuráveis f : X → R. Para f, g ∈ F defina

d(f, g) =

∫
X

|f − g|
1 + |f − g|

dµ.

Mostre as seguintes afirmações:

(a) d(f, g) = 0 se, e só se, f = g µ-q.s.

(b) d(f, g) = d(g, f).

(c) d(f, g) ≤ d(f, h) + d(h, g).

(d) Se fn ∈ F , n = 1, 2, . . . , e se f ∈ F então d(fn, f)→ 0 se, e só se, para todo δ > 0
tem-se

lim
n→∞

µ ({x ∈ X : |fn(x)− f(x)| ≥ δ}) = 0.

(e) Se fn ∈ F , n = 1, 2, . . . , é tal que d(fm, fn) → 0 então existe f ∈ F tal que
d(fn, f)→ 0;

Caṕıtulo 2

1. Demonstre que a classe de todos os subconjuntos A de RN tais que m∗(A) = 0 ou
m∗(RN \ A) = 0 forma uma σ-álgebra.

2. Sejam A,B subconjuntos de RN , com m∗(A) = 0. Mostre que m∗(A ∪B) = m∗(B).

3. Seja A um subconjunto enumerável de RN . Mostre que m∗(A) = 0.

4. Sejam A um subconjunto de RN , y ∈ RN e λ ∈ R. Defina y + A
.
= {y + x : x ∈ A} e

λA
.
= {λx : x ∈ A}. Mostre que:

(a) m∗(y + A) = m∗(A);

(b) m∗(λA) = |λ|Nm∗(A).

5. Mostre que se A ⊂ RN é Lebesgue-mensurável e se y ∈ RN então y + A é Lebesgue-
mensurável e que m(y + A) = m(A). Mostre ainda que se λ ∈ R então λA é também
Lebesgue-mensurável e que m(λA) = |λ|Nm(A).

6. Seja f : RN → R Lebesgue mensurável e suponha que exista ∂f/∂x1 em todo ponto de
RN . Mostre que ∂f/∂x1 é também Lebesgue mensurável.

7. Sejam X ∈ M(RN) com m(X) <∞, y ∈ RN e f : y +X → R uma função M(y +X)-
mensurável e limitada. Mostre que x 7→ f(y + x) é M(X)-mensurável e que∫

X

f(y + x)dm(x) =

∫
y+X

f(x)dm(x).
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8. Sejam X ∈ M(RN) com m(X) < ∞, λ ∈ R e f : λX → R uma função M(λX)-
mensurável e limitada. Mostre que x 7→ f(λx) é M(X)-mensurável e que

|λ|N
∫
X

f(λx)dm(x) =

∫
λX

f(x)dm(x).

9. Sejam A,B ∈M(RN) e f : A∪B → R uma função definida em A∪B. Mostre que f é
M(A ∪ B)-mensurável se, e somente se, f |A : A → R é M(A)-mensurável e f |B : B → R
é M(B)-mensurável.

10. Sejam X ∈M(RN) e f : X → R uma funçãoM(X)-mensurável. Mostre que f−1[U ] ∈
M(X), qualquer que seja o aberto U ⊂ R.

11. Sejam Ω ⊂ RN aberto e f : Ω→ R Lebesgue-mensurável e limitada sobre os compactos
de Ω. Sejam x0 ∈ Ω e r > 0 tais que {x : |x− x0| ≤ r} ⊂ Ω e considere uma sequência de
conjuntos Lebesgue-mensuráveis Xj satisfazendo m(Xj) > 0 e Xj ⊂ {x : |x − x0| ≤ r/j}.
Mostre que se f é cont́ınua em x0 então

lim
j→∞

1

m(Xj)

∫
Xj

f(x)dm(x) = f(x0) .

12. Sejam Ω ⊂ RN aberto e f : Ω → [0,∞[ uma função Lebesgue-mensurável, que é
limitada sobre os subconjuntos compactos de Ω. Suponha que exista uma constante C > 0
tal que

∫
K
f(x) dm(x) ≤ C para todo K ⊂ Ω compacto. Seja {Kj} uma sequência de

subconjuntos compactos de Ω satisfazendo Kj ⊂ int(Kj+1),
⋃∞
j=1Kj = Ω. Mostre que

lim
j→∞

∫
Kj

f(x)dm(x) = sup

{∫
K

f(x) dm(x) : K ⊂ Ω , K compacto

}
.

13. Seja [a, b], a < b, um intervalo compacto de R e f : [a, b] → R Lebesgue mensurável e
limitada. Suponha que

∫
[a,x]

f(t)dm(t) = 0 para todo x ∈ [a, b]. Mostre que f = 0 m-q.s.

em [a, b]

14. Caso você não conheça, procure e estude em algum texto a construção do conjunto de
Cantor em R (o livro de Hewitt–Stromberg, Real and Abstract Analysis, Graduate Texts
in Mathematics no. 25, Springer-Verlag, 1965 é uma referência). Mostre que o conjunto de
Cantor é M(R)-mensurável, não-enumerável e de medida zero.

15. Seja f : [0, 1]→ R cont́ınua. Defina

g(x) = f(x1)f(x2) · · · f(xN), x = (x1, . . . , xN) ∈ I.
Mostre que ∫

[0,1]N
g(x)dm(x) =

[∫
[0,1]

f(t)dm(t)

]N
.

16. Uma medida µ definida sobre os conjuntos Lebesgue mensuráveis de RN satisfaz a
propriedade (?) se µ(K) < ∞ para todo compacto K de RN e se existe uma constante
C > 1 tal que

µ(B[x, 2δ]) ≤ Cµ(B[x, δ]), x ∈ Rn, δ > 0.
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Aqui B[x, δ] = {y ∈ RN : |y − x| ≤ δ}. Mostre que

(a) A medida de Lebesgue m satisfaz a propriedade (?).

(b) Se µ satisfaz (?) e não se anula identicamente então µ(RN) =∞.

(c) Se µ satisfaz (?) e se x ∈ RN então µ({x}) = 0.

Sugestão para (c): Dado v ∈ RN com |v| = 1 tem-se

µ({x}) + µ(B[x+ δv/2, δ/4]) ≤ µ(B[x, δ]).

Caṕıtulo 3

1. Seja Ω ⊂ RN aberto. Mostre que dados um intervalo I ⊂⊂ Ω e ε > 0 existem cubos
compactos Ij ⊂ Ω, j = 1, . . . , n, tais que I ⊂ I1 ∪ . . . ∪ In e

∑n
j=1 Vol(Ij) ≤ Vol(I) + ε.

2. Sejam Ω ⊂ RN , E ⊂⊂ Ω com m(E∗) = 0 e ε > 0. Mostre que existe uma sequência de
cubos compactos In ⊂ Ω, n = 1, 2, . . . , tal que E ⊂

⋃
n In e

∑
n Vol(In) < ε.

3. Defina F : R2 → R2 pela regra

F (x, y) = (ex cos y − 1, ex sen y).

Mostre que F = G2 ◦G1 em uma vizinhança da origem, onde

G1(x, y) = (ex cos y − 1, y), G2(u, v) = (u, (1 + u) tan v).

Determine F ′(0, 0), G′1(0, 0) e G′2(0, 0). Defina ainda

H1(x, y) = (x, ex sen y)

e determine
H2(u, v) = (h(u, v), v)

de tal modo que F = H2 ◦H1 em uma vizinhança da origem. Compare o resultado obtido
com a Proposição 3.1.

4. Defina (x, y) = T (r, θ) no retângulo

R = {(r, θ) : 0 ≤ r ≤ a, 0 ≤ θ ≤ 2π}
por

x = r cos θ, y = r sen θ.

Mostre T aplica R sobre o disco fechado D de centro na origem e raio a, que T é injetora
no interior de R e que detT ′(r, θ) = r. Mostre também que se f : D → R é Lebesgue-
mensurável e limitada então ∫

D

f =

∫
R

f(T (r, θ)) r drdθ.

Observação: note que o Teorema de Mudança de Variáveis não se aplica diretamente...

5. Sejam Ω ⊂ RN aberto e f : Ω → f(Ω) um difeomorfismo de classe C1. Mostre que se
F ⊂ Ω é tal que m∗(F ) = 0 então m∗(f(F )) = 0.

6. Sejam I um intervalo aberto de R e g : I → R de classe C1. Defina Ω = I × R ⊂ R2 e
f : Ω→ R2, f(x, y) = (x, y + g(x)).
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(a) Mostre que f é um difeomorfismo de classe C1 de Ω sobre si mesmo.

(b) Mostre que se E ⊂⊂ Ω é Lebesgue-mensurável então m(f(E)) = m(E).

(c) Mostre que o gráfico de g, que é por definição o conjunto {(x, g(x)) : x ∈ I} ⊂ R2, tem
medida nula.

(d) Mostre que se r > 0 então o ćırculo S = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = r2} tem medida de
Lebesgue nula.

7. Sejam Ω ⊂ RN aberto e f : Ω → f(Ω) um difeomorfismo de classe C1. Para cada
a = (a1, . . . , aN) ∈ Ω e cada r > 0 defina

I[a, r] = [a1 − r/2, a1 + r/2]× . . .× [aN − r/2, aN + r/2].

Mostre que

lim
r→0+

m (f(I[a, r]))

rN
= | det f ′(a)|.

8. Sejam Ω ⊂ RN aberto, f : Ω → RN de classe C2 e a = (a1, . . . , aN) ∈ Ω. Suponha que
f ′(a) = 0. Seguindo a notação do exerćıcio anterior, mostre que

lim
r→0+

m (f(I[a, r]))

rN
= 0 .

Sugestão: Mostre, primeiramente, que existe C > 0 tal que |f(x)− f(a)| ≤ C|x− a|2, x ∈
I[a, r] e conclua que diam (f(I[a, r])) ≤ CNr2/2.

9. Seja f : RN → RN um difeomorfismo de classe C1 tal que f(B) ⊂ B, onde B = {x :
|x| ≤ 1}. Suponha ainda que | det f ′(x)| < 1 para todo x ∈ B. Determine, para g : B → R
cont́ınua, o limite

lim
n→∞

∫
fn(B)

g(x) dm(x);

Aqui fn = f ◦ . . . ◦ f (n fatores).

Para os próximos dois exerćıcios adotaremos a seguinte definição.

Definição. Se f : RN → [0,∞[ é Lebesgue-mensurável e limitada sobre os conjuntos
limitados de RN , definimos∫

RN
f(x)dm(x) = lim

R→∞

∫
IR

f(x)dm(x),

onde IR = [−R,R]N .

Note que este limite sempre existe e que seu valor pertence a [0,∞].

10. Mostre que ∫
R

e−x
2

dm(x) =
√
π.

Sugestão: Inicie observando que{∫
[−R,R]

e−x
2

dm(x)

}2

=

∫
[−R,R]2

e−(x2+y2)dm(x, y).
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11. Uma transformação linear A ∈ L(RN) é definida positiva se 〈Ax, x〉 > 0 para x ∈ RN ,
x 6= 0. Mostre que se A é definida positiva e simétrica então∫

RN
e−〈Ax,x〉dm(x) =

(
πN

detA

)1/2

.

Sugestão: Lembre-se que se A é definida positiva e simétrica então detA > 0 e que, de
acordo com um resultado de Álgebra Linear, existe B ∈ L(RN), com B∗B = I, tal que
B∗AB é diagonalizável.

Caṕıtulo 4

1. Sejam Ω ⊂ RN aberto e K ⊂ Ω compacto. Mostre que se f ∈ C∞(Ω) então existe
F ∈ C∞(RN) tal que F = f em K.

2. Seja ρε como definida no ińıcio do Caṕıtulo IV. Seja também u : RN → R uma função
cont́ınua que satisfaz a seguinte propriedade: existe um compacto K ⊂⊂ RN tal que u(x) =
0 se x 6∈ K. Defina

uε(x) =

∫
RN
u(x− y) ρε(y) dm(y).

Mostre as seguintes afirmações:

(a) uε ∈ C∞(RN);

(b) Existe um compacto K0 ⊂⊂ RN tal que uε(x) = 0 se x 6∈ K0 e 0 < ε ≤ 1;

(c) uε
ε→0+−→ u uniformemente em RN .

3. Mostre que se I, J e K são multi-́ındices ordenados de comprimento p, q e r respectiva-
mente, formados por elementos de {1, . . . , N}, então

dxI ∧ dxJ = (−1)pqdxJ ∧ dxI , (dxI ∧ dxJ) ∧ dxK = dxI ∧ (dxJ ∧ dxK) .

4. Mostre que se ω é uma k-forma definida sobre um subconjunto aberto de RN , e se k é
ı́mpar, então ω ∧ω = 0. Dê um exemplo de uma forma diferencial β ∈ F2(R4) satisfazendo
β ∧ β 6= 0.

5. Sejam Ω ⊂ RN aberto e α ∈ F1(Ω). Mostre que

dα(L,M) = L(α(M))−M(α(L))− α([L,M ]), L,M ∈ X(Ω).

6. Mostre que se α, β são formas fechadas então α ∧ β também é fechada. Mostre que, se
em adição, β é exata então α ∧ β também é exata.

7. Sejam F : R3 → R2, F (x1, x2, x3) = (x2
1 − senx2, e

x3), e ω = (log y2)dy1 ∧ dy2 ∈ F2(U),
onde U = {(y1, y2) ∈ R2 : y2 > 0}. Determine ωF .

8. Sejam Ω ⊂ R2 aberto e ω = ω1dx1 + ω2dx2 ∈ F1(Ω). Defina

L = ω2
∂

∂x1

− ω1
∂

∂x2

∈ X(Ω) .
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Mostre que existe f ∈ C∞(Ω), f > 0 em Ω, satisfazendo d(fω) = 0 se, e somente se, existe
u ∈ C∞(Ω) satisfazendo

Lu =
∂ω2

∂x1

− ∂ω1

∂x2

.

9. Sejam Ω e U abertos de RN e F : Ω → U um difeomorfismo de classe C∞. Dado
L ∈ X(Ω) defina F∗(L) : C∞(U)→ C∞(U) pela regra

F∗(L)(g)
.
= L(g ◦ F ) ◦ F−1, g ∈ C∞(U).

Mostre que F∗(L) ∈ X(U) e que F∗ : X(Ω)→ X(U) é R-linear.

10. Defina π : RN+1 → RN , π(x1, . . . , xN , xN+1) = (x1, . . . , xN). Sejam ω ∈ F1(RN) e
f ∈ C∞(RN), com f 6= 0 em todo ponto. Defina α ∈ F1(RN+1) pela fórmula

α
.
= ωπ −

1

f ◦ π
dxN+1 .

Mostre que d(fω) = 0 se, e somente se, α ∧ dα = (ω ∧ dω)π.

11. Considere a demonstração do Lema de Poincaré. Determine explicitamente a expressão
dos coeficientes da forma α em termos dos coeficientes da forma ω.

Caṕıtulo 5

1. Sejam Ω ⊂ RN aberto e σ ∈ c0(Ω) = C0(Ω) tal que
∫
σ
ω = 0, ∀ω ∈ F0(Ω). Mostre que

σ = 0.

2. Seja Ω ⊂ RN aberto. Mostre que se ω ∈ Fk(Ω) é tal que
∫
σ
ω = 0, ∀σ ∈ sk(Ω), então

ω = 0.

3. Sejam k ≥ 2 e Γ ∈ ck(Ω) (Ω aberto de RN). Mostre que ∂(∂Γ) = 0.

4. Sejam p0, p1 ∈ RN .

(a) Calcule ∂σ, onde σ = [p0, p0, p0].

(b) Seja α = [p0, p1] + [p1, p0]. Determine Γ ∈ c2(RN) tal que ∂Γ = α.

5. Dada
ω = x1dx2 ∧ dx3 + x2dx1 ∧ dx3 + x3dx1 ∧ dx2

determine
∫
σ
ω, onde σ = [e1 + 2e3, 2e2, e2 − e1] e {e1, e2, e3} é a base canônica de R3.

6. Sejam β ∈ F2(R2) e ϑ = [0, e1, e2] + [e1 + e2, e2, e1] ∈ c2(R2). Mostre que∫
ϑ

β =

∫
I

β,

onde I = [0, 1]× [0, 1]. Aqui {e1, e2} é a base canônica de R2.

7. Seja Ω um aberto de RN . Mostre que se k ≥ 1 então ∂ : Ck(Ω) → Ck−1(Ω) é uma
extensão da aplicação ∂ : ck(Ω)→ ck−1(Ω). Mostre também que se k ≥ 2, e se θ ∈ Ck(Ω),
então ∂(∂θ) = 0.

Sugestão. Para esta última parte note que se τ kj = [e0, . . . , êj, . . . , ek], onde e0 = 0, então

τ
(k)
j ◦ τ

(k−1)
` = τ

(k)
`+1 ◦ τ

(k−1)
j .
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8. Sejam Ω ⊂ RN aberto e D : FN−1(Ω)→ FN(Ω) um operador linear que satisfaz∫
Θ

Dω =

∫
∂Θ

ω, ∀Θ ∈ CN(Ω).

Mostre que D = d, o operador derivada exterior.

Caṕıtulo 6

1. Sejam Ω ⊂ RN aberto, ω ∈ F1(Ω), ω =
∑N

j=1 ωj(x)dxj e suponha que
∑N

j=1 |ωj(x)| 6= 0

para todo x ∈ Ω. Seja também θ ∈ F1(Ω) satisfazendo θ ∧ ω = 0.

(a) Mostre que dado x0 ∈ Ω existem V0 ⊂ Ω aberto contendo x0 e f ∈ C∞(V0) tais que
θ = fω em V0.

(b) Conclua que dado K ⊂ Ω compacto existe uma função g de classe C∞ definida em
um aberto U que contém K tal que θ = gω em U .

Sugestão para (b): utilizar a Proposição 6.2.

2. Suponha que os coeficientes de α ∈ FN−1(RN) se anulam no complementar de um
compacto K de RN . Mostre que

∫
K

dα = 0.

3. Seja Ω ⊂⊂ R2 um aberto regular e sejam f, g : U → R de classe C∞, onde U é um
aberto de R2 que contém Ω̄. Mostre que∫

Ω̄

∂(f, g)

∂(x, y)
(x, y) dm(x, y) =

∫
∂Ω

f dg = −
∫
∂Ω

g df.

4. Seja Ω ⊂⊂ RN um aberto regular e seja f = (f1, . . . , fN) : U → RN de classe C∞, onde
U é um aberto de RN que contém Ω̄. Suponha que, para algum 1 ≤ j ≤ N tem-se fj = 0
em ∂Ω. Mostre que ∫

Ω̄

det f ′(x) dm(x) = 0 .

5. Seja Ω um aberto regular em RN . Enuncie e demonstre uma fórmula para Ω que
generalize a conhecida fórmula de integração por partes quando Ω =]a, b[⊂ R.

6. Sejam Ω ⊂ RN um aberto regular, U ⊂ RN aberto, Ω̄ ⊂ U , α ∈ Fp(U), β ∈ FN−p−1(U).
Suponha que β seja fechada e que os coeficientes de α se anulam na fronteira de Ω. Mostre
então que ∫

Ω̄

(dα) ∧ β = 0.

7. Demonstre a Proposição 6.3.

8. Sejam f, g ∈ C∞c (R2). Escreva as coordenadas em R2 como (x, y) e seja H+ = {(x, y) ∈
R2 : y ≥ 0}. Mostre que se ω = f(x, y)dx+ g(x, y)dy então∫

H+

dω =

∫
R
f(x, 0) dm(x).
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9. Sejam Ω ⊂ RN um aberto com fronteira regular e ~n o campo normal exterior a Ω. Para
uma função u de classe C∞ definida em uma vizinhança V de Ω definimos

∆u(x)
.
=

N∑
j=1

∂2u

∂x2
j

(x), x ∈ V e
∂u

∂~n
(y)

.
= ~∇u(y) · ~n(y), y ∈ ∂Ω.

Utilize o teorema da divergência para mostrar que se u, v são de classe C∞ em V então∫
Ω

{
u(x)∆v(x) + ~∇u(x) · ~∇v(x)

}
dm(x) =

∫
∂Ω

u(y)
∂v

∂~n
(y) dm∂Ω(y)

e que∫
Ω

{u(x)∆v(x)− v(x)∆u(x)} dm(x) =

∫
∂Ω

{
u(y)

∂v

∂~n
(y)− v(y)

∂u

∂~n
(y)

}
dm∂Ω(y) .

Conclua que se ∆u = 0 em Ω e se u = 0 em ∂Ω então u = 0 em Ω.

10. Mostre os resultados abaixo:

(a) Seja ρ : RN → R de classe C∞ tal Ω
.
= {x ∈ RN : ρ(x) < 0} é limitado e dρ(x) 6= 0

quando ρ(x) = 0. Então Ω é um aberto com fronteira regular.

(b) Seja Ω um aberto de RN com fronteira regular. Então dado x0 ∈ ∂Ω existe um
aberto U ⊂ RN contendo x0 e g : U → R de classe C∞ tal que

g(x0) = 0, dg(x0) 6= 0, U ∩ Ω = {x ∈ U : g(x) < 0}.

(c) Todo aberto com fronteira regular é da forma descrita no ı́tem (a) para alguma
função ρ. Sugestão: utilizar partições da unidade.

(d) Se r > 0 então B = {x ∈ RN : |x| < r} é um aberto com fronteira regular.

(e) Seja L =
∑N

j=1 aj(x)∂/∂xj um campo vetorial definido em um aberto contendo B̄.

Seja também ~a = (a1, . . . , aN). Então∫
B̄

(divL)(x) dm(x) =

∫
∂B

~a(y) · y
|y|

dm∂B(y).

(f) Em particular

m(B) =
r

N
m∂B(∂B).

(g) Seja B0 = {x ∈ RN : |x| < 1}. Então

m∂B(∂B) = rN−1m∂B0(∂B0).

Apêndice

1. Seja

E : E0
T0−→ E1

T1−→ E2
T2−→ · · · Tn−1−→ En −→ 0
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um complexo finito de espaços vetoriais, todos eles de dimensão finita. Mostre que
n∑
j=0

(−1)j dimHj(E) =
n∑
j=0

(−1)j dimEj.

2. Seja Ω ⊂ R aberto. Mostre que dada f ∈ C∞(Ω) existe g ∈ C∞(Ω) tal que g′ = f .
Conclua que H1(Ω) = 0.

3. Seja C∞2π(RN) o espaço das funções infinitamente diferenciáveis em RN que são peŕıodicas
(e de peŕıodo 2π) em cada uma das variáveis. Considere a aplicação

D : C∞2π(RN) −→ C∞2π(RN)× . . .× C∞2π(RN)︸ ︷︷ ︸
N fatores

,

D(f) =

(
∂f

∂x1

, . . . ,
∂f

∂xN

)
.

Seja também F o subespaço de C∞2π(RN)× . . .×C∞2π(RN) formado pelas N -plas (f1, . . . , fN)
que satisfazem

∂fi
∂xj

=
∂fj
∂xi

, i, j = 1, . . . , N .

Mostre que F contém a imagem da aplicação D e determine o quociente de F pela
imagem de D.

4. Seja Ω = R3 \ {0}. Mostre que H2(Ω) 6= 0. Sugestão: Considere a 2-forma

ω =
1

(x2 + y2 + z2)3/2
(x dy ∧ dz + y dz ∧ dx+ z dx ∧ dy)

e a 2-superf́ıcie

σ : [0, π]× [0, 2π] −→ R3, σ(φ, θ) = (senφ cos θ, senφ sen θ, cosφ).

5. Defina o operador de Laplace em RN pela expressão

∆ =
∂2

∂x2
1

+ . . .+
∂2

∂x2
N

.

É um resultado não elementar da teoria da equações diferenciais parciais lineares que, dado
qualquer Ω ⊂ RN aberto, então ∆ : C∞(Ω)→ C∞(Ω) é sobrejetor. Use este resultado para
mostrar que HN(Ω) = 0, qualquer que seja Ω ⊂ RN aberto.

6. Seja Ω ⊂ RN aberto e denote os pontos em Ω× R na forma (x, t) = (x1, . . . , xN , t).

(a) Mostre que toda forma de grau k em Ω × R se escreve, de modo único, como
ω = dt∧ α+ β, onde α =

∑′
I αI(x, t)dxI e β =

∑′
J βJ(x, t)dxJ são formas de grau k− 1 e

k respectivamente.

(b) Defina uma tranformação K : Fk(Ω× R)→ Fk−1(Ω) pela fórmula

K(ω) =
∑
I

(∫ 1

0

αI(x, t)dt

)
dxI .
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Verifique que K está bem definida e que é R-linear.

(c) Para cada t ∈ R defina θt : Ω → Ω × R por θt(x) = (x, t). Mostre que se ω é uma
k-forma em Ω× R então vale

K(dω) + d (K(ω)) = (ω)θ1 − (ω)θ0 .

(d) Conclua que θ0 : Ω→ Ω× R e θ1 : Ω→ Ω× R induzem as mesmas transformações
Hn(Ω× R)→ Hn(Ω) para todo n ≥ 1.

7. Sejam Ω1,Ω2 ⊂ RN abertos com Ω1 ∩ Ω2 6= ∅
(a) Mostre que dada f ∈ C∞(Ω1∩Ω2) existem fj ∈ C∞(Ωj), j = 1, 2, tais que f = f1−f2

em Ω1 ∩ Ω2.

Sugestão: aqui você pode utilizar uma versão mais geral do resultado sobre a existência
de partições da unidade. Pesquise-a e enuncie-a precisamente.

(b) Definição: uma sequência de espaços vetoriais e aplicações lineares

0 −→ E1
T1−→ E2

T2−→ E3
T3−→ E4

é exata se kerT1 = 0 e kerTj = ImTj−1, j = 2, 3. Sejam então U, V abertos de RN ,
U ∩ V 6= ∅. Mostre que a seguinte sequência é exata:

0 −→ H0(U ∪ V )
T−→ H0(U)⊕H0(V )

S−→ H0(U ∩ V )
R−→ H1(U ∪ V ).

Aqui T , S e R são definidos do seguinte modo: considere as aplicações de inclusão

jU : U ↪→ U ∪ V, jV : V ↪→ U ∪ V, ιU : U ∩ V ↪→ U, ιV : U ∩ V ↪→ V.

Então
T (ξ) = (j∗U(ξ), j∗V (ξ)), S(ξ, η) = ι∗U(ξ)− ι∗V (η).

Para finalmente definir R proceda do seguinte modo: suponha que ξ ∈ H0(U ∩ V ) seja
representada por f ∈ C∞(U ∩ V ). Escreva f = f1 − f2 como em (1) e seja ω ∈ F1(U ∪ V )
dada por ω = df1 em U , ω = df2 em V . Defina R(ξ) = [ω]. Verifique primeiramente que
R está bem definida, isto é, que o valor de R(ξ) independe da escolha de f e da escolha de
sua decomposição, e mostre também que R é linear.

(c) É posśıvel decompor RN = U ∪ V com U e V abertos conexos e U ∩ V desconexo?
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