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Introducao

Estas notas tem como objetivo precipuo apresentar o Teorema de Stokes e algumas de
suas aplicagoes.

O Teorema de Stokes nada mais é que a versao multi-dimensional do bem conhecido
Teorema Fundamental do Calculo: se f : R — R é uma funcao, digamos, continuamente
diferenciavel e se a < b sao nimeros reais entao vale a férmula

(i) / F@)dz = £(b) - f(a).

Em particular, o valor da integral da derivada de f sobre o intervalo compacto I = [a, b]
¢ determinado pelos valores de f tomados na fronteira O = {a,b} de I. Se utilizarmos as
notacoes

(i) df = f'(x)dz,

(iii) y f=Fb)— fla)

entao (i) pode ser escrita na forma

(iv) /Idfz 1.

A igualdade (iv) recebe o nome de “Férmula de Stokes”. E evidente que nossa dis-
cussao, um tanto informal, merece um maior esclarecimento e este serd o objetivo de nossa
exposigao: vamos fornecer um significado preciso para (iv) no caso multi-dimensional e,
para tal,

e Desenvolveremos, no Capitulo 4, a teoria das formas diferenciais, que na Férmula
de Stokes sdo os integrandos (em particular, daremos o significado preciso para a
expressao df);

e Apresentaremos, no Capitulo 5, a teoria das cadeias singulares e sua fronteiras,
que sao os dominios de integracao na Férmula de Stokes.

Devemos enfatizar um fato que certamente nao passou despercebido ao leitor: em (iii)
existe uma importante escolha de sinais. No “ponto direito” do intervalo o valor da funcao
f é tomado sem troca de sinal, enquanto que esta troca ocorre quando tomamos o valor de
f no “lado esquerdo” do intervalo. Isto significa que para a validade da Férmula de Stokes
a fronteira do dominio deve ser tomada com a correta orientacao. A questao da orientacao
da fronteira do dominio no caso multi-dimensional serd também cuidadosamente analisada
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2 INTRODUCAO

no texto: mostraremos como escolher o sinal corretamente em cada uma das diversas faces
da fronteira.

Para se definir integracao de formas diferenciais necessitamos de dois ingredientes fun-
damentais: a teoria da integracao em RY e o Teorema de Mudanca de Varidvel na Integral
Multipla. Quanto a teoria da integracao optamos pela integral de Lebesgue, que traz como
vantagem, sobre a integral de Riemann, a de evitar as dificuldades oriundas da geome-
tria dos dominios de integragdo. No nosso (particular) caso precisamos somente integrar
funcoes mensuraveis e limitadas sobre conjuntos de medida finita. Com isto em mente
apresentamos, no Capitulo 1, a teoria abstrata da integragao nesta situacao particular. A
integral de Lebesgue em RY ¢ entao exposta no Capitulo 2 e, no Capitulo 3, apresentamos
a demonstracao completa do Teorema de Mudanca de Varidvel para a integral de Lebesgue.

IME-USP, Novembro de 2017



CAPITULO 1

Teoria Abstrata da Integracao

Seja X um conjunto nao vazio e considere P(X) ={A: A C X}.

Defini¢ao 1.1. Uma o-dlgebra de subconjuntos de X é um conjunto A C P(X) nao vazio
tal que

e Se Ae Aentao X \ A € A;
e SeA, e A,n=1,2,... entaolJ,_, A, € A

Note, em particular, que se A é uma o-algebra de subconjuntos de X entao

o ). X € A
e Se A, e A n=12 ... entdo -, A, € A
e Se A,Be€ Aentao B\A=BnN(X\A4) € A

Um espago mensurdvel é um par (X, A), onde X é um conjunto nao vazio e 4 é uma
o-algebra de subconjuntos de X. Um subconjunto A de X é A-mensuravel se A € A. Note
que se (X, A) é um espago mensuravel e se Y € A entao

AY:{AQY:AE.A}

¢ uma o-algebra de subconjuntos de Y. O par (Y, Ay) é entdo um espago mensurdvel,
denominado subespa¢o mensuravel de (X, A). Observe que Ay é simplesmente a classe de
todos os conjuntos A-mensuraveis contidos em Y.

Definicao 1.2. Seja (X, .A) um espago mensurdvel. Uma medida em (X, A) é uma fungao
p: A—[0,00] tal que u(@) =0 e

(U)o
n=1 n=1
para toda sequéncia A, € A, n=1,2,..., tal que A, N A,, =0 se n # m.
Note a validade da seguintes propriedades:

e AL Be A AC B = u(A) < u(B);
e A, Be A ACB, (A) <oo = pu(B\A) =pu(B) — p(A);
e Se A, e A,n=1,2,... entao u (U, 4n) <>, n(An).

Talvez a tnica destas propriedades que requeira uma melhor analise é a ultima. Para
tal observe que se definirmos a sequéncia

A=Ay, A% = A\ (A U...UAu ), n>2,
3



4 1. TEORIA ABSTRATA DA INTEGRACAO

temos Ay € A para todo n, A% N Ay, =0 se n # m e também (J - | A, = J,—, Ap. Deste

ja que A? C A, para todo n.

Exemplo 1.1. Considere um conjunto nao vazio X, tome A = P(X) e defina ¢: P(X) —
[0, o0] pela regra

((A) = {\A| se A é finito:

oo se A é infinito.
A medida ¢ é chamada medida de contagem sobre X.

Exemplo 1.2. Considere (X,.4) um espago mensuravel e para zo € X fixado defina v, :

A — [0, 00] pela regra
1 :
vy (A) = se g € A
0 sexy ¢ A

A medida v,, é chamada medida de Dirac em A concentrada em .

Exemplo 1.3. Considere um conjunto nao vazio X, tome A = P(X) e defina ¢ : P(X) —

[0, 0] pela regra
0 seA=40:
o(4) = {oo se A # 0.

E também facil de ver que ® define uma medida em (X, P(X)).

Definimos finalmente um espag¢o de medida como sendo uma tripla (X, .A, u) onde
(X, A) é um espago mensuravel e 4 é uma medida em (X, A). Se Y € A entdo py = pifa,
denomina-se medida induzida por p em Y. Note que assim obtemos um novo espaco de
medida (Y, Ay, uy).

Proposicao 1.1. Sejam (X, A, 1) um espago de medida e A, € A, n = 1,2, ... satisfazendo

A1CA2CA3C...EH13§O
(A, )—w(UA)

n=1

Demonstragao. Como antes defina A} = Ay, A> = A, \ A,_1 se n > 2. Entao A, =
AU UA, AnA =0sen#tmeld,— Ar =~ An. Logo

:ZM(A;)—>;L(UA;>:;L<UA”>. O

Corolério 1.1. Sejam (X, A, ) um espago de medida e B,, € A, n = 1,2, ... satisfazendo
By DBy D B3D...eu(B;) < oo. Entao

w(By) — p (ﬂ Bn> :

n=1
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Demonstragao. Defina A, = By \ B, n > 1. Pela Proposicao

w(Bi\ By) = p(Ay) — p (U An) =y <31 ) Bn> -

Como p(By) < 00 isto é o mesmo que

#lB1) = p(Ba) — u(B1) — (ﬂ Bn> . 0

Observagao. A hipétese p(B;) < oo é fundamental para a conclusao do Corolério .
De fato se tomarmos, no Exemplo X =Re B, =|0,1/n] teremos ®(B,,) = oo mas
¢ (ﬂff:l Bn) = CI)(Q)) = 0.

Passaremos agora ao estudo das chamadas fun¢oes mensuraveis.

Proposicao 1.2. Sejam (X, A) um espago mensuravel e f : X — R. As seguintes propri-
edades sao equivalentes:

(1) {re X : f(zx) <a} e A VaeR;
(2) {re X : f(zx) <a} e A VaeR;
(3) {re X : f(zx) > a} e A Va eR;
(4) {r e X: f(z)>a} e A VaeR.

A demonstragao desta proposicao é uma simples consequéncia das identidades
(reX:fla)<ah= o e X f0) <a—1/n}
n=1
X\{reX:fw)<a}={reX:f(x)>a},
{reX: f(z)>a}= [OJ{:UEX:f@) >a+1/n}.
n=1

Dizemos que f : X — R é A-mensuravel se f satisfaz as propriedades equivalentes da
Proposicao Note que se f é A-mensuravel entdao f~!(I) € A para todo interval(ﬂ I de
R. Em particular f~1{a} € A, para todo a € R.

Proposicao 1.3. Sejam (X, A) um espaco mensuravel, f,g: X — R fungoes A-mensurd-
veis e ¢ € R. Entao sao A-mensuraveis as funcgoes f + g, cf, fg.

Demonstragao. Uma vez que Q é denso em R temos, para cada a € R,
{reX: flz)+g(x) <al={reX:[f(r) <a—g(x)}

=J{reX f@)<rin{zeX :r<a—g()},
reQ

1Por um intervalo em R entendemos um conjunto I C R que satisfaz a seguinte propriedade: se r,s € I,
r<seser<t<sentaotel.
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de onde segue que f + g é A-mensurédvel. E f4cil ver que cf é A-mensurdvel. Por outro
lado temos {z € X : f(z)? <a}=0sea<0e

{reX: flx))<al={reX:—a?< f(z) <a?}
se o > 0, o que mostra que f? é A-mensurdvel. Finalmente, da identidade
1
fo=5(f+9° = -7
segue que fg é A-mensuravel. O

Um espago de medida (X, A4, 1) é dito completo se vale a seguinte propriedade:

Ae A n(A)=0,BC A= BeA

Proposicao 1.4. Sejam (X, A, ;1) um espago de medida completo e f : X — R uma func¢ao
A-mensurdvel. Se g: X - R étal que B={x € X : f(x) # g(z)} € A e u(B) =0 entao
g é A-mensuravel.

Demonstragao. Temos

{:cGX:g(a:)>a}:[{xeX:g(:c)>a}ﬂB]U[{xEX:f(x)ia}ﬂ(X\B)]/.

J N

-~

Bl BZ

Como (X, A, ) é completo segue que B; € A. Como, também, f é A-mensurdvel segue
que B, € A. O

Estudaremos agora sequéncias de fungoes mensuraveis.

Proposicao 1.5. Sejam (X, A) um espago mensuravel e f, : X — R uma sequéncia de
fungées A-mensurdaveis. Se {fi(x) : k € N} for limitado superiormente (resp. inferior-
mente) para cada x € X entao a fungao sup fy (resp. inf f) é A-mensurdvel.

Demonstracao. Temos

[e. 9]

{r € X :sup fe(z) > a} = U{xeX:fk(ac)>oz}

o que mostra que sup fi é A-mensuravel se cada f; o for. Para a outra assercao basta notar
que inf f, = —sup(—fx). O

Corolario 1.2. Sejam (X, A) um espaco mensurdvel e fr : X — R uma sequéncia de
fung¢oes A-mensurdveis tais que { fx(z) : k € N} é limitado para todo x € X. Entao sao A-
mensuraveis as fungées limf;, e limf,. Em particular, se existir lim fi(x) para cada v € X
entao lim f é A-mensuravel.

Demonstragao. Temos

tinfe) = sup (juf o)) Tonfe) = nf (sup fuo) ) 0

n n k>n
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Note que se f: X — R é A-mensuravel entao também o sao as fungoes

f+ :sup{f,O}, f_ :sup{—f,O}.
Note também que T, f~ sdo > 0eque f = fT— f~, |f| = f* + f~. Em particular |f]
também é A-mensuravel.

Seja A C X. A funcao caracteristica de A é a funcao x4 : X — R definida por
xa(z) =1sex € A, xa(zr) =0sex ¢ A. Note que ya é A-mensurdvel se, e somente se,

Ae A

Definigao 1.3. Sejam (X, A) um espago mensuravel e ¢ : X — R. Dizemos que ¢ é uma
fungao simples se ¢ for A-mensuravel e ¢(X) é um subconjunto finito de R.

Se ¢ : X — R é simples e se ¢(X) = {a1,...,an} entdo A; = ¢ '({a;}) € A,
j=1,...,m,e

m m
(1.1) X=J4, 6=> axa,-

j=1 j=1
Esta representacao de ¢ é chamada representacao canonica de ¢. Assim, uma func¢ao é sim-
ples se, e somente se, ela é uma combinacao linear de funcoes caracteristicas A-mensuraveis.
Note que uma funcao simples pode ser representada por diferentes tais combinagoes. Sua
representacao canodnica, contudo, é tnica.

Proposicao 1.6. Sejam (X,.A) um espago mensuravel e f : X — R uma fun¢ao A-
mensuravel e limitada. Entao existe uma sequéncia uniformemente limitada de fungoes
simples ¢, : X — R, ¢, < f para todo n, satistazendo ¢,(x) — f(x), z € X.

Demonstragao. Seja M > 0 tal que |f(x)| < M para x € X. Para cadan € N fixado e
cada —n < k < n definimos

b Lo GOV gy )

Note que Ay € A, Ay N A, =0sek#pe X =, Ax. Definimos

M n
bn(z) = sz (k—1)xa,, neN
Note que —2M < ¢,(z) < f(x) e f(x) — ¢n(z) < M/n para todo x € X e todo n. Isto
demonstra a proposicao. Il

Estamos agora preparados para desenvolver a teoria abstrata da integracao. A partir
de agora fixaremos um espago de medida finita (X, A, i), isto é, um espago de medida em
que u(X) < co. Dada uma funcdo simples ¢ : X — R, com representacao canonica (|1.1)),
definimos sua integral com relacao a p como sendo o nimero real

(1.2) [ otaruta) = [ oan =3 ana).

Para estudar as propriedades desta integral iniciamos com o seguinte lema:



8 1. TEORIA ABSTRATA DA INTEGRACAO

Lema 1.1. Seja ¢ uma funcao simples escrita na forma

N
¢ = Z CLXE),
k=1

onde E), € A sao taisqueEkﬁEp:fZ)Sek#peX:UfflE’k. Entao
/cb )dp(x chu (E}).

Demonstragao. Sejam ¢(X) = {ay,...,an}e A; = ¢ (a;). Temos A; = UkN:1(Aj NEy)
e a; = ¢ se A; N Ey, # 0. Entao

k=1
e, portanto,
m m N N
Zam( ZZCW (AN Ey) = chM(Ek)>
j=1 j=1 k=1 k=1
0 que prova o resultado. U

Proposicao 1.7. Sejam ¢, : X — R fungoes simples e ¢ € R. Entao

| eote) + v duta) = [ ofo)inte /¢ (e
Se. ainda, ¢ < 1 entio
[ otainta) < [ vt

/X o(2)du() < (sup H)u(X).

Em particular

Demonstragao. Sejam

m n
¢ = E ajxa,, Y= E biX By
j=1 k=1
as representacoes canodnicas de ¢ e 1 respectivamente. Logo podemos escrever

¢ = E ajk?XAjﬁBk 9 1/] - E bjk?XAjﬂBk .
J:k J:k

Como entao

o+ = (caz+ bjr) xa,05

jk
a primeira afirmacao segue do Lema[I.1} Além disto, temos ¢ < w se e somente se, a] k < b k
para todos j e k. Logo, novamente pelo Lemau segue que [, ¢ < ? )< [ ¥ x

se ¢ < 1, o que conclui a demonstracao.



1. TEORIA ABSTRATA DA INTEGRACAO 9

Observe entao que, como consequéncia da Proposicao , se (X, A, p) é um espaco de
medida finita e se Ay, ..., Ay € A, a1,...,ay € R s@o arbitrarios entao

6= as, = [ o) =3 ()

Vamos agora demonstrar o resultado central da teoria.

Teorema 1.1. Seja (X, A, u) um espago de medida finita e seja f : X — R uma fun¢ao
limitada. Se f é A-mensuravel entao

(1.3) sup {/ odp ¢ simples, ¢ < f} = inf {/ dp : ¢ simples, ¢ > f}
X X
e a reciproca é verdadeira se (X, A, i) é um espago de medida completo.

Demonstragao. Iniciamos tomando a mesma decomposicao utilizada para a demons-
tragao da Proposicao Seja M > 0 tal que |f(z)] < M para z € X. Para cadan € N
fixado e cada —n < k < n tomamos

Aki{xeX: M<f(x)§w}.

n n
Entao, como antes, A, € A, AyNA,=0sek#peX =J, Ax. Em particular

n

X)) =Y p(Ay).

k=—n
Sejam entao

M & M
o) =TS b )= 23 k-
k=—n k=—n

Uma vez que ¢, < f < 1, obtemos

n

C%i$m{A¢@u¢$mMﬁ¢§f}2%§§:®—Dumw,

k=—n

Qs = inf {/ wdp : 1 simples, ¥ > f} < % Z ku(Ayg)
X

k=—n
e, portanto,

Mup(X
0<Qr— Q1 < Mn( ) :
Fazendo n — oo concluimos a validade de (1.3)), isto é, @1 = @».

Reciprocamente, vamos assumir ([1.3|) e mostrar que f é mensuravel se (X, .4, ) for um
espaco de medida completo.

Para cada n existem ¢,,, ¥, fungoes simples tais que ¢, < f <, e

A%M—L%MS%
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Pela Proposigao [1.5] s@o A-mensuraveis as fungoes
¢ =supdn, U= inf i,
e ainda ¢* < f < ¢*. Assim, em virtude da Proposi¢ao [[.4], basta mostrar que
A ={z e X: ¢ (x) # f(2)}
pertence a A e que pu(A*) = 0. Como
A*C{r e X ¢ (x) — ¢*(x) > 0}

entao é suficiente verificar que

(1.4 i ({r € X+ 0 (a) — () > 0}) = 0.
Mas
{r e X :¢*(z) — ¢*(x) >0} = Uix € X :¢*(x) — ¢"(x) > 1/k}
k=1 ka

e, para todo n,
Ap CAY ={x € X :,(z) — dn(x) > 1/k}.

Como

1
zXar < xar (Vn — &)

temos
AP 1 1
k k X X X n

isto é, u(Ax) < k/n para todos k e n. Fazendo n — oo concluimos que p(Ag) = 0, de onde

segue (T.4).

U

Definicao 1.4. Se (X, A, i) é um espago de medida finita e se f : X — R é A-mensurdvel
e limitada definimos a integral de f com relacao a medida p pela expressao

| f@anto) = [ ran- sup{ [ o 6 simples. o < f} .
X X X

Nao é demais enfatizar a consisténcia desta definicao quando a funcao f é, ela mesmo,
uma funcao simples.

Nosso proximo resultado fornece as propriedade bésicas da integral com relagao a .
No seu enunciado utilizaremos a seguinte nomenclatura: dizemos que uma propriedade P
vale u—quase sempre (e abreviaremos p-q.s.) se o conjunto A = {z € X : P(x) é falsa} é
A-mensuravel e tem medida p igual a zero.
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Proposicao 1.8. Sejam (X, A, ) um espago de medida finita, f,g : X — R fungoes
A-mensuraveis e limitadas e ¢ € R. Entao

(i) [ eiu=c [ ra

(i) /X(f+g)du=/deu+/ngu;

(iii) f=gp-qs = /X fdp = /X gdu;

(iv) f<gpqs = /X fdp < /X gdu;

(v) ASfSBﬁAu(X)S/fdMSBu(X);
X

/deu‘ < [ Ifldu

Demonstragao. Suponha primeiramente ¢ > 0. Entao
/ cfdpy = sup{/ odp qbsimples,qSScf}
b's X
= sup {/ codp : ¢ simples, ¢ < f}
X
= sup {c/ odu . ¢ simples, ¢ < f}
b's

= csup {/ ¢dp ;¢ simples, ¢ < f}
X

= C/de,u.

/(_f)du = sup /gzﬁdu ¢ simples, ¢ < f}
X

Por outro lado

- sup{ W)dp : 1 simples, ¢ > f}
= sup{ /¢d,u 1 simples, ¢ > }

= _mf{/ dpu 1 1) simples, w>f}

- [ sau
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Estes dois fatos combinados mostram ( . Mostraremos agora . Sejam ¢, ) fungoes
simples, ¢ < f, ¢ < ¢g. Entdo ¢+ ¢ é uma funcio simples e ¢+ ¢ < f + g, de onde obtemos

/X<z>du+/X¢3du=/X<¢+é>dus/X<f+g>du

Tomando o supremo entre todas tais ¢ e ¢ vem

/deuﬂL/nguS/X(erg)du

Para se obter a desigualdade contraria poderiamos, certamente, proceder analogamente,
tomando agora 1), w funcgoes simples, ¥ > f, ) > g. Ha, entretanto, um argumento direto.
Pela desigualdade ja estabelecida,

/X(f+g)du+/x<—g)du§/X(f+g—g)dM=/deM

e portanto, por (i),
/(f+g)du —/ gdp < / fdp.
X X X

Suponha agora que h : X — R seja uma fungao A-mensurdvel, |h| < M e suponha
ainda que h = 0 p-q.s. Seja A = {x € X : h(z) # 0}. Entéao pu(A) =0. Como ¢ = —My 4,
Y = Mx 4 sao fungdes simples e ¢ < h < ¢ obtemos [, ¢pdp < [ hdp < [ wdp, o que
implica [ + hdp = 0. Isto demonstra e o mesmo argumento também demonstra ((iv]).
Note ainda que segue de .

Finalmente temos +f < |f| e portanto, de (i) e (iv),

i/deus/deu,

o que demonstra . Il

Seja (X, A, u) um espaco de medida finita e Y € A. Se f : X — R é uma fungao
A-mensurdvel e limitada entdo f|y : Y — R é Ay-mensuravel e limitada e é facil ver que

/ fu = / (fly )y = /X o fd.

Note também que se Y, Z € A sao disjuntos entao

[ fan- /Y Fdu+ /Z fdu.

Finalizaremos este capitulo estudando o comportamento da integral abstrata com relacao
a sequéncias de fungoes mensuraveis. Iniciamos com um resultado auxiliar.

Lema 1.2. Sejam (X, A, u) um espago de medida finita e f, : X — R, n=1,2,..., fung¢ées
A-mensurdveis. Suponha que lim,, f,(x) exista para cada v € X e seja f = lim,, f,,. Entao
dados € > 0, 0 > 0 existem A € A, u(A) <6, e ng € N tais que

n>ng, € X\A = |fulz) = f(z)| <e
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Demonstragao. Pelo Corolario [I.2] sabemos que f é A-mensurdvel. Fixado ¢ > 0 defini-
mos

Gn={r € X: [fu(a) = f(2)[ Z €}, A; = U.Gn-

Entao A; € A, A; D Aje(); 4= (), uma vez que f, — f pontualmente. Pelo Coroldrio
temos p(A;) — 0. Observando que

X\ 4; = m(X\Gn) ={zx € X : |fu(x) — f(x)] < € para todo n > j}
n=j
basta entao escolher jy tal que p(A;,) < d e tomar ng = jo, A = Aj,. O

Teorema da Convergéncia Limitada. Sejam (X, A, u) um espago de medida finita e
fn: X >R, n=12,... uma sequéncia de fungoes A-mensurdveis tais que, para algum
M > 0, temos |f,(x)| < M para todo x € X e todon € N. Se f, — f pontualmente em
X entao [y fodp — [, fdpu.

Demonstracao. Seja € > 0. Pelo Lema [1.2) podemos escolher A € A com u(A) < e/4M
e ng € N tais que

n>ng, € X\A = |fu(x) — f(z)| < 2X)

Observando que |f, — f| < 2M obtemos, para n > ny,

/andu—/xfdu‘ < [ 1.~ flan

:/A|fn—f|du+/X\A|fn—f!du

< 2Mu(A) + Q#EXW(X \ A)

=3 O

<

Para concluir apresentamos uma aplicagao do Teorema da Convergéncia Limitada que
mostra como obter novas medidas a partir de fungoes nao-negativas.

Proposigao 1.9. Sejam (X, A, 1) um espago de medida finita e f : X — R uma fungao
A-mensuravel e limitada. Se f > 0 entao a aplicagao

A5 A /A F@)du(z)

é uma medida (finita) sobre A.
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Demonstragao. Se A, € A, n=1,2,..., é uma sequéncia com A, N A,, = 0 se n # m,
entao

1ﬁg;j£;j£n11$)duﬂx)==;gg%[;§£;CxAan10dMC® -

[ St = [ s .

n An



CAPITULO 2

A medida e a integral de Lebesgue

Lembramos que um subconjunto I de R é um intervalo se vale a seguinte propriedade:
ser,sel,r<seser <t<sentaot € I. Se I é um intervalo limitado definimos seu com-
primento como sendo o nimero L(I) = sup / —inf I. Se I for nao limitado convencionamos
L(I) = oo ese I =) pomos L(I) =0.

Um intervalo em RY é um conjunto da forma I = IV x ... x I™ onde IY) sao
intervalos em R. Se I é um intervalo de RY definimos seu volume pela expressao

Vol(I) = L(IW) ... L(I™M) € [0, o0).
Convencionamos Vol(I) = 0 se L(I¥)) = 0 para algum j € {1,..., N}.
Seja A € P(RY). A medida exterior de A é, por definicao,

(2.1)  m*(A) = inf {Z Vol(,) : AC U I, cada I,, um intervalo aberto em ]RN} :

n

com a convencao m*(A) = oo se o conjunto em ([2.1)) é da forma {oco}.

Estudaremos agora as propriedades da fungao m* : P(RY) — [0,00]. Nosso princi-
pal objetivo serd a construcao da o-algebra M(RY) c P(RY) dos conjuntos Lebesgue-
mensurdveis, de tal forma que m* restrita a M(RY) é uma medida, a chamada medida de
Lebesgue.

Primeiramente observemos os seguintes fatos elementares:

e m*(0) =0

e A,BeP(RY), AC B = m*(4) <m*(B).
Proposicao 2.1. Se I é um intervalo em R entao
(2.2) Vol(I) = m*(I).
Também, se A, € P(RY), n=1,2,..., entao
(2.3) m* ( An> <> mt(4,).

n=1 n—1

O passo central para a demonstragao de (22.2]) é o seguinte resultado:
Lema 2.1. Sejam I, 1, ..., I, intervalos limitados em R” tais que I C I, U...UI,. Entao

Vol(I) < Xn: Vol(I;).

15
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Demonstragao. Dado um subconjunto limitado A em RY definimos A\(A) = |A N ZY].
Note as seguintes propriedades:

e Se A C B sao limitados em RY entao A\(A) < \(B);
e Se A e B sdo limitados em RY entdo \(A U B) < A\(A) + \(B);
o Sel=1Wx. . .xI™ éum intervalo limitado em RY entdo A(1) = A(IM) -~ \(IM).

Seja agora J um intervalo limitado em R. Se a = inf J, b = sup J e se [z] denota a
parte inteira do ntimero real x entao teremos, se a € Z,

M) < A([a, o) +1]) =) —a+1<b—a+1,
enquanto que, se a ¢ 7Z,
AT < A(lal, 5]+ 1) = ] — [a] < b—a+1.
Analogamente,
AMJ)>b—a—-1
e assim podemos escrever

supJ —infJ —1 < A(J) <supJ —inf J + 1.

Se J = JW x ... x JN) é um intervalo limitado de RN, com sup J® —inf J*) > 1 para
todo k, temos portanto

N N
H(sup JE —inf J® 1) < A(J) < H(Sup J® _inf J® 4 1).

k=1 k=1

Apos estas consideracoes retornamos a demonstracao do Lema (em que podemos
assumir Vol(I) > 0). Para t > 0 temos t/ C ¢t/; U...Utl,. Escrevendo

[=1Vx.. . xI™ L =1Yx... <1V, j=1,...n

o argumento acima mostra que para t > ty, onde t; é tomado grande o suficiente,

N n N
H(tsupf(k) —tinf I® — 1) < Z (H(tsup[}k) — tinf]](k) + 1)) .
k=1 j=1 \k=1
Dividindo por tV e tomando ¢t — oo obtemos a conclusio do Lema . U

Demonstracao da Proposicao Vamos primeiramente tratar do caso em que [ é
limitado. E facil ver que m*(I) < Vol(I): de fato, dado € > 0 tomemos I,,, n = 1,2,...,
de tal forma que I; é um intervalo aberto contendo I com Vol(I1) = Vol(I) +ee I, = ) se
n > 2. Entao, por definicdo, m*(I) < Vol(I) + €, com € > 0 arbitrério.

Para demonstrarmos a desigualdade na outra direcao suponhamos primeiramente que
I seja compacto. Seja entao € > 0 e tomemos uma sequéncia de intervalos abertos [,,, tais
que

Ic|JLn, D Vol(I,) <m*(I)+e.



2. A MEDIDA E A INTEGRAL DE LEBESGUE 17

Como I é compacto existe n € N tal que I C Iy U...U,. Assim, pelo Lema [2.1] podemos
escrever

Vol(I) < Zn: Vol(1,,) <> " Vol(I,,) < m*(I) +e.

Como € > 0 é arbitrério temos entao que Vol(I) < m*(I), o demonstra (2.2)) quando I é
compacto.

Agora, se I é limitado e se € > 0 existe I. C I compacto tal que Vol(I) < Vol(I,) + e.
Logo
Vol(I) < Vol(I.) + e =m*(I.) + e < m*(I) +e.
Como € > 0 é arbitrario segue que Vol(I) < m*(I), o demonstra ([2.2]) no caso I limitado.

Se I é nao limitado com Vol(I) = oo entao I conterd intervalos limitados com volume
arbitrariamente grandes, o que implica m*(/) = oo. Se I é nao limitado mas com volume
nulo entao podemos assumir que, apds uma possivel permutacao das coordenadas, que
I estd contido em um intervalo da forma {zo} x RV~ Seja ¢ > 0 e tomemos I, =
Jzo — 27%€, 29 + 272"%[ X J,, onde J,, n = 1,2,..., é uma sequéncia de intervalos abertos
em RV~ satisfazendo

RV = Jo, Vol(J,) =2""".
n=1

Entao
) _ € = 1
m* ({zo} x RY 1)§222n_12 T=¢ on =€
n=1 n=1

A demonstragao de (2.2)) estd completa. Para a demonstragao de ([2.3) podemos assumir
que m*(A,,) < oo para todo n € N. Dado ¢ > 0 podemos, para cada n € N, determinar
uma sequéncia de intervalos abertos I, 5, k =1,2,..., tal que

[o.¢] [o.¢] . €
AvC ULk D) Vol (L) S m*(A,) + .
k=1

2n
k=1
Mas entao
o o
U An - U In,k
n=1 n,k=1
e portanto
o0 o0 oo
m* (U An) <) Vol (Ing) > m*(Ay) +e.
n=1 n,k=1 n=1
Como € > 0 é arbitrario, segue ([2.3)), o que conclui a demonstragao. O

Defini¢ao 2.1. Um subconjunto A de RN é Lebesgue-mensurdvel se satisfaz a seguinte
propriedade:

(2.4) m*(B) =m*(BNA)+m* (BN ([RY\ 4)), VBePRY).
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Um vez que B = (BN A)U (BN (RY\ A4)), pela Proposicao [2.1] segue que A4 € P(R")

¢é Lebesgue-mensuravel se, e somente se,

(2.5) m*(B) > m*(BNA)+m* (BN (RY\ A)), VBePR").

Denotaremos por M(RY) a classe de todos os subconjuntos Lebesgue-mensurdveis de
RY. O seguinte resultado é fundamental.

Teorema 2.1. M(RY) é uma o-dlgebra de subconjuntos de RN e m = m*| g~y € uma
medida, denominada medida de Lebesgue em RY. Além disso, (RN, M(RY),m) é um
espaco de medida completo.

Demonstracdo. E muito ficil ver que A € M(RY) implica RN \ 4 € M(RY) e que
m*(A) = 0 implica A € M(RY). Em particular, {), RV} ¢ M(RY). Temos entdo que
mostrar dois fatos:

(2.6) A, e MRY), n=1,2,... = | J4, € MR");

n=1

(2.7) A, € M(RY), n=1,2,... dois a dois disjuntos = m* (U An> = Z m*(A

As demonstragoes de ([2.6]) e serao feitas através de varios passos.
(i) A1, Ay € M(RY) = A, U Ay € M(RY).
De fato, se B € P(RY),

m*[B N (41 U A)] +m* [BN(RY\ (4 U Ay))]
<m [BNA]+m* [BNANRY\ A4)] +m* [BN(RY\ (4; U Ay))]
=m*[BNA]+m* [BNANRY\ A4)] +m* [BN(RY\ A) N (RY\ 4,)]
=m*[BNA]+m* [BN(RY\ A)]
=m*(B),

onde, na primeira desigualdade, usamos a identidade

BN (A UA) = (BNA)U(BNANRY\ A))

juntamente com a Proposigao [2.1] e nas duas tltimas igualdades usamos, respectivamente,
os fatos que Ay e A; sdo Lebesgue-mensuraveis.

(ii) Se Ay, ..., A, € M(RY) sdo dois a dois disjuntos e se B € P(R") entao

(2.8) m* (B N LnJ Aj> = z": m*(B N A;).
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A demonstragao de (2.8)) se faz por indugao sobre n, o caso n = 1 sendo trivial. Assuma
entao a validade de (2.8)) para n — 1. Temos

n n n—1
Bn|JA;n4,=BnA, Bn|JA4Nn®Y\A4,)=Bn|]JA4,
j=1

J=1 J=1

Como A,, € M(RY) temos entdo que

n n—1
7=1

e portanto ([2.8) segue da hipétese de indugao.
Tomando B = RY em (2.8)) segue que

(2.9) m* (U Aj> = Z m*(A4;).

(iii) Se 4, € M(RY), n=1,2,..., entao J, 4, € M(RY).
Sejam
A=A, A=A, \(AU...UA, 1), n>2.
Entao A2 € M(RY) paratodon € N, ANAs, =0sem#neld, A, =, As. Ademais,
sepe Ne BePRY), por temos que

m*(B) = m* (BmOA;) +m*|BN (RN\LPJA;L>

n=1 n=1
> m* (Bﬂ CJA;) +m*|BN <RN\ GA;)
n=1 B n=1 |
:zp:m*(BﬂA;)—l—m* BN (RN\ GA;) :
n=1 L n=1 _

Fazendo p — oo, pela Proposicao [2.1| obtemos finalmente

m*(B) > im*(BﬂA;) +m*|BN (RN\ G A;)

n=1 n=1
> m* (Bﬂ GA;) +m*|BN <RN\ GA;)
n=1 n=1

o que conclui a demonstracao de (fil).

Vamos agora mostrar que m é uma medida. Para tal tomemos uma sequéncia A, €
M(RYN), n=1,2,...,com A, N A, =0sem#n. De (2.9) podemos escrever

JUDECDE S
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para todo p € N. Fazendo p — oo segue entao que

m’ (U An> > m*(A),
n=1 n=1
o que demonstra nossa afirmacao.

Finalmente, uma vez que todo subconjunto de R com medida exterior nula é Lebesgue-
mensuravel, segue a tultima afirmacao do enunciado. A demonstracao do Teorema [2.1] esta
completa. O

Teorema 2.2. Se [ C RY é um intervalo entao I € M(RY) (e portanto m(I) = Vol(I)).

Demonstragao. Basta mostrar que intervalos da forma I = R? x J x R? sao Lebesgue-
mensuraveis. Aqui J é um intervalo em R com inf J > —oo, supJ =ocoep,qg € {1,...,N}
sao taisque p+q =N — 1.

Seja B € P(RY) arbitrério. Devemos mostrar a validade de (2.5), com I substituindo
A e, portanto, nao hé perda de generalidade em assumir que m*(B) < oo.

Seja € > 0 e tomemos uma sequéncia de intervalos abertos I,,, n = 1,2, ..., tais que

Bc|JL, ) Vol(I,) <m*(B)+e.

Se definirmos I = I, NI, I = I, N (RN \ I) entao I’, I" serdao também intervalos e
Vol(I,,) = Vol(I})) + Vol(I))) = m*(I)) + m*(I)}).

Note entao que
m (BNI) <) m*(I,), m" (BNRY\I) <> m*(I)

e portanto
m*(BNI)+m* (BN(RY\ 1)) <) Vol(I,) < m"(B) +e.

Como € > 0 é arbitrario o resultado fica demonstrado. O

Se X € M(RY) definimos M(X) como sendo a o-dlgebra de todos os subconjuntos
Lebesgue-mensuraveis de X. De acordo com a notagao do Capitulo

M(X) = MRY)|x.
Corolario 2.1. Se X € M(RY) entao todo subconjunto aberto de X é Lebesgue-men-

suravel, isto é, pertence a M(X). Em particular, toda fun¢ao continua f : X — R é
Lebesgue-mensuravel e sao também Lebesgue-mensuraveis todo fechado de X, toda inter-

seccao enumeravel de abertos de X e toda reuniao enumeravel de fechados de X.

Demonstracao. Todo aberto de X ¢ da forma QN X, onde  é aberto de RY. Por outro
lado, todo aberto de R pode ser expresso como uma reunido enumeravel de intervalos
abertos. Agora, se f : X — R é continua entao f~!(]a, co[) é aberto de X, o que demonstra
que f é Lebesgue-mensuravel. As outras afirmagoes sao imediatas. O
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Se X € M(RY) é tal que m(X) < oo (em particular se X ¢ limitado) entdo
(X, M(X),m) é um espago de medida finita e completo (aqui nos permitimos um pe-
queno abuso de notacao, denotando também por m a restricao da medida de Lebesgue a
M(X)). Se f: X — R é M(X)-mensurdvel e limitada entao estd definida sua integral

/X f(@)dm(z) = /X fdm,

denominada a integral de Lebesgue de f sobre X.
Finalizaremos este capitulo recordando o conceito de integral de Riemann.

Uma partigao de [a,b] é uma sequéncia de pontos de [a,b] da forma a = xy < 1 <
... < x, =0b. Uma fungao S : [a,b] — R é chamada func¢ao escada se existir uma parti¢ao
a=1zy < <...<x, =>bde tal forma que S é constante (digamos igual a ¢;) em cada
intervalo |x; 1, z;]. Para tais S definimos sua integral de Riemann como sendo o niimero

/ab S(x)dx = Zz;:ci (x; —xi21) -

Seja agora f : [a,b] — R limitada. Definimos

b

I_(f;a,b) = sup{/ S(z)dz, S escada, S < f},
b

I.(f;a,b) = inf{/ S(z)dz, S escada, S > f}

e dizemos que f é Riemann integravel em [a,b] se I_(f;a,b) = I,(f;a,b). Este valor
comum denomina-se integral de Riemann sobre [a, b] e é denotado por

/abf(ac)dx.

Teorema 2.3. Seja [ : [a,b] — R uma funcao limitada. Se f é Riemann integravel entao
f é M([a, b])-mensurdvel e

z)dm(z) = x)dz.
| Jwame) /af<>

Demonstragao. Como toda funcao escada é necessariamente simples, e como também

/a b S(z)dr = /[ , S(z)dm(z)
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se S é uma funcao escada, temos

I (fia,b) = sup{/abS(x)dx, S escada, S < f}
([,

¢(x)dm(z), ¢ simples, ¢ < f}

IA

sup
(a,b]

<i f{ Y(x)dm(z), 1 simples, ¥ > f
[a,b]
b
<in {/S )dz, SescadaS>f}
- I—l— f> a, b
Basta entao aplicar o Teorema [I.1] O

Uma consequéncia interessante do Teorema da Convergéencia Limitada da integral abs-
trata é o seguinte resultado, valido para a integral de Riemann.

Corolario 2.2. Sejam f, : [a,b] - R, n = 1,2,..., uma sequéncia de fun¢ées Riemann-
integraveis e f : [a,b] — R tais que f, — f pontualmente em [a,b]. Se f é Riemann
integravel e se existir M > 0 tal que | f,(x)| < M, para todo x € [a,b] e todon =1,2,...,

entao
b b

Resultados andlogos valem para a integral de Riemann em um intervalo compacto
K = [al,bl] X ... X [CLN,bN] C RN

Em particular, se f : K — R é uma funcao continua entao

by by
/f )dm(x / flzy,...,xy)day ... dey,

onde a integral iterada a direita pode ser executada em qualquer ordem.

Finalizamos apresentando um exemplo de uma funcao f : [0,1] — R Lebesgue men-
surdvel e limitada mas que nao é Riemann integravel. Sejam A = {z € [0,1] : = € Q}
e f = xa. Note que A € M([0,1]) uma vez que [0,1] \ A é enumeravel e portanto tem
medida exterior nula. Também é facil ver que

[—(fa 07 1) = Oa I+(f70a 1) = 17
o que mostra que f nao é Riemann integravel. Note que

f(z)dm(z) = 1.

[0,1]



CAPITULO 3

O Teorema de mudancga de variavel na integral de Lebesgue

Primeiramente introduzimos uma notaciao. Se Q C RY é aberto escreveremos £ cC Q
para indicar que o fecho de £ em RY ¢ um subconjunto compacto de . O seguinte
resultado elementar sera bastante utilizado:

Lema 3.1. Se E & 2 entao existe U C ) aberto, E < U.

Demonstracao. Se k € N ¢é escolhido suficientemente grande entdo E estara contido em
U={xeQ: dist(z,00) > 1/k, |z| < k}. O

Seja  C RY aberto. Uma aplicacao f : © — R de classe C* é chamada difeomorfismo
de classe C' se f ¢ injetora, f(Q) é aberto e f~1: f(Q) — Q também é de classe C.

Para cada x € Q denotamos por f'(x) € L(R") a derivada de f no ponto z. O fato de
f ser de classe C! implica que x — f’(x) é uma fungao continua definida em © e a valores
em L(RY). Como f ¢, além disso, um difeomorfismo de classe C1, segue f'(z) € GL(RV)]
para todo = € ), o que é equivalente a dizer que a fungao continua = +— det f'(x), definida
em € e a valores reais, nunca se anula. Nao ¢ demais lembrar que f'(x)~! = (f7')(f(z)),
para todo z € Q. Ainda notamos que se £ G €2 entao f(E) cC f().

Teorema de Mudanga de Variavel. Seja f : Q — f(Q) um difeomorfismo de classe C'.
Se £ Q é M(Q))-mensuravel entao f(E) é M(f(QQ))-mensuravel e

(TMV) m(f(E)) = /E det /()] dm(z).

Como coroldrio obtemos:

Corolério 3.1. Sejam f : Q — f(Q) um difeomorfismo de classe C' e E < 0, E € M(Q).
Se u: f(E) — R é Lebesgue-mensuravel entao uo f : E — R é Lebesgue-mensuravel. Se
além disto, u é limitada entao

(3.1) /f i) = / u(f(2)) |det f/(x)] dm(z).

E

Demonstragao do Corolario [3.1} Que u o f é Lebesgue-mensurdvel, se u o for, é uma
consequéncia imediata do teorema acima. Tomemos, primeiramente, u = x4, onde A €

1Como usual denotamos por GL(RY) o grupo de todas as transformacoes A € L(RN) que sio in-
versiveis.

23
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M(f(E)). Entéo uo f = x-1(4) € portanto

/EXA(f(m))Idetf’(ﬂf)ldm(w)=/ )Idetf'(x)ldm(ﬂf)zm(fl)Z/f(E)XA(y)dm(y)-

1A
Pelas propriedades de linearidade da integral abstrata segue que (3.1]) vale para funcoes
simples definidas em f(F).

Dada agora uma fun¢ao u como no enuncidado podemos determinar, de acordo com a
Proposicao , uma sequéncia uniformemente limitada de fungdes simples ¢,, : f(E) — R,
¢n < u para todo n, satisfazendo ¢,(y) — u(y), y € f(E). Do Teorema da Convergéncia
Limitada segue que

/ u(y)dm(y) = lim dn(y)dm(y)
f(E)

= lim E¢n(f(:v))|detf’(33)! dm(z)

B /wa(x)) det /()] dm(x). -

O restante do capitulo serd devotado a demonstracao do Teorema de Mudanca de
Variavel. Comecamos recordando a desigualdade do valor médio: se D & €2 é um conjunto
convexo entao

(3.2) ) = F)l < (ggg Hf'(z)u) w—yl wyeD.

Esta propriedade admite a seguinte extensao:

Lema 3.2. Seja K «C 2 compacto. Entao existe C' > 0 tal que
(3.3) [f(@) = fW| <Clz—yl, zyeK.

Demonstragao. Suponha que (3.3)) ndo seja verdadeira. Entao para cada n € N existirao
Tn,Yn € K tais que

(3.4) nn = yal < [f(@n) = fya)l < 2a,

onde a > 0 é tal que |f| < a em K. Passando a subsequéncias se necessario podemos
assumir que x,, — o € K, y, — yo € K. Uma vez que implica |z, — y,| < 2a/n
concluimos que zy = yo. Tomemos agora r > 0 tal que D = {z : |z — x¢| < 7} C Q e seja
M = sup{||f'(2)|| : z € D}. Por obtemos

Tomando ny € N tal que z,,,y, € D se n > ng obtemos entao
|z, = yo| < [f(zn) = fya)| < Mzn — ynl, 1 = no,
o que é absurdo. O

Lema 3.3. Seja £ cC (). Entao dado € > 0 existe uma sequéncia de intervalos abertos I,,,
n=1,2,..., tais que I, C Q para todon € N, E C |, I, e Y, Vol(I,) < m*(E) +e.
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Demonstracao. Dado € > 0 existe uma sequéncia de intervalos abertos I3, n=1,2 ...,
tal que £ C |, I e >, Vol(I?) < m*(E) + €/2. Para cada n € N decompomos

It =J,1U...Udyup,

onde cada J, ; ¢ um intervalo compacto e
1
Vol(I?) = Vol(Jp1) + ...+ Vol(J,g,), diam(J,z) < 3 dist(E,RY \ Q).

Com tal escolha temos
JmkﬂE#@ — Jn,k C Q.
Provemos esta afirmagao: fixemos y, € J,, N E e tomemos = € J, ; arbitrario. Logo

1
|z — y,| < diam(J,, ) < 3 dist(E,RY \ Q).
Como também

|dist(z, RV \ Q) — dist(y., RV \ Q)| < |z —
segue que

1 1
dist(z, RV \ Q) > dist(y,, RV \ Q) — 3 dist(E,RY\ Q) > 3 dist(E,RY \ Q).

Tomando entao somente os intervalos J, , que interceptam £ obteremos uma sequéncia
de intervalos compactos J,, n = 1,2, ..., satisfazendo

Lo neN, Ec|Jd Y Vol(J,) <m*(E)+ %
n=1 n=1

Para concluir a demonstragao basta, para cada n € N, tomar um intervalo aberto I,, C €2
contendo J, e tal que Vol(I,,) < Vol(J,,) + ¢/2" 1. O

Sejam £ como no Lema [3.3)e 2" @ Q aberto, £ & (Y. Aplicando o Lema com
substituindo {2 obtemos, para cada € > 0, um aberto O =, I,, C ¥ satisfazendo

O, mO) <m'(E)+e.
Assim podemos provar:
Corolario 3.2. Se £ C ) entao existe G <C (2 da forma G = (), U, onde cada U, < 2
é aberto, tal que m*(E) = m*(G). Note que, em particular, G € M(Q).

Demonstragao. Pela observacao precedente dado n € N existe um aberto U, C () tal
que £ C U, e m*(U,) < m*(E) + 1/n. Definindo entdo G como no enunciado teremos
m*(E) < m*(G) < m*(E) 4+ 1/n para todo n € N, donde segue que m*(E) = m*(G). O

Por um cubo em RY entendemos um intervalo limitado da forma I; x ... x Iy, onde
L(I;) = ... =L(Iy). Note que se I é um cubo em R" entdo
Vol(I) = diam(I)N /NN/2.

A nogao de cubo juntamente com o Exercicio 2| permitem entao demonstrar o seguinte
resultado:
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Lema 3.4. Se E @C Q é tal que m*(E) = 0 entao m*(f(E)) = 0.

Demonstragao. Primeiramente tomamos U C () aberto tal que £ & U. A seguir
escolhemos C' > 0 tal que |f(x) — f(y)| < C|z — y| é satisfeita para todos z,y € U. Em
particular temos

(3.5) AcU = diamf(A4) < Cdiam(A).

Seja € > 0. Pelo Exercicio [2| do Capitulo 3 existe uma sequéncia de cubos compactos
L, cUn=12,.. ., talque EC, I, e ), Vol(l,) <e

Logo f(F) Cc U, f(I,) e portanto

E)) < im*( ) < Zdlam N < C’NZdlam (1",

n=1

onde na terceira desigualdade usamos e na segunda usamos o fato elementar que todo
conjunto limitado de RV est4 contido em um intervalo com arestas de comprimento igual
a seu didmetro. Uma vez que diam(1,,)Y = NV/2Vol(I,,) obtemos finalmente

m*(f(E)) < CYNY?Y "Vol(I,) < CVNY/,
n=1

o que demonstra o resultado. Il
Corolario 3.3. Seja E @ Q) Lebesgue-mensuravel. Entao f(F) é Lebesgue-mensurdvel.

Demonstragao. Pelo Corolario existe G = (), U, D E, com cada U, CC Q) aberto e
com m*(E) = m*(G). Como E é Lebesgue-mensurédvel temos

m(G) =m(E)+m(G\ E)
e portanto m(G \ E) = 0. Pelo Lema [3.4] temos m* (f(G \ E)) = 0 e portanto f(G \ E)
M(f(€)). Como também f é um homeomorfismo temos f(G) =), f(U,), onde cada f(U,
também é aberto. Em particular f(G) € M(f(Q2)) e portanto f(F) = f(G) \ f(G\ E)
M(f()).
Assim, para concluir a demonstracao do Teorema de Mudanca de Variavel temos que
mostrar a validade de (TMV)), o que serd feito em vérios passos.

Passo 1. Se (TMV)) vale para C'-difeomorfismos f : Q — f(Q) e g : f(2) — g(f())
entao (TMV)) vale para go f : Q2 — (go f)().

De fato, se £ @ () é Lebesgue-mensuravel entao, pelo Corolario |3.1],

(9o B = oS () = [ |detlamiy / det g (f()] - det f'(2)]dm(a) =

/|det )) [dm(z /rdetgo () dm(z).

Passo 2. Se (TMV)) vale para E = I & €, onde I é um intervalo arbitrario, entao (TMV))

vale em geral.

M

OOm
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Pelo Teorema da Convergéncia Limitada, (TMV]) vale para £ = J,, I,, < ©, onde I,,
n = 1,2,..., ¢ uma sequéncia de intervalos. De fato, nao ¢ dificil mostrar que podemos
escrever £ = J, I, = |, Jn, onde agora J,,, n = 1,2,..., é uma sequéncia de intervalos
dois a dois disjuntos, temos (cf. Proposigao

~(1(02)) = (r(02)

= Z |det f'(x)| dm(x)

- / [det f'(x)| dm(z)
U, Jn

= / | det f'(x)| dm(z).
Un In

Seja entao £ C Q Lebesgue-mensurdvel. Como na demonstragao do Corolario[3.2] para
cada k existe U, CC Q aberto tal que £ C U, e m(U\ E) < 1/k. Além disso, cada Uy, é igual
a uma reunido enumeravel de intervalos abertos. Se definirmos By, = U; N ... N U, entao
cada By também serd uma reuniao enumeravel de intervalos abertos, donde concluimos que

(a) B1 DBy D...D E;
(b) (TMV)) vale para cada By;
(¢) m(By \ F) < 1/k.

Seja C' =), B € M(Q). Entao EC Cem(C\ E) =0, uma vez que C\ E C B\ E
para todo k € N. Pelo Lema

m(f(C)) = m(f(E)) + m(f(C\ E)) = m(f(E))

e portanto, novamente pela Proposicao [1.9]

m (f(E)) =m(f(C))

=m (ﬂ f(Bk)>

= lim m (f (B)

= lim | det f'(z)|dm(z)
k—oo By

k—o0

— lim [ /E | det f/(z)|dm(z) + /B k\E|det ()| dm(z)
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Agora se b = supp, |det f'| entdo b < 0o e

b
/ |det f/(2)[dm ()| <bm(Bi\ E) <2 —50 k- oo,
B\E k

e portanto (TMV]) segue.
Passo 3. Se (TMV)) vale para E = J C €2, onde J é um intervalo compacto qualquer,

entao (TMV) vale em geral.

Seja I C ) um intervalo arbitrdrio e tomemos uma sequéncia de intervalos compactos
JiCcJyC... I, U, Jn =1 Temos

muu»=m0(£y0>=mQ2ﬂ%0

= lim m(f(J,))

n—oo

= lim | det f'(z)] dm(x)
JIn

n—oo

=ﬁ@wuwmm

pelo Teorema da Convergéncia Limitada. Logo, pelo passo , (TMV)) segue em geral. [

Passo 4. (TMV) ¢é vdlida para A : RN — RN, A(zy,...,2y5) = (Toq) - .., To(n)), onde
oec SN,

De fato, se [ = [al,bl] X ... X [aN,bN] entao A(I) = [ag(l),bg(l)] X ... X [CLJ(N),bJ(N)] e
det A é igual ao sinal de o (det A = £1).

Passo 5. (TMV)) é vdlida para translagoes f(z) = z + a.

De fato det f'(x) = 1 para todo # € RY e Vol(a + I) = Vol(I) para todo intervalo I.
Passo 6. (TMV)) é vélida para C'-difeomorfismos f : Q@ — f(Q) da forma

)
(3.6) fx) = (21,...,2j_1, h(2), Tj41, ..., TN),
onde h : Q) — R é de classe C'.

De fato, pelo passo 4| podemos assumir que f(x) = (x1,...,xx_1,h(z)) = (2/, h(z)).
Temos
, oh
det f'(x) = =— (z) # 0 em (L.
aZL‘N
Seja I um intervalo compacto contido em Q, I = I’ X [ay,by]. Como I é conexo entao ou
det f'(z) > 0 em I ou det f'(z) < 0 em I. Vamos assumir entao que (0h/dzy) > 0 em I.

Notando que
f) =A{(,zy): 2" €I, h(z',;an) < xn < h(2',by)},
tomando J = I" X [m, M|, em que

m = glglllel}l/ h(z' ay), M = max h(z',by),
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obtemos

[ 1det f@limie) = [ @) dma)

8xN

by h
é/{ aN aiN (2, xN)da:N}dx’
(«',bN)
// dx,, da’
! (z';an)
= / Xs(n(x) dz
J

E / s () dm(z) = m(£(1)),

onde em (x) usamos a igualdade entre a integral de Riemann e a integral de Lebesgue. [

Passo 7. Suponha que para cada x € () existe U, C ) aberto, x € U,, tal que (TMV)) vale
para fly, : Uy — f(U,). Entao (TMV)) vale em geral.

Seja I cC Q um intervalo compacto. Existe um recobrimento abertos {U,} de I tal
que (TMV)) vale para f|y, : Uy — f(U,), Ya. Seja € > 0 um nimero de Lebesgue da
cobertura {U, NI} do compacto I. Podemos decompor [ = U;L:1 I; em intervalos dois a

dois disjuntos com diam(/;) <€, j =1,...,n. Como para todo j existe a; tal que I:J C Uy,
temos entao

m (D) =3 m(s Z/metf dm(z) = [ det /(@) dm)

Agora faremos uma pausa para apresentar um resultado sobre decomposigao de aplica-
coes de classe C''. Daremos primeiramente uma definicao.

Definigao 3.1. (a) Uma aplicacdo A € L(RY) é dita elementar se existem i,j € {1,..., N}

tais que Ae; = ej, Ae; = e; e Aey, = e, sek # 1,j. Aqui{ey,...,en} denota a base candnica
de RN,

(b) Uma aplicacao f : @ — RY de classe C', definida em um aberto Q) de RY, é
chamada primitiva se existem h : 0 — R de classe C' e j € {1,...,N} tais que f se

escreve como em ({3.6)).

Temos entao a seguinte proposicao.

Proposicao 3.1. Sejam Q C RY aberto contendo a origem e F : Q — RY de classe C*
com F(0) =0 e F'(0) € GL(RY). Entao em uma vizinhanga da origem podemos escrever

(3.7) F(x)=A;---Ay_1Gno---0Gy(x),

onde cada A; é uma aplicacao elementar, e cada G; é uma aplicacao primitiva definida em
uma vizinhanga da origem e satisfazendo G;(0) = 0, G(0) € GL(R").
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Demonstragao. Escrevendo F(z) = (ay(x),...,ay(z)) temos
-3 o
81}1
Como F'(0) é inversivel segue que F’(0)e; # 0 e que portanto existe k € {1,..., N} tal que
8ak

7, (O #0.

Seja Ay a transformacao elementar dada por Ae; = ey, Aey = ey, Ae, = e, se p# 1 ke
defina

(3.8)

Gi(z) = (ag(z), 22, ..., TN).
Note que G ¢ primitiva, que G1(0) = 0 e que G(0) é inversivel em virtude de ((3.8]).

Pelo Teorema da Funcao Inversa existe um aberto U; C §2 contendo a origem tal que
G1l|v, é um difeomorfismo de classe C' de U; sobre G1(U;). Defina

Fl(y) = AlFO Gl_l(y), Yy < Gl(Ul)

Note que F; é de classe C*, que Fy(0) = 0, que F{(0) € GL(RY) pela regra da cadeia e
também que

(39) F([E) = A1F1 o) G1<.T>
Além disto é facil ver que Fi é da forma

Fi(y) = (y1, a1,2(y), ces ,Oél,N(y)>-

Novamente, como F}(0) € GL(R"), concluimos, como antes, que existe k € {2,..., N}
tal que
Oy
3.10 0.
(310 S (0) #

Logo o processo pode ser repetido para Fj substituindo F. Obteremos agora uma decom-
posicao da forma

(3.11) Fi(y) = AsF3 0 Ga(y),
onde ainda Ay é uma tranformagao elementar, G5 é uma aplicagao primitiva com G5(0) = 0,
G5(0) € GL(RY) e que F; é da forma

Fy(z) = (21, 22, 0 3(2), ..., aa N (2)),

para z = (z1,...,%,) em uma vizinhanca da origem em RY. Note que (3.9) e (3.11)
fornecem

F(a:) == AlAQFQ e} GQ e} Gl(.ilj)

Repetindo o procedimento N — 2 vezes mais, atingiremos o estagio em que Fly é aplicacao
identidade, o que conclui a demonstracao da proposicao. O
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Conclusao da demonstracao de . Seja xp € §2. Pelo passo , basta mostrar que
(TMV]) vale em uma vizinhanga de zy. Considerando o novo difeomorfismo de classe C*
dado por x — f(z+z9)— f(20), e levando em conta o passo , podemos assumir que xg = 0
e que f(0) = 0. Pela Proposigao , f pode ser escrita, em uma vizinhanca da origem,
como uma composicao de difeomorfismos de classe C! em que, para cada um deles, vale
(TMV)) (passos {4 e @ Finalmente, pelo passo , obtemos nossa conclusao. Il






CAPITULO 4

Campos e formas diferenciais

E um simples exercicio, usando a regra de L’Hopital, mostrar que a funcdao v: R — R
definida por y(z) = 0 se x < 0, y(z) = exp{—1/z} se > 0, é infinitamente diferenciavel
em R. Assim sendo a fungao p : RV — R definida por p(z) = 0 se |z| > 1, p(z) = v(1—]|z|?)
se |z| < 1 ¢ infinitamente diferencidvel em RY. Para e > 0 definimos, finalmente,

pe(z) = EiN p (%) :

a= ( /| Slp(x)dm(a:)) -

Note as seguintes propriedades:

onde

pe(x) >0 se x| <€ p(x)=0 se|z|>e¢, / pe(z)dm(z) = 1.

|z|<e
Lema 4.1. Sejam K C RY compacto e U C RN aberto com K C U. Entao existe uma
fungao g € C°(RY), 0 < g < 1, tal que g = 1 em uma vizinhanca de K e g = 0 em RV \ U.
Demonstragao. Seja § = dist(K,RY \ U)/4 e para n > 0 defina
K, ={r e RY : dist(z, K) < n}.

Seja, também,
oe) = [ o= imn) = [ ps(e)am(c).

A primeira igualdade mostra que g € C°(RY) (ver exercicio [L3|do Capitulo . E também
claro que 0 < g < 1. Note, agora, que se z € K5 entao {z : |z| <} C x — Kas e portanto

g(x) = /_K ps(z)dm(z) = /||<5 ps(z)dm(z) =1, =z € Kj.

Por outro lado se = ¢ K35 e se y € Kys entdo |z — y| > d e portanto

g(z) = /K ps(x —y)dm(y) =0, z ¢ Ks;. O

Se 0 C RY é aberto, o espaco C°°(Q) das fungoes infinitamente diferencidveis sobre Q e
a valores reais, com as operacoes de adicao e produto ponto a ponto, é um anel comutativo
com unidade.

33
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Definicao 4.1. Um campo vetorial sobre ) é uma aplicagao R-linear L : C*°(Q) — C*°(Q)
satisfazendo a regra de Leibniz

L(fg)=fL(g)+9gL(f), f,geC().

Denotamos por X(€2) o conjunto de todos os campos vetoriais sobre 2. Note que X(2)
tem a estrutura de um espaco vetorial sobre R. Mais que isto, se g € C*(Q2) e se L € X(Q2)
entdo gL € X(Q2), onde (¢L)(f) = g L(f). Assim X(Q2) tem estrutura de C'*°(£2)-mdédulo.

Note que se L € X(2) e se ¢ € R entao L(c) = 0. De fato, basta mostrar que L(1) =0
e isto segue de L(1) = L(1-1) = 2L(1).
Exemplo 4.1. As derivadas parciais 0/0z; sao elementos de X(Q2), j =1,...,N.
Exemplo 4.2. Se L, M € X(Q2) entao

(L, MI(f) = LIM(f)) = M(L(f)), [feC™(Q),

define um elemento [L, M] € X(§2) denominado colchete de Lie ou comutador entre L e M.

Para mostrar que [L, M] define um campo vetorial basta verificar a regra de Leibniz. Se
f,g € C>*(Q) temos

(L, M)(f g) = L(M(fg)— M(L(f g))
= L(fM(g) +gM(f)) — M (fL(g) + gL(f))
= L(f)M(g) + L( (9)) + (g)M(f)+gL( ()
— M(f)L(g) — fM(L(g)) — M(g)L(f) — gM(L(f))
fIL, ](g)+g[L,M](f)-

Lema 4.2. Sejam L € X(Q), f € C*(Q2) e assuma que f = 0 em um aberto U C Q. Entao
L(f)=0emU.

Demonstragao. Seja B & U uma bola fechada e tomemos g € C*°(Q2) com g = 1 em
B, g=0em Q\U. Note que gf = 0. Temos entao 0 = L(f g) = fL(g) + gL(f) e portanto
gL(f) =0em U. Como g =1 em B segue que L(f) =0 em B. Como B é arbitraria segue
que L(f) =0em U. O

Com o auxilio deste lema podemos demonstrar um resultado fundamental:

Teorema 4.1. Todo L € X(2) se escreve, de modo iinico, na forma
N

(41) L= aj(x)a/axj, a; € OOO(Q>, j=1...,N.

j=1
Assim X(€2) é um C*°(Q2)-médulo livre de dimensao N e com base {0/0x1,...,0/0xy}.

Demonstragao. Vamos mostrar que (4.1]) vale com a escolha a; = L(z;), j =1,..., N,
ou seja, fixado xy € {2 arbitrario mostraremos que

(4.2) Zaj 7o) 5= (w0),  f € CX(Q).
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Tomemos uma bola aberta B C () centrada em zg e f € C*(Q2). Para x € B formemos
A(t) = [ (2o + t(z — 20)) -
Como
A1) = A(0) = /01 N(t) dt

a regra da cadeia fornece

N
(4.3) f(@) = f(xo) = Z hj(z) (; — 2o5) ,
onde h; € C*(B) sao dadas por

Tomamos, a seguir, 1 € C*®(RY) se anulando no complementar de um subconjunto
compacto de B e com ¢ = 1 em uma vizinhanca aberta U de x3. Pelo Lema 4.2,
L(f)(x) = L(¢f)(x) para x € U. Uma vez que a funcoes ¢h; podem ser consideradas
como elementos de C*(12), de segue que, para r € U,

L(f)(x) = Lf)(x)

= LS a)@) + Y LWhy) () (s = 0;) + Y (k) (@)Ll = a0 )
= o) @)+ Y Lhs) ) @ — 2y) + Y as(@)(Why)(o).

Fazendo x = g, e observando ¢(zo) = 1 e que hj(zo) = (9f /dx;)(x), obtemos (4.2)).
U

Formas diferenciais

Para cada k = 0,1, ... vamos definir, nesta secao, o espaco das formas diferenciais de
grau k (infinitamente diferencidveis) sobre €2 ou, mais simplesmente k-formas sobre 2. Tais
espagos serao denotados por Fi(2), £ =0,1,...

Definicao 4.2. (a) Uma 0-forma sobre €2 é uma fun¢ao infinitamente diferencidvel sobre
2 e a valores reais. Assim Fo(Q) = C>(§2);

(b) Uma I-forma sobre € é uma aplica¢ao w : X(€2) — C*°(Q) satisfazendo as seguintes
propriedades:

W(Ll -+ Lz) = w(Ll) + w(L2), Ll, L2 € X(Q>,
w(fL) = fw(l), LeX), feC).
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Assim o espago F1(€2) das 1-formas sobre 2 nada mais é que o dual do C*(2)-médulo
X(€2). Em particular F;(€2) tem estrutura de espago vetorial sobre R e também de C*°(Q2)-
modulo, onde o produto de um elemento w € F1(€2) por um elemento f € C*°(Q2) é dado
pela relacao

(fw)(L) = fw(l), L eX(€).

Definicao 4.3. Se f € C*°(Q) definimos o diferencial de f como sendo a 1-forma df sobre
Q) definida por

Af(L) = L(f), L eX@).
Exemplo 4.3. Para cada j =1,..., N temos
dx;(L) = L(z;), L € X(%).

Em particular
0 .

Podemos agora obter a representacao de qualquer 1-forma sobre 2.

Teorema 4.2. Toda w € F1(Q2) se escreve na forma

N
(4.5) w=Y_b(x)du,

k=1
onde by = w (0/0xy). Assim, {dxy,...,dxy} é dual da base {0/0xy,...,0/0xN}.

Demonstracao. Seja L € X(Q2) dado na forma (4.1)). Entao

Corolario 4.1. Se f € C*(Q) entao

(4.6) ar=> s,
1
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Demonstracao. (4.6]) segue de (4.5)) e do fato que

o\ of
df(a—xk)_a—xk. O

Definicao 4.4. Uma k-forma sobre 2 (isto é, um elemento de F(€2)) é uma aplicagao

w: X(Q) x ... x X(Q) — C%(Q)

k fatores
que satisfaz as seguintes propriedades:

(a) w é C™(Q)-multilinear, isto é, para cada j € {1,...,N}, e fixados Ly,...,L; 1,
Lity,...,Ly € X(2), a aplicagao

Lw—w(Ly,...,Lj—1,L,Ljty,...,Ly)
define uma 1-forma sobre 2.
(b) w é alternada, isto é, se Ly,..., Ly € X(2) ese 1 <i < j < N entao
w(Ly,...,Liy...,Lj,...,Ly) = —w(Ly,...,Lj,..., L, ..., Ly).

Note que, também, os espagos Fi(Q2) tém a estrutura de C*°(2)-mdédulo.

Em virtude de @ uma k-forma w fica determinada pelas funcoes

0 0 _ :
w( )GCOO(Q), Jis-- gk €{1,...,N}.

ey
8:Uj1 al'jk

Além disto, levando em conta agora também a propriedade (]ED, segue que a k-forma w fica
determinada pelas fungoes

0 0
o <73 e < V.
w(ale, 785L‘jk> e(C (Q), 1_j1< <jk_N

Em particular segue que F(Q2) =0se k > N.

Para simplificar um pouco a notacao é interessante recorrer a uma nomenclatura conve-
niente: por um multi-indice ordenado de comprimento k entendemos uma sequéncia finita
da forma J = {j1,...,jk}, com 1 < j; < ... < jr < N. Escreveremos também |J| = k.

Se w é uma k-forma sobre €2, e se J é um multi-indice ordenado com |J| = k, vamos
escrever

(4.7) Wy = w ( 0 0 ) €C®(Q), J=1{j1 .5}

ey
8le 8xjk

Se também definirmos, para cada multi-indice ordenado J com |J| = k, a k-forma dx,
pela regra

(4.8) dxy (ail e %) =475, I =1{i1,...,i;} multi-indice ordenado,

entao vemos que toda k-forma w pode ser representada na forma

!/
(4.9) w= Z|J|:kWJ dz;,
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onde a notacdo Y indica que a soma se d4 somente sobre os multi-indices ordenados de
comprimento k. A representagao (4.9) denomina-se representagao canoénica da k-forma w e
permite que interpretemos, de um modo mais informal, os espagos Fj(2) como o conjunto de
todas as somas do tipo munido das seguintes operagoes: se w, 0 € Fr(Q), f € C*(Q),

! /
w = Z\J\:kw‘] dZL‘J, 9 = Z“”:ke(] dl’J s

entao

w—l—sz‘J‘:k (wy+0;) dz, Jw = Z|J|:k(fWJ) dz; .

Em particular vemos que Fi(€2) é um C*(£2)-médulo livre com

dim F(Q2) = ( > )

uma vez que este é o numero de multi-indices ordenados de comprimento k formado por
elementos de {1,..., N}.

Produto exterior

Nesta segao vamos introduzir uma operagao C*°(2)-bilinear
Fp(§2) X Fg(€2) — Fppg(1), (@, B) = a A B,

denominada de produto exterior entre as formas « e 5. Para tal faremos uso da repre-
sentacao canonica introduzida acima, e portanto sera suficiente definir dz; A dx;, onde
I (resp. J) é um multi-indice ordenado de comprimento p (resp. ¢). Assim, se I =

{ir, o viphy J = {1y g}y cOm iy < ... <ip, ji < ...< jg, poremos
(4.10) day Adzy = (=1)"dzr,y se INJ =0
| 0 seINJ#0.

onde [I, J] é o multi-indice ordenado de comprimento p + ¢ formado pelos elementos da
reuniao I U J e n é o numero de diferengas j, — i5; que sao < 0.

Se tomarmos entao a € F,(Q2), 8 € F (), com representagoes canonicas

! !/
a= Zm:paf dxb 5 = ZIJIzqﬁJ dl‘J,
definimos
/ /
an 5 - Zm:pz\ﬂ:q(OH 6]) dil?[ A daﬁJ.
Note que, em particular, se f € C*(Q2) = Fo(§2) e se w € F,(€2) entao

fAw= fuw.
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Proposicao 4.1. Se wy,ws, a € F(Q), B € F, (), v € F.(Q) e f € C(Q) entao

(P1) (Wi +wo) AB=wi AB+wy A B;
(P2) (fa)NB=an(fB) = f(aNB);
(P3) aNp=(=1)PPAa;

(P4) (@AB)ANy=aA(BA7).

Demonstragao. As propriedades (P1)) e (P2)) sdo de fécil verificacao. Para (P3| e (P4

basta verificar que se I, J e K sao multi-indices ordenados de comprimento p, ¢ e r
respectivamente entao

dl‘[ VAN dZEJ == (—1)pqd$J A dl’], (dl‘[ VAN d.Z‘J) N dl’K = dZL’] VAN (dI‘J VAN dJ?K) 5
(cf. Exercicio 3| do Capitulo [4). O

Lema 4.3. Se J = {j1,...,jx} é um multi-indice ordenado de comprimento k, 1 < j; <
... <Jgr < N, entao

(411) dl‘J:d$j1A...AdZEjk.

Demonstragao. Usamos inducao sobre k. Para k = 1 o resultado é ébvio. Suponhamos
entao que (4.11)) seja valida para multi-indices ordenados de comprimento k£ — 1. Dado
entdo J de comprimento k como no enunciado escrevemos J = J' U {ji}, onde J' é entao

um multi-indice ordenado de comprimento k — 1. Usando a associatividade do produto
exterior e a hipdtese de inducao segue entao que

dl‘jl VANPIRAN dl’jk = (d.fll'jl VAN dl’jkil) A dl’jk
=dxy Adxj,

= dzy,
onde na ultima igualdade usamos , notando que 1 = 0 neste caso. O
Exemplo 4.4. Toda w € Fyx(Q2) se escreve na forma
w=fdry A ANdzy, feC™®(Q).

Em certos calculos o seguinte resultado sera ttil. Nele usaremos a seguinte notagao: se
Q1,0 ..., 0 € {1,2,..., N} poremos

eliv, ... ix) = ]| [ senliq — i),

p<q
onde
-1 set<O0
sgn(t) =<0 set=0
1 set>0

denota a chamada fungao sinal.
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Lema 4.4. Sejam 6, ...,0y € F1(Q). Se iy, iy..., i € {1,2,..., N} entao
0,‘1 /\/\0% :E[il,...7ik]¢9j1 /\/\ij,

onde {iy,...,ix} ={j1,-- gkt e < ... < Jp.

Demonstragao. Podemos assumir que os indices iy,...17, sao todos distintos. A de-

monstracao se dard, novamente, por inducao sobre k. O caso k = 1 ¢ trivial e portanto
assumimos que o lema seja valido para k& — 1. Notando primeiramente que

E[il, PN ,Zk] = ﬂ:E[il, PN ,ik_l],

onde o sinal + (resp. —) ocorre se o nimero de indices i;, 1 < j < k — 1, que sdo maiores
que i é par (resp. impar) a hipotese de indugao fornece

= 6[721, e 7ik_1] (6]'1 VANPIRAN ijil) VAN 9% y
onde {i1,... i1} = {J1, -, k1t € Jj1 < ... < Jr_1. Destas consideragoes o resultado
segue imediatamente. U
Lema 4.5. Sejam Q C RY aberto e Fy,..., Fy € C®(Q). Entao

a(Flv"'aFN)

4.12 dFiN...ANdFy =
( ) ' N 8(1;1,...,56]\[)

d.ﬁL’l/\.../\dJZ'N.
Demonstragio. Temoq)

dFy A ... ANdFy = .
' N axh axjé asz\f

d$j1 AN dl’jQ VAP d.’lij

J1,J25-JN

F, OF. F
:< Z e[jl,...,jN]a 1 0 2 .. 0 N)dxl/\dxg/\.../\da:N

&cjl 8xj2 aij

J1,J2505JN
o(Fy,..., F
8(371,...,.TN>

A derivada exterior

Lembremos a definicao da aplicacao R-linear
d:Fo(Q) — Fi (), f—df.
Note ainda que a regra de Leibniz fornece
(4.13) d(fg) = fdg+gdf = f Adg+df Ag.
'Recorde que se A = (a;;)1<ij<n é uma matriz quadrada N x N entio

det A = E e[il,...,iN]aLilag,iz---aN’Z‘N.

11,82,.n0, IN
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Nosso objetivo agora é estender esta definicao para formas de grau arbitrario. Se w €
Fr(€2) tem representagao canonica
Y wyd
W= wydx
=7 427

definimos

/ 8wJ
(4.14) dw = Z| Tk (dwy) ANdxy = ZIJI i Z dxj Ndzj;, AN dx,.
Note entao que, para cada k=0,1,...,N —1,d deﬁne um operador R-linear

d: Fkal)——% Fk+1“])
Exemplo 4.5. Tomemos w € F;(2), onde  é um subconjunto aberto de R?. Escrevendo

w = widzy + wedxe + wsdxs

temos
8@@ 8w1 8@@ 8w1 8a@ 8wQ
do=——-——=—]d d — — —|d d — — —|d dzs .
w (8961 8@) x1 N\ dxy + (&El 8x3) 1 N\ dxg + (81'2 8x3> To N\ AX3
Proposigao 4.2. Sejam « € F,(Q2), 8 € F,(Q). Entéao
(P5) dlanB)=daAp+ (—1)PaAdp;
(P6) d(de) = 0.

Demonstragao. Para (P5)) podemos assumir que o = fdxy, = gdz; onde f,g € C*(Q)
el ={i,....ip}, J ={j1,...,Jq} s@0 multi-indice ordenados e disjuntos de comprimento
p e q respectivamente. Temos

anf=(=1)"(fg)dzy.,
onde 7 é o numero de diferencas j, — 75 que sao negativas, e portanto
d(anpB)=(=1)"gdf Nday g+ (=1)"fdg Adzy g
= (df ANdxp) A (gdxy) + f (dg Adap) Aday
= (df Adap) A (gdzy) + (=1)Pf (dzg Adg) Adzy
= (df ANdzy) A (gdzy) + (—1)P (fdar) A (dg A dxy)
=daAp+ (—1)Pandg,
onde na igualdade () usamos a propriedade (P3).

Para demonstramos (P6) primeiramente observamos que se f € C*(2) entdo

Z Z axka% day A dz;

7=1 k=1

{Z Z} (8%8% day A dxj>

i<k 7>k

0
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uma vez que 9?f/0x;0x = 0*f /0x0x; e dx; A dzy = —dxy A dz; quaisquer que sejam j
e k.

Agora, se @ = fdx;, onde I é um multi-indice ordenado de comprimento p, entao
da = df A dz; e portanto, por (P5),

d(da) = [d (df)] Adar + (—=1)°F Ad(dzg) = 0
pois d(dz;) = d(1dz;) = d1 Adz; = 0.
A demonstragao da Proposigao [4.2] estd completa. O

Encerramos este paragrafo com uma importante definicao.

Definicao 4.5. Uma k-forma w € Fy(Q)) é fechada se dw = 0. Dizemos também que
w € Fx(Q) é exata se k > 1 e se existir a € Fr_1(Q) tal que da = w.

Note que (P6) implica que toda forma exata é fechada. A reciproca, em geral, ndo é
verdadeira e o estudo desta propriedade serd um dos objetivos do Capitulo [5|e do Apéndice.

Pullback
Sejam Q C RN, U Cc R™ conjuntos abertos e seja também F : Q — U uma aplicacao
de classe C*°. Vamos escrever y = F(x) € U, onde F(x) = (Fi(x),..., Fy(x)), z € Q.

A aplicacao “pullback” estende, para formas diferenciais de grau arbitrério, a aplicacao
R-linear de composicao

C*(U) — C=(Q), g—gr =goF.
Seja entao w € F,(U) com expressao canonica
/
w= _wrdy Vi,

Definimos o “pullback” de w pela aplicagao F' como sendo o elemento de F,(€2) dado

por
/
(4.15) wp = Zm:p(‘” o F)dF;, A...ANdF},
Note que
Fo(U) 3w (w)r € Fo()

¢ uma aplicacao R-linear.

Lema 4.6. Sejam Q C RN, U c RM conjuntos abertos e F' : Q0 — U de classe C*°. Se
i1,...,ix €{1,..., N} entao

Demonstragao. Segue da definicao de “pullback” em conjunto com o Lema 4.4} Il

A préxima proposicao fornece as propriedades fundamentais do “pullback”:
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Proposicao 4.3. Sejam Q2 C RN, U ¢ RM conjuntos abertos e F : Q — U uma aplicacao
de classe C™. Sejam, também, o € F,(U), B € F,(U). Entao

(P?) (Oé/\ﬂ)F:OéF/\/BF;

(P8) d(ap) = (da)r.

Demonstracao. Para (P7) podemos assumir que o = dy;, f = dy; onde [ e J sdo multi-
indices de comprimento p e ¢ respectivamente. Escrevendo I = {i1,... iy}, J = {j1,..-,Jq}
temos, por (4.16)),

(dy; ANdyy)r = (dyi1 Ady, ANdyg A dyjq)F
dF, A...dF;, NdF;, A ... dF),
(A, A ... dF;,) A (dEj, A ... dF;)
(dyr)r A (dys)F-

Passamos agora a demonstragao de (P8)). Suponhamos, primeiramente, que a € Fo(U),
isto é, que a = g € C*°(U). Pela regra da cadeia

k=1
= (dg)
Para demonstrar no caso geral podemos assumir, sem perda de generalidade, que
a = gdy;, onde g € C®°(U) e I ={iy,...,i,} é um multi-indice ordenado de comprimento

p. Uma vez que
d[(dyn)r] =d[dE, A...AdE;,] =0
obtemos, por ’
dar = dgr (dyr)F]

= d(gr) A (dyr)r

= (dg)p A (dyr)r
= (dg A dyr) g

= (da)p ,
onde, na igualdade (x), usamos (P7). .

Veremos agora como a operacao de “pullback” se comporta com relagao a composicoes.
Fixaremos entao uma aplicagao F' como antes e tomaremos G : U — V de classe C*,
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onde agora V é um subconjunto aberto de R?. Escreveremos z = G(y), y € U, e G =
(Gy,...,Gg).

Proposicao 4.4. Se w € Fi(V) entao

(P9) (wa)r = (W)gor -
Demonstragao. Escrevendo
!/
o= lel:kaldzil VANPIRIAN CIZZ,C

temos, por (P7),

/

(a6 =3, (@n)a)r ([@z)a)r A A ((d5)6)

/

(@) gop = Zm:k (@) gor (d2i ) gop A - - Ad2i) o -

Uma vez que ((ar)g)r = (ajoG)o F = ajo(GoF) = (as)gor, vemos imediatamente que
ficard demonstrada se verificarmos sua validade para o = df, com f € C*(V). Mas,
por (P8),

(df)gor = d(f o (Go F)) =d((f o G)o F) = [d(f o G)]r = [(df)c]r
O

Corolario 4.2. Se F' : Q0 — U é um difeomorfismo entre subconjuntos abertos {2 e U de

RY entao a aplicacao “pullback” w + wp induz isomorfismos de R-espacos vetoriais entre
Fe(U) e F(2), k=0,1,...,N.

Concluiremos este capitulo apresentando uma demonstracao do importante Lema de
Poincaré. Sua demonstracao evidenciard uma das muitas importantes aplicacoes do ope-
rador de “pullback”.

Antes, porém, uma definicao: um subconjunto D de RY é estrelado se existir xy € D
satisfazendo a seguinte propriedade: se x € D e se t € [0, 1] entao x¢+t(z —x9) € D. Todo
conjunto convexo é estrelado; na realidade é facil ver que D é estrelado se, e sé se, D se
escreve como a reuniao de uma familia de conjuntos convexos com interseccao nao vazia.

Teorema (Lema de Poincaré). Se Q é um subconjunto aberto e estrelado de RN ese k > 1
entao toda k-forma fechada em §) é exata.

Demonstracao. Seja w € Fi(£2), com representac¢io canonica

!
w = g wrdzx
‘I|=k I I

e suponhamos que dw = 0. Precisamos mostrar a existéncia de o € Fy_1(£2) tal que do = w.
Procederemos do seguinte modo: fixemos xy € 2 tal que xg+t(x — xy) € £ para todo para
(t,x) € [0,1] x Q e definamos F : [0,1] x © — Q pela regra

F(t,x) = zo + t(xr — xo).



APENDICE - MODULOS SOBRE ANEIS COMUTATIVOS 45

Podemos escrever
/
(W)r = ZII\ k;ﬁ (t,x) der + ZIJI* vy (t, z)dt A day.

Afirmamos que

o= Z/ﬂ:kl {/Olfyj(t,x) dt} dz;

satisfaz a propriedade desejada.

De fato, observando que d[(w)r] = (dw)r = 0 obtemos

9p 0 0
_Zm kz Idxz/\dxf%—dt/\{ ZM o 12 7"dggj/\dxﬁzl‘ . atfdxf}.

Como o termo entre chaves deve ser identicamente zero, integrando os coeficientes para
t € [0,1] obtemos

da = Zm L (Br(1,2) = Br(0,)) day.

Para concluir a demostragao basta verificar que wy(x) = £;(1,2) — 5,;(0,x). Para tal
observemos primeiramente que a transformacao F' se escreve como F' = (Fy, ..., Fy), onde
Fi(t,z) = zo; + t(x; — xo;), (aqui o = (o1, - .., Zon)). Como se vé facilmente que

dF}:(IJ—ZL’OJ>dt+tdI3 jzl,...,N,
obtemos
Brlx,t) = trhwy (xg + t(x — x0)),
e nossa afirmagcao segue.

A demonstracao esta completa. O

Uma observagao sobre a invariancia

Apesar de termos introduzido a nogdo de forma diferencial de modo intrinseco [cf.
defini¢oes e nao adotamos a mesma estratégia quando das defini¢coes do produto
exterior e da derivada exterior. Tais operagoes foram definidas sobre as representacoes
“standard” das formas envolvidas, e portanto dependentes das coordenadas (z1,...,zy)
pré-fixadas. Entretanto, a proposi¢ao mostra que as operacoes de produto e derivada
exterior sao invariantes por difeomorfismos e portanto tem, também, significado intrinseco.

Apéndice - Médulos sobre anéis comutativos

Seja R um anel comutativo com unidade. Exemplos importantes sdo Z (o anel dos
inteiros), R, R[X] (anel dos polinomios com coeficientes reais) e C'°(£2), onde 2 é um
subconjunto aberto de RY. Por um R-médulo entendemos um grupo abeliano (M, +) em
conjunto com uma aplicagao

RxM—M, (rix)—r-x
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satisfazendo as seguintes propriedades:

(1.) r-(x+y) =r-x+r-y
(2.) (r+s)-x=r-x+s-x
(3.) (rs)-x=r-(s-x)
(4.) l-z==x

para x,y € M, r,s,1 € R.
Aqui estao alguns exemplos:

(a) Todo grupo abeliano (G, +) ¢é naturalmente um Z-médulo, com operagoes definidas
por
m-x=x+x+...+x sem>0, m-x=—[(—m)- x| sem <0.

N~
m

(b) Todo espago vetorial sobre R é um R-mdédulo.
(c) X(2) é um C*(Q2)-mdbdulo.

(d) Se R é um anel comutativo entao R" = R X ... x R (n fatores) tem uma estrutura
natural de R-médulo, onde as operagoes sao assim definidas: se (x1,...,2,), (Y1,-.-,Yn) €
R" e ser € R entao

(x17~--7xn)+(y17'-'7yn) = (1'1 +y17"-axn+yn)7
(X, Ty) = (rxy, .., TTy).
(e) Seja V um espago vetorial sobre R e fixemos 7" € L(V'). Entao T define sobre (V, +)
uma estrutura de R[X]-mdédulo pela regra
p(X)-v=pT), peR[X], veV.
Sejam M e N R-mdédulos. Denotaremos por Homg(M, N) o conjunto dos homomorfis-

mos de R-modulos de M em N, isto é, o conjunto de todas as aplicacoes f : M — N que
satisfazem

fle+y)=flx)+ fly), z,y€M;
f(r-xz)=r-f(x), =€ M, reR.

Note que, com as operagoes naturais, Homg (M, N) tem estrutura de R-mddulo.

Definigao 4.6. Dizemos que os R-médulos M e N sao isomorfos se existe f € Homg(M, N)
bijetora.

Definigao 4.7. Seja A um subconjunto de um R-médulo M. Dizemos que A é uma base
para M se cada x € M se escreve de modo 1inico na forma

=TTy o+ ,T,,
onde x;,,...,x;, € A, 1y ...,1;, € R. Umn R-médulo M € livre se M tem uma base.

Se um R-médulo M é livre e com base finita entao M ¢ isomorfo a R™ para algum
n > 0. O valor de n é unicamente determinado e é denominado dimensdo do R-mddulo M.
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Exemplo 4.6. Diferentemente do que ocorre no caso de espacos vetoriais, nem todo R-
modulo ¢ livre. Por exemplo, qualquer grupo abeliano finito é um Z-médulo que nao é
livre. Exemplo de um tal grupo ¢é Z,,, o grupo dos inteiros médulo m. Note que o conjunto
{1} gera o Z-médulo Z,, (no sentido que todo elemento de Z,, ¢ um miltiplo de 1), mas
que k-1=0se k € Z é um miltiplo de m (e portanto {1} nao é base de Z,,).

Finalmente observamos o seguinte fato, cuja demonstracao é andloga a do caso envol-
vendo espagos vetoriais. Seja M um R-moédulo livre e de dimensao n. Entao o mesmo
¢ verdade para Hompg(M, R). Mais precisamente, se {ej,...,e,} é¢ uma base de M e se

: * * _ x * * 4
definirmos e € Homp(M, R) pela regra e;(e,) = d; entdo {ej,...,e;} é uma base de
Hompg (M, R), denominada a base dual de {eq, ..., e,}.






CAPITULO 5

Integracao de formas diferenciais e o Teorema de Stokes

Neste capitulo apresentaremos a teoria de integracao de formas diferenciais e demons-
traremos o teorema de Stokes.

Inicialmente definimos a integral de uma N-forma. Para tal sejam entdo 2 C R aberto
ew € Fy(2). Se E @ O é Lebesgue-mensuravel definimos

/E w= /E £ () dm(z),

onde f € C®(Q) é tal que w = fdx; A... Adxy.
Esta definicao é invariante por difeomorfismos ”positivos”, no seguinte sentido:

Proposicao 5.1. Sejam € e Q' abertos de RY e G : Q — Q' um difeomorfismo de classe
C*. Escrevay = G(x) e suponha que det G'(x) > 0 para todo x € Q). Entao sew € Fy ()
e se E cC Q) é Lebesgue-mensuradvel vale

/w:/ wa -
E G~1(E)

Demonstragao. Se w = f(y)dy; A ... Adyy temos, pelo Lema [4.5]
we = f(G(z))det G'(x)dzy A -+ - ANday

e portanto
[ we= [ $(GM)detGa)dme) = [ fw)am(y
G-1(E) G-1(E) E
em virtude do teorema de mudanga de varidveis, ja que det G'(z) = |det G’'(x)| para todo
x € €. g

Para estender este conceito a formas de grau arbitrario necessitamos introduzir alguns
novos conceitos.

Se k > 1 definimos o k-simplexo “standard” como sendo o conjunto
QkI{I‘:(SL’l,...,I‘k) eRk: L1 207-'->xk207 1+ ... +x, < 1}
E conveniente estender esta definicio ao caso k = 0 colocando Q° = {0}.

Definigao 5.1. Seja Q um subconjunto aberto de RY. Uma k-superficie em Q (k > 1) é
uma aplicacao ® : B*¥ — Q de classe C™, onde B* é ou o k-simplexo “standard” Q* ou um
intervalo compacto em R* de volume > 0.

49
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Aqui também ¢ interessante estender este conceito ao caso k = 0: uma 0-superficie é
uma aplicagao ® : {0} — €; assim, O-superficies se identificam com pontos de €.

A Definicao [5.1] requer um comentério importante: dizer que a aplicacao ® é de classe
C™ significa na realidade dizer que ® estd definida e é de classe C* em um aberto de R*
que contém B*.

Definigao 5.2. Sejam Q um subconjunto aberto de RN, k > 1 e w € Fi(Q2) uma k-forma
sobre Q. Se ® : B¥ — Q é uma k-superficie em ) entao a integral de w sobre ® é definida
por

(5.1) [o=[ @

Note que o “pullback” de w por ® é uma k-forma em um aberto de R* que contém B*
e portanto o lado direito de (5.1)) estd bem definido.

Novamente é importante estender este conceito ao caso k = 0. Se f € Fo(Q2) = C>(Q)
ese ®: {0} — Q é uma O-superficie colocamos

Afif@@ﬂ

Vamos agora calcular |, » W explicitamente. Para tal escrevamos w na forma

/ /
w = Zm:kwl d.]][ = Zm:kwldxil VARRAN dl’lk .

Se ®(t) = (P1(¢),... Pn(t)), com ¢ = (t1,..., 1), entdo, pelo Lema [4.6/ do Capitulo [4]

!/

(w)p = le‘:kwl((b(t)) dd; () A ... A dD;, (1)

- ZII\:,C“I(@@)) ’ é?tll - ’igk) (t)dt A ... Adty

o= [ A o)z ane).
® B Il Ota, ..., tx)

Note que neste caso a integral de Lebesgue pode ser substituida pela integral de Rie-
mann, o que faremos a partir de agora.

e portanto

Daremos agora alguns exemplos.

Exemplo 5.1. Suponha k = 1, seja w € F1(2) e v : [a,b] — © uma 1l-superficie em
(também chamada de “curva parametrizada” em §2). Se

N
w= Z w;(z) dz;
j=1



5. INTEGRACAO DE FORMAS DIFERENCIAIS E O TEOREMA DE STOKES 51

esey=(1(t),...,n(t)) entao

[o= ] {Spomgo o

Note que se, em particular, w = df, com f € C*(£), entao
b N b
5:2) /sz{lggwmw%wz/UMMMhﬁmm—ﬂwm

De ((5.2) obtemos uma simples condi¢ao necesséria para que uma 1-forma seja exata:

e se () é um aberto de RN e se w é uma 1-forma exata sobre €, entao fvw = 0 para
toda curva parametrizada v : [a,b] — R com y(a) = ~(b).

Mais a frente mostraremos que este critério pode ser apropriadamente estendido para
formas de grau arbitrario. Aproveitaremos o momento para aplica-lo para exibir uma 1-
forma em R?\ {0} que é fechada mas nao é exata. De fato, seja a € Fy(R?\ {0}) definida
por

a= dr + ——dy.
x2+y2 x2+y2 Yy

Um célculo direto mostra que da = 0. Por outro lado, se 7 : [0, 2nr] — R?\ {0} ¢ dada por
v(t) = (cost,sen t) entao

/ / 2 sen®t N cos?t 4t — 2
o= =27
sen?t 4+ cos?t  sen?t 4 cos?t ’

0 que mostra que nao existe f € C>°(R?\ {0}) satisfazendo df = a em R?\ {0}.
Exemplo 5.2. Sejam B? = {(r,0,¢0) e R}*: 0<r<1,0<0<21n,0<p<7}e

d: B> — R, O(r,0,p) = (rsen p cosf,rsen @ sen 0,7 cos ).

Entao um célculo direto mostra que

/dxl/\dﬂlg/\dl’gz—élﬂ'/?).
P

Sejam agora  (resp. U) um aberto de RY (resp. R?) e seja também F' : Q — U uma
aplicacao de classe C®. Se ® : B¥ — Q é uma k-superficie em  entdo Fo® : B¥ — U ¢
uma k-superficie em U. Nestas condi¢oes temos o seguinte resultado:

Proposicao 5.2. Se w € Fi(U) entao

(5.3) | w= [

Demonstracao. Uma vez que (w)pop = ((w)r)e (Proposi¢ao do Capitulo {4f) vemos
que ambos os lados de (5.3) sao iguais a [, (W) roo- O
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Simplexos e cadeias afins

Dados po, p1,- - -, pr em RY o k-simplexo (orientado) afim definido por pg, p1,. .., Pk ¢
a k-superficie
o = [P0, P15 - - Pkl
definida por

k
(5.4) ot t)) =po+ Y _tj(pj —po), t=(tr,....t) € Q"
j=1

Note que ¢ pode ser expressa como
(5.5) o(t) =po+ At, teQ",

onde A € L(R* RY) é dada por Ae; = p; —po, j = 1,...,k (aqui, como usual, {ey, ..., ex}
denota a base canonica de R¥).

Em particular um 1-simplexo afim o = [pg, p1] nada mais é que o segmento orientado
ligando pg a p;.

E facil ver que se o = [Po, P1, - - -, Px) entdo o(QF) é igual & envoltéria convexa do
COl’ljUIltO {p07 P1;--- 7pk}

Dado um aberto Q de RY denotaremos por s;(£2) o conjunto de todos os k-simplexos
afins o = [po, p1, - .-, Pk tais que o(Q*) C Q. Note que se o = [pg, P1,-- -, Pr] € sk(Q) e se
o é obtido de o através de uma permutacao dos pontos pg, pi,- - -, Pk, isto €,

o= [pi07pi1""7pik]7 {io,il,...,ik} = {0,1,.‘.,]{?},
entdo 5(QF) = o(QF) e, portanto, o € s() = 7 € 5,(Q).

Proposicao 5.3. Seja 0 € s,(Q2) e seja ¢ € sx(£2) como acima. Entao dada w € Fp(Q)
temos

(5.6) /ow _ e[ig,il,...,ik]/gw.

Lembre que, como visto no Capitulo , elioyiv, .-y ix] = [ [, sen(iqg — ip).

Demonstracao. Note que podemos assumir k£ > 1 (o caso k = 0 é ébvio).

Como primeiro caso vamos supor que ¢ € obtido de o simplesmente trocando por pg
por p;, para algum j € {1,...,k}. Assim teremos

a(t)=p; + Bt, teQF
onde B € L(R* R") ¢ definida por Be; = pg — p; € Bey = py — pj se { # j.

Em um momento provaremos que ¢ = 0o, onde T : R* — R¥ é da forma T' = ¢; +T°,
com T° € L(RF), satisfazendo T(QF) = Q* e det T° # 0. Assumamos este fato por um
momento.

Se w, = f(t)dty A ... Adty entdo
(wo)r = f(T(5))(det T°) ds; A ... Adsy
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e portanto
/w = / ws = (det T°) f(T(s))ds.
g Q*k QF

Por outro lado, aplicando o Teorema de Mudanca de Variaveis,

1 1
100N = iy [ 0= i [

/wZE/w,
o o

Para concluir a demonstracao deste caso bastara entao mostrar a decomposi¢ao o =
oo T, onde T satisfaz as propriedades mencionadas e, ademais, det 7° = —1.

de onde obtemos

em que € = sgn(det 7).

Para determinar 7" iniciamos escrevendo

(1) =p;+ Y _te(pe — ps) + (po — py)-

t#j
k
=DPo+ Zte(pe —Po) + (1 - 2@5) (Pj — Po)-
i =1

Logo teremos

k k
T(t) = (tr, o, L= Y bty t) =€+ (b, o, — > bt ),
/=1 /=1

[ J/
-~

=70(1)

e é agora muito facil verificar que T satisfaz as propriedades desejadas.

Para concluir a demonstracao da proposicao resta considerar o caso em que & é obtido
de o trocando-se p; por py; mas aqui a decomposicao 6 = o o T' ¢ imediata, uma vez que
podemos tomar como 7T a transformagao elementar que permuta e; com e; e, portanto, o
argumento pode ser repetido sem dificuldades. U

Antes de continuar faremos uma breve digressao. Se A é um conjunto nao vazio dizemos
que uma func¢do f : A — R é quase-nula se o conjunto {a € A : f(a) # 0} é finito. O
conjunto de todas as fungoes quase-nulas em A tem a estrutura de um R-espaco vetorial
e é denotado por R, Dado a € A denotamos por d, o elemento de R definido por
6q.(a') =1sea =a, d,(a’) =0 de a’ # a. Note que se f € R entdo

(5.7) f=>_ fla),

de onde segue que {J, : a € A} é uma base do R-espago vetorial R™ . Normalmente

representamos os elementos de R como uma combinacdo linear formal (finita) do tipo
Y uAaaonde A\, € R. Deste modo o préprio conjunto A é entendido como uma base para
o R-espaco vetorial R(*).
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Tomando como A o conjunto s;(£2), o R-espago vetorial correspondente R™ é chamado
o espago das k-cadeias afins em ) e é denotado por cx(€2). Assim uma k-cadeia afim
I' € ¢, (2) nada mais é que uma combinagao linear formal finita

(5.8) D= Xoi. MeER, 0; €54,(Q).

Se I' € ¢, (£2) é como em ((5.8)) e se w € Fi(2) definimos

(5.9) /Fw:;/\i/aiw.

Exemplo 5.3. Seja {e;, e} a base canonica de R%. Entao
Y= 2[0, 61} + [61,61 + 62] + [61 + 62,0]

define uma 1-cadeia afim em R% Se f € C*(R?) entdo

/df:Q/ df+/ df+/ df
ol [0,e1] le1,e1+e2] le1+e€2,0]

= 2{f(e) = f(O)} +{f(ex + e2) = fler)} +{f(0) = fler +e2)}

= f(e1) — £(0).
Vamos agora definir a fronteira de uma cadeia afim; para tal tomemos, primeiramente,
0 = [po,P1,-- -,k € sk(2), onde assumimos k > 1. A fronteira de o é, por definigao, a

(k — 1)-cadeia afim do € c;_1(£2) dada por

k

(5.10) &7:Z(—l)j[po,...,ﬁj,...,pk],

j=0

onde, como é usual, o termo assinalado por ~ é omitido da expressao. Estendemos, por
linearidade, o operador 0 a uma aplicacao R-linear

0: Ck(Q) — Ck_l(Q) .
Assim, se I" é como em ([5.8)) entdo

Exemplo 5.4. Seja o = [po, p1] um 1 simplexo afim em R? (isto é, um segmento orientado).
Entao

do = [p1] — [po] -

Exemplo 5.5. Seja o = [po, p1, p2] um 2-simplexo afim em RY. Entao

do = [p1, P2} — [Po, P2] + [Po, P1] -
Exemplo 5.6. Seja v a 1-cadeia afim descrita no Exemplo [5.3] Entao

07 = 2{[ea] = [0]} + {lex + 2] — [ea]} + {[0] — [ex + €]} = [ea] — [0].
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Note entao que o valor da integral obtido no Exemplo [5.3| pode ser expresso como

/Wdf: awf.

Introduziremos agora uma notacao que serd util durante toda a exposi¢ao. Se

{e1,...,er} denota a base canonica de R* entdo o = [0,e1,...,¢e;] nada mais é que a
aplicagao identidade Q* — Q*. Por outro lado, escrevendo 79 = le1,...,ex] € T; =
[0,€1,...,€j,...,ex] para j > 1 temos

k
(5.11) 0, e1,... ex) = > (—1Y7;.

=0

Note que 7; definem aplicagoes definidas em Q=1 e a valores em Q*. Logo, se o € s;(f)
entdo o o 7; € s5_1(€2) e um momento de reflexao leva a conclusao que

k

(5.12) O => (~1) (com).

=0
O Teorema de Stokes (la. versao)

Passaremos agora a demonstragao da primeira versao do importante Teorema de Stokes,
que nada mais é que a generalizacao da igualdade obtida no Exemplo [5.6]

Teorema de Stokes I. Sejam k > 1, Q C RN aberto, w € Fy_1(Q) e T € ¢,(Q). Entao

(5.13) /arw:/rdw.

Demonstracgao. E ficil ver que é suficiente demonstrar (5.13) quando I' = o € s(Q).

Temos entao
/dw:/(dw)gz/ dwU:/ dw, .
o k QFk [0,e1,...,ek]

Por outro lado, por (5.12)) e pela Proposicao ,

k k
/ w = Z(_l)]/ W = <_1)]/ We = / Wo
o ]ZO O'O’T]' ] 0 TJ‘ 8[0,61,‘..,816]

0 que mostra entao que é suficiente demonstrar (5.13) quando I' = [0,eq,...,¢ex] (onde
{e1,...,e,} é a base canonica de R¥) e w é uma (k — 1)-forma definida em um aberto de
R* que contém Q*. Escrevendo w na forma

k
w:ijdxl/\.../\d:cj/\.../\dxk
j=1

vemos, finalmente, que ¢é suficientemente demonstrar ((5.13)) no caso em que

F'=10,e1,...,ex] e w:f(x)dxl/\.../\d/ac\T/\.../\dxk,
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onde r € {1,...,k} e f é de classe C* em algum aberto que contém Q.

Para tal notamos primeiramente que

k
dw = (Z of d:L'i)/\d:zzl/\.../\d/:c\r/\.../\dxk
=1

(9:@
_ 9 e Nda A AT A A
ox,
0
— (_1>r_1@—xfr dl’l FANAN dZL’k
e portanto
_ af
5.14 / doe (1t [
( ) [0,e1,....ex] ( ) Qk a.TT< )

Por outro lado temos

k
(5.15) / w:/ W*Z(_l)j/ w.
0[0,e1,...,ex] 70 j=1 Tj

Seja j € {1,...,k} fixado. Escrevendo as coordenadas em Q*~! como t =
(t1,...,tj,...,t;) temos

7i(t) = Zteee = (t1, - tjo1, 0,540, L)

e portanto w,, =0se j #re
Wy, = F(t1, oo toet, O togrs oot dE A A AL A dE
Consequentemente,

—~

(—1)?’/ w=(-1)" flty, oo te1, 0, tgn, o tp)dty . dE, . dEy

1 S Qk—l

(5.16)

k
Jj=

Agora, pela Proposicao [5.3]

/ W= (—1)! /w,
T0 T
onde 7 = [e,,€1,...,€r_1,€r41,...,¢]. Escrevendo, como antes, as coordenadas em Q%1
na forma t = (¢1,...,t,,..., ), temos
T(t) = e + E ti(e; —er)
itr

= (tla"'atr171_thatr+17"'7tk> )

JFr
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donde
w;:f(tl,...,tr_l,l—th,trﬂ,...,tk)dtl/\.../\&t\r/\.../\dtk.
i
Assim
(5.17) /w:(_1>r—1/ f<t1,...,t,,_1,1—th,trﬂ,...,tk)dtl...at\r...dtk.
T0 Qk71 j#r

De (5.15)), (5.16) e (5.17)) obtemos entao

—~

/ w:(—l)T f(tl,...,trfl,o,tr+1,...,tk)dtl...dtr...dtk
9[0,e1,...,ex] Qk-1

+(_1)r1/k1f (tl,...,tr1,1—Zt]~,tr+1,...,tk> dt,...dt, ... dt,

J#Fr

oy [ 9
= (-1t N 8mr<t)dt’

onde, na ultima igualdade, utilizamos o Teorema Fundamental do Célculo na variavel ¢,.
Tendo em vista ([5.14]) vemos que a demonstragao do Teorema de Stokes estd completa. [J

Simplexos e cadeias singulares

Se Q é um subconjunto aberto de RY entdao uma k-superficie £ : Q¥ —  serd chamada
de k-simplexo singular em 2. O conjunto dos k-simplexos singulares em (2 sera denotado
po Si(2). Note que sx(€2) C Si().

Como antes, uma k-cadeia singular em ) serd uma combinacao linear formal finita

(5.18) ©=> A& MER, §eS(Q).

O conjunto das k-cadeias singulares, denotado por Ci(f2), tem estrutura de R-espago ve-
torial que contém c;(€2) como subespago. Note também que podemos definir, de modo
natural, a integral de w € Fj(Q2) sobre © definida por (5.18]) pela expressao

/G)W:ZAZ»/&W.

(2

Como anteriormente podemos também definir, para cada k > 1, um operador R-linear,
denominado operador de fronteira

que estende o operador 0 : ¢ (2) — ¢,_1(Q2) introduzido anteriormente (cf. Exercicio [7| do
Capitulo [5).
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Para definir o operador (5.19) bastara definir 9¢, com £ € Si(2). Mas, como antes,
EoT1j €S,1(R), j=0,1,...,k, e portanto é natural estender (5.12)) para

(5.20) ¢ = Z(—1)f‘§ oT;.

O Teorema de Stokes (2a. versao)

Temos agora tudo para demonstrar uma versao mais geral do Teorema de Stokes.
Teorema de Stokes II. Sejam k > 1, Q C RY aberto, w € F;,_1(Q2) e © € C,(Q). Entao

(5.21) /aew:/@dw.

Demonstragao. Como na demonstragao do Teorema de Stokes [[| podemos assumir que
© = ¢ € Si(Q). Como (dw)e = d(we), e denotando novamente por {ej,... ez} a base
canodnica de R¥, o Teorema de Stokes I fornece

k k
dw:/ d(%):/ e = (-1)1/%: (—1)j/ w:/ w. O
/f [0,e1,....ex] 9]0,e1,...,ek] ; T jgo ot 213

Como consequéncia desta versao do Teorema de Stokes obtemos uma generalizacao
natural do resultado exposto no Exemplo 5.1. Para tal definiremos

Z4(Q) = {@ € Cu(Q) - /@ﬁ _0VBe Fk(Q)} |

Note que Zo(2) = 0 (ver Exercicio 1 do Capitulo 5) mas que isto nao se verifica quando
k > 1. Por exemplo, se pg, p1 sao tais que o segmento que os une esta contido em €2 entao

0 # [Po, 1] + [P1, Po] € Z1(€2).

Corolario 5.1. Sejam ©Q C RY aberto e w € Fi,(Q) uma k-forma fechada (k > 1). Uma
condicao necessaria para que w seja exata é que f@w = 0 para © € Ci(Q)) satisfazendo

00 € Zk_l(Q).

Demonstragao. Suponha que exista a € Fy_1(€2) tal que dao = w. Entéo, se © é como

no enunciado,
/w:/da:/ a=0.
e ) BC)
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Exemplos e aplicacoes

A formula de Green para o disco

Iniciamos o capitulo obtendo a férmula de Green para um disco no plano cartesiano.
Para tal consideremos, primeiramente, um intervalo compacto em R? da forma

I =la,b] X [c,d],

onde a < b e ¢ < d. Pelo Teorema de Stokes I e pelo exercicio [6] do Capitulo [ podemos
afirmar:

e Se w é uma 1-forma definida em um aberto 2 de R? que contém I entao

(6.1) /Idw _ /Fw

onde I € ¢;(€2) é dada por
['=1(a,¢), (b, )] + [(b,¢), (b, d)] = [(a, d), (b, d)] = [(a, ¢), (a, d)].
Seja entao J = [0, R] x [0, 27] e consideremos a 2-superficie o : J — R? definida por
o(r,0) = (rcosf,r sen 0).
Note que o(J) = D, o disco fechado centrado na origem e de raio R.

Seja entao w = P(x,y)dx + Q(z,y)dy uma 1—forma definida em uma vizinhanga de D.
Por (6.1)) podemos escrever

(6.2) J@, = [ a@. = [ o

Agora, uma vez que
d(rcosf) = (cosO)dr — (rsenf)df, d(rsend) = (senf)dr + (rcosf)db
e que
d(rcos@) Ad(rsenf) =rdr Adf

obtemos

w, = P(rcosf,rsen)d(rcosf) + Q(rcosf,rsenf)d(rsend)
= {(cos @) P(rcosf,rsenf) + (senf) Q(rcosf,rsend)} dr
+ 7 {(cos @) Q(rcosb,rsenf) — (senf) P(rcosf,rsend)} do

59
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e
(dw), = (gQ (rcosf,rsenf) — aa—P(r cos 6, r sen 9)) rdr Ad6.
Yy x
Substituindo em obtemos,
oQ oP
/J <8—y(r cosf,rsenf) — %(r cos 0, rsen@)) rdrdf = /ng
ou, ainda,

g

Escrevendo I' = [(0,0), (R,0)] + 0), (R, 2m)] — [(0,27), (R, 27)] — [(0,0), (0,27)] e ob-
servando que um simples calculo mostra que

/ We = 07 / We = / Wo
[(0,0),(0,2m)] [(0,0),(R,0)] [(0,27),(R,2m)]
S e
[(R,0),(R,27)] ¥

onde agora y(0) = (Rcosf,rsend), 0 € [0 27r] Concluindo, obtemos a férmula de Green
para o disco D:

obtemos

e Se D denota o disco fechado centrado na origem e de raio R > 0 e se w é uma
1-forma definida em uma vizinhanca de D entao

(6.3) /de—ngw

onde a fronteira de D é percorrida uma tnica vez e no sentido anti-horario.

Abertos regulares

Definigao 6.1. Seja ) CC RY um aberto. Diremos que ) é um aberto regular se existirem
abertos U D QN, V O Q e um difeomorfismo de classe C* ¢ : U — V satisfazendo as
seguintes propriedades:

(1) o(QY) = Q;

(2) deto’(z) > 0 para todo x € QV.

O difeomorfismo ¢ é chamado de uma parametrizacao positiva do aberto regular €.
Note que o(Fr(QY)) = Fr(Q), onde Fr(A) denota a fronteira topolégica de A, isto é,
Fr(A) = A\ A°, e também que oo~ define um elemento de Cy (V).

Lema 6.1. Se € é um aberto regular com parametrizagao positiva o e sew = fdry A... A
dxy é uma N-forma definida em alguma vizinhanca de () entao

(6.4) /Qw:/gle



ABERTOS REGULARES 61

temos

(W)o = flo(t))deta’(t)dty AL .. AL  Adiy
/ .

Como ainda det o’(t) > 0, pelo Teorema de Mudanga de Varidveis obtemos entao

/a| Cw= [ el detaijam) /f Jdm(z / 0

Nas mesmas condigdes que acima, seja agora a uma (N — 1)-forma definida em uma
vizinhanca de . Pelo Teorema de Stokes [[I] temos

Jito= L

igualdade que mostra, em particular, que o valor do lado direito é independente da para-
metrizacao positiva do aberto regular €2 escolhida. Este valor comum ¢ entao denotado por
/. 50 O € assim obtemos a férmula de Stokes

(6.5) /Qda:/ma

Por exemplo, quando N = 2 temos que o é uma 1-forma, digamos a = P(z,y)dz +
Q(z,y)dy, com P e @ definidas e de classe C*> em um aberto que contém 2. Uma vez que

da = (8_@_8_]3) dx A dy

Demonstragao. Uma vez que
W= / @ = [ Flo() det o’ (t)dm(t).
N

|QN

or Oy
entao (6.5)) se torna a férmula de Green:
0Q 0P
6.6 /(———) dm(z, :/ Pdzr 4+ Qdy) .
(6.6) N\ "3y (z,y) 89( y)

A partir de agora assumiremos N > 3 e discutiremos o chamado Teorema da Divergéncia
(de Gauss). Iniciamos com uma definigao.
), L =% a;(x)0/dx;, definimos o

Definigao 6.2. Dados U C RY aberto e L € X(U izl
divergente de L como sendo o elemento de C*°(U) definido por
da;

N
div(L) = Z

A cada L € X(U) associamos uma (N — 1)-forma w™) € Fy_;(U) pela regra

(6.7) WP =31 ay(w) day AL Adag AL Aday

j=1



62 6. EXEMPLOS E APLICACOES

Se observarmos que

N
dw®) = Z(—l)jfldaj(:c) Adzy A Adzy AL Adey

Jj=1

= TiMz TLMZ

<Z—dxk) Adzy AL Adzy AL Aday

. a - —_—
(— 1)?‘16—%dxj/\dx1/\...Adxj/\...Ade
Lj

= 8% dzi A ... Adxy
= Oz,

=div(L)dzy A ... Adzy

obtemos, de (66.5]), a seguinte conclusao: se €2 é um aberto regular de RY e se L é um campo
vetorial definido em uma vizinhanca de ) entao vale a formula de Gauss

(6.8) /Q div(L)(z)dm(z) = /@ b

Ser;: QN —=QN,j=0,1,...,N, sdo definidas como antes:
To = [61,...,61\]], Tj = [0,61,...,@,...,61\7], j: 1,...,N,
onde {e1, ..., ey} denota a base canonica de RY, entao em temos
N
(6.9) / W) = Z(—l)j/ (W) or,.
50 o N-1

Aqui o é qualquer parametrizacao positiva de ). Interpretaremos a seguir cada uma das

parcelas do lado direito de .

Antes de tudo faremos uma pequena pausa para uma recordacao.

Digressao. Se m > 3 e se vy,..., Uy sd0 vetores em R™, v; = (vj1,...,Vjm), €ntdo o
produto vetorial de vy, ..., v,,_1 é definido por
61 62 DY em
V11 V12 T Uim
V1 X ... X Upo1 = . . . . s
Um—-1,1 Um-12 **° Um—1m
onde {ey,...,e,} denota a base canonica de R™. Assim

VI X oo X Upppg = z:{(—l)j_1 det A;} e,
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em que A; é a matriz obtida de

V11 V12 s U1im

Unm—-11 Um-1,2 *°° Um—1m
eliminando-se a j-ésima coluna. Observamos que:

® Uy, ..., Uy 1 sao linearmente independentes se, e somente se, v; X ... X Uy,_1 # 0;
o (V1 X ...XUp_1) Lv;paratodo j=1,...,m—1;

e Se A ={a;;} é uma matriz (m —1) x (m—1) e se w; = Z;n:_ll a;;v; entao

W1 X ... X Wyp—1 = (detA)(vl X ... X Um—l)-

Retornamos agora a andlise de (6.9). Seja ¢ : @V' — RY um (N — 1)-simplexo
singular em RY. Assumimos que v esta definida e é de classe C*™ em uma vizinhanca do
fecho de um aberto limitado U de RV~ que contém QN1 que ¢ é injetora e que '(t)
tem posto N — 1 para todo ¢t. Entao

(6.10) S =y (U)

é uma hipersuperficie regular parametrizada em RY™. Dado ¢ (ty) € S o espaco tangente a
S em (1) é o espago vetorial

0 0
T%Szismnl{5%(%%-~,5£%%%%)}

Temos dim7;,S = N — 1, qualquer que seja ty € U, uma vez que por definicao os vetores
0v/0t; sdo linearmente independentes. O vetor

- 0
No(ta) = (o) x .

o
.. X T

(to)

¢ entao normal a 7}, S. Note que obtemos um campo de vetores normal e unitario a S pela
regra

S 3 p = ii(p) = Nu(®)/INs(t)], (1) = p.
Consideremos agora a o-algebra de subconjuntos de S definida por
Mg ={y(A): ACU, Aé Lebesgue mensurdvel}

e a medida finita mg : Mg — [0, 00[ dada pela regra

ms((4)) = / ¥, (1) dm(2).

Esta medida denomina-se medida de superficie sobre S. O proximo resultado mostra que
tal medida tem um significado invariante:

Proposicao 6.1. Mg e mg dependem sé6 de S e nao da parametrizacao 1 escolhida.
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Demonstragao. Seja xy uma outra funcao de classe C'°, definida e injetora em uma
vizinhancga do fecho de um aberto limitado V' de RY=!, y/(s) com posto N — 1 para todo
s e tal que S = x(V'). Devemos mostrar que

(6.11) Mg ={x(B): B CV, B é Lebesgue mensuravel }

e que

(6.12) /|Nw J[dm() /yN J{dm(s)

se P(A) = x(B), com A C U, B C V Lebesgue-mensuraveis. Aqui escrevemos
= ox

Ny (o) = 5506) x5y

Osn_1
Para chegarmos a estas conclusoes fixemos primeiramente um ponto arbitrario ¢ no dominio
de 1) e assumamos que
8(77[}17 s 7¢N—1)

Oty ..., ty_1) (1) # 0.

Deste modo a funcio ¥(t, tx) = (Y1(t),...,¥n(t) + ty), definida em um aberto de RN
e a valores em RY, tem derivada inversivel no ponto (£,0) e portanto, pelo Teorema da
Fungao Inversa, define um difeomorfismo de classe C*° entre um aberto contendo (¢,0) e
um aberto contendo (). Em particular, em uma vizinhanga de ¢(¢) na imagem de v, a
funcao inversa 1! é a restricio de uma funcao de classe C* definida em um aberto de
RY.

Um segundo de reflexdo mostra entdo que a funcao G' = =1 o y é de fato um difemor-
fismo de classe C™ entre um aberto que contém V e um aberto que contém U, de onde
segue imediatamente. Além disto, como x = ¢ o G, pela regra da cadeia

de onde segue que
Ny(s) = {det G'(s)} Ny(G(s))-
Assim, pela Teorema de Mudanca de Variaveis,
t=G(s

/A ¥, (1) dm(t) & / I¥,(G())] - | det G (s)]dm(s) / ¥, (5)]dm(s)

o que demonstra ((6.12)).
O

O seguinte resultado nos da, entao, uma descricao precisa de cada parcela do lado
direito de .

Lema 6.2. Se L é um campo vetorial definido em uma vizinhanca de 1(QN~1) entao

(6.13) /Nl(w@))¢ = /¢<QN1> (L-7) dmg .
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~ N ~ . .
Demonstracao. Como antes vamos escrever L = > ." | a;(2)0/0z;. Note entao, primei-
ramente, que

/w(QNl) Loidms = /QNl (a(¢(t)) ‘ N¢(t)> dt,

onde @ = (aq,...,ay). Por outro lado,
N —_—
(W) = (=1 a;(W(t) dy AL Adiyy AL Addy
j=1
S W1,y yye )
= (—1) (1) R A AL A dty
T 3(t1,...,tN_1)
7j=1
— (@(t) - Ny(t))dty A ... Adty_yq,
de onde segue a conclusao desejada. U

Abertos com fronteira regular

Nesta secao obteremos a Férmula de Stokes para uma importante classe de abertos.
Como preparagao discutiremos, primeiramente, a existéncia das chamadas “particoes da
unidade”, termo que ficara claro no contexto.

Iniciamos introduzindo uma nova notacao: dado um aberto U de RY denotaremos por
C>®(U) o espago de todas as fungoes f € C°(U) que satisfazem a seguinte propriedade:
existe A C U compacto tal que f(x) =0sex € U\ A.

Proposicao 6.2. Seja K C RY compacto e sejam Ui, ...,U, abertos de RY tais que
K c Uy U...UU,. Entao existem ¢; € C*(U;), j = 1,...,r, satisfazendo 0 < ¢; < 1 e
Z;zl ¢»; = 1 em um aberto que contém K.

A familia {¢;} denomina-se particdo da unidade sobre K associada ao recobrimento
aberto {U;} .

Demonstragao. Seja = J;_, U;. Pelo Lema 4.1 existe g € C*(Q2), 0< g <1,g=1
em um aberto que contém K, g = 0 no complementar de um subconjunto compacto A de
2. Afirmamos agora que ¢ possivel, para cada j = 1,...,r, escolher K; C U; compacto tal
que g = 0 em Q\ U;:1 K;. De fato, para cada x € A podemos escolher uma vizinhanca
compacta K, de z contida em Uj, para algum j = j(z). Pela propriedade de Heine-Borel
podemos, entdo, encontrar z; ..., x, € Ataisque A C | J}_, K,,. Basta definir K; = |J K,,,
onde a reuniao se d& para o conjunto de indices 7 tais que K,, C U;.

Isto posto, tomamos, para cada j = 1,...,r, uma fungdo g; € C°(U;), satisfazendo
0<g; <1, g; =1em K, e definimos

o1 =991, 2= g92(1 — 1), -+ & = gg:-(1 —g1) -+ (1 — g,—1).
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Entao ¢; € C°(U;), 0 < ¢; <1 e um simples calculo fornece a igualdade
g=> ¢i=g(1—g)---(1—g)
j=1

Como g se anula no complemento de (J;_, Kj, e como dado qualquer ponto z € |J;_, K
existe ¢ tal que g;(x) = 1 segue que g — E;:1 ¢; = 0 e portanto Z;Zl ¢; = 1 em uma
vizinhanca de K. O

Na préxima definicao denotaremos por IV o intervalo unitdrio centrado na origem em
RY:
V= 1 AN={t=(t,...,tx) €RY 1 |t;] < 1,j=1,...,N}.

Definicao 6.3. Seja Q um subconjunto aberto e limitado de RN, N > 2. Dizemos que )
é um aberto com fronteira regular se dado zy € 952 existem um aberto U em RY contendo
x¢ e um difeomorfismo h : IV — U, de classe C*, tal que

h(IN'X)0,1)) =QnU, h(IN7'x{0}) =00NnU.

Note que nao ha perda de generalidade se assumirmos que a aplicagao h esta, na rea-
lidade, definida e ¢ de classe C* em um aberto que contém o fecho de IV. Note também

que, trocando h por t — h(—ty,ts,...,tx) se necessirio, podemos sempre assumir que
deth’ > 0 em IV.

O exercicio 10 do capitulo 6 fornece uma importante caracterizacao para esta classe de
abertos.

Suponhamos agora que N > 3 e escrevamos t = (t',ty) € RN, ¢/ = (t1,...,tny_1). A
aplicacao
ho : IN_l — OQ, ho(t,) = h(t,, 0)
tem como imagem 0€2 N U, o que mostra que este conjunto é uma hipersuperficie regular
parametrizada em RY. A medida de superficie em 9Q N U é dada por

maonu (E) :/ | N (1) [dm(#),
ho ' (E)
onde £ C 0QNU é Myany-Lebesgue-mensuravel.

Através do uso de particoes da unidade podemos entao definir globalmente a medida
de superficie sobre 0f).

Proposicao 6.3. Sejam V,...,V,, subconjuntos abertos de RN satisfazendo as seguintes
propriedades:

(1) 02 C Vi U---UVy;

(2) Para cada j € {1,...,m} existe um difeomorfismo h; : IV — V;, de classe C*™ e

definido em uma vizinhanca do fecho de IV, tal que

hy (IN' x {0}) = 02NV;.
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Seja {¢1,...,¢m} uma particao da unidade sobre 0S) associada ao recobrimento aberto
{V1,...,Viu}. Defina Mpq como sendo a colecao de todos os subconjuntos A de 0S) tais
que ANV; € Magny, para todo j = 1,...,m. Defina também mapq : Maq — [0, 00[ pela
formula

(6.14) maq (A Z p) dmaqny; (p) -

Amvj

Entao Myq é uma o-algebra de subconjuntos de 0S) e mypq é uma medida finita sobre
Mq. Além do mais, Mg e myq independem da escolha de {Vy,...,Vi,} e {¢1,..., dm}
satisfazendo as propriedades requeridas.

A demonstragao deste resultado é o conteiido do exercicio 7 do Capitulo 6.

A medida msgq denomina-se medida (de Lebesgue) de superficie sobre a fronteira de Q.
Note que se f: 002 — R é Myqg-mensuravel e limitada entao

aQf( p)dmaq(p Z/ ¢;(p) f(p) dmaanv; (p).

A férmula de Stokes para abertos com fronteira regular

Fixemos entdao 2 um aberto com fronteira regular em R”. Pela propriedade de Heine-
Borel podemos recobrir 02 por abertos Us,...,U, onde, para cada j = 2,...,r, vale a
seguinte propriedade:

e Existe um difeomorfismo h; : IV — Uj, de classe C™ e definido em uma vizinhanga
do fecho de IV, tal que det h; >0 em N e

hj (IN_IX]O, ]_D =N Uj, hj (IN_I X {0}) = 00N Uj.

Tomemos finalmente um aberto U Qtal que Q C U; UU, U ...UU, bem como
uma particdo da unidade {¢;} sobre (2 associada ao recobrimento aberto {U;}. Se w ¢ uma
(N —1)-forma diferencial definida em um aberto que contém €2 temos, em uma vizinhanca

de €,
dw=d (Z quw)
j=1

de=4d<¢1w>+24d<¢jw>

Agora, pelo Exercicio 1 do Capitulo 6,

/Qd (prw) =0,

e portanto
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enquanto que, para cada j =2,...,7,

()
d . p— d i3 p— d i3 pr— d .
/Q (gb]w) /QﬂUj (¢JW) /IN1><[0,1[ [ (¢jW)]hj /IN1><[0,1[ (gb]w)hj 7

onde em (%) evocamos o resultado enunciado na Proposigao lembrando que det h; > 0.

Seja K C U; compacto tal que ¢; se anula em seu complementar. Entao se escrevermos
N —_~
(Gw),, = D (=D ag(t)dts A At AL Adty
k=1
as fungoes x| ;v-1[o,1[ se anularao no complementar de hj_l(K)ﬂ (IN_1 x [0, 1[) e portanto,
para algum 0 < § < 1, teremos que a|;v-14jo,1[ S¢ anulam no complementar do intervalo
[—0,8]V 1 x [0,6]. Assim, pelo Teorema Fundamental do Célculo concluimos que

/ PO (1) dm(t) =0, k=1, N1
IN=1x[0,1] Oty

N Do
[ aew, = [ S 29 (1) L dm(t)
IN=1X[0,1] g v-1xo| | = Otk

k=

_ /I 99N 1y dm(#)

Nle[O,l[ at]\/

e portanto que

_ /I (L 0)dm().

Lembrando a notagao hjo(t') = h;(t',0) e observando que hjo = h; o6, onde 6 : [N~ —
IN ¢ definida por 0(t') = (¥',0), podemos escrever

— [t 0ame) = (<1Y [ (@], =0 [ @wln,

de onde segue a seguinte versao da Férmula de Stokes:

(6.15) /de: (—1)N2/[N1(¢jw)hm.

Note que o lado direito fornece, de maneira precisa, a “integragao” da (N — 1)-forma sobre
0. Note que este valor ¢ independente das escolhas das parametrizagoes h; e da particao
da unidade escolhida, uma vez que o lado esquerdo de ([6.15]) independe de tais escolhas.

O Teorema da divergéncia

A féormula de Stokes pode ser aplicada para a obtencao do importante Teorema
da Divergeéncia. Para tal faremos porém uma pausa para descrever a construcao do campo
normal exterior a ) onde este tultimo é, como antes, um aberto com fronteira regular.
Mantemos a notacgao previamente estabelecida.
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Se j, k€ {2,...,r} sdo tais que 9N N U; N Uy # B entao
Nayo (') = det{ (high © hyo) (')} Nio (Bt © hjo) (1))

para t’ € h;()l(Q NU; NUy) (cf. a demonstracao da Proposi¢ao 6.1). Afirmamos primeira-
mente que

(6.16) det{(hyy o hjo)'(t')} >0, t' € hyg (QNU; NUy).

Para a demonstragao de escrevamos G(t) = (h;' o h;)(t), definida no subconjunto
aberto h; ' (Q N U; N Ug) de IN. Temos det G'(t) > 0 para todo ¢ e também G(t',0) =
(Go(t),0), onde Go(t') = (hy o hjo)(t'). Se escrevermos G(t) = (Gi(t),...,Gn(t)) as
informacoes precedentes implicam que a tltima linha da matriz que representa G'(t',0) é
igual a

0Gy
0, ---,0,——(t,0)] .
Y ) Y atN ( Y )
Por outro lado uma vez que G aplica (h; (QNU; N U)) N (TN x [0,1]) em IN7! x [0, 1]
segue que
0G N

——(t'.0)>0.
o (15020

Assim desenvolvendo o célculo de det G'(#, 0) pela regra de Laplace a partir da ultima linha
obtemos

det G'(t',0) = (—1)* det G (') %(j—N(t’, 0)
N

e portanto det G{j(t') > 0, que é precisamente [6.16]
Se definirmos 77, : 9Q N U; — RY pela relagao
_1\N Nhjo (t/)
‘Nh]‘o (t/>

—

n](p) = sep= hjo(t/>

concluimos de que 7; = 1 em OQNU; NUy, caso esta interseccao for nao vazia. Deste
modo obtemos entao um campo vetorial bem definido sobre 02 pela regra

i 00 — RN, di(p) =7,(p) sepe€dNNU;

Mostraremos agora que este campo vetorial 7 “aponta para fora” de 2, em um sentido
bastante preciso, justificando assim denomina-lo campo normal unitario exterior a ). Este
é o significado de nosso proximo resultado:

Proposigao 6.4. Seja p € 0€). Existe € > 0 tal que

(6.17) p+7ii(p) € Q, 7€l — €0, p+Ti(p) €Q, T€0,el.

Demonstracao. Seja j € {2,...,r} tal que p € U;. Assim (6.17) é equivalente a
existéncia de € > 0 tal que

-1 = N-1 -1 — N-1
hj (p+ Tn(p)) €l X]Ov 1[7 T G] - an[v hj (p+ Tn(p)) €l X] - 1a0[7 T G]Oa 6[,
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e, portanto, para mostrar 1) é suficiente mostrar que
(6.18) — {h (p+ 77i(p)) - en} |r=0 < 0.
Pela regra da cadeia

- {h (p+7ii(p)) - en} [r—o = (h; ") (p)(7i(p)) - en-

Se tomarmos t' € [N_l tal que h;(#',0) = p entao (h;')(p) = (R)(t',0))~*. Observando
agora nossa construcao do campo 7 vemos que verificar (6.18)) é equivalente a verificar

(6.19) (DN (R, 0) " (Niyo (8) - en = (= 1)V Nio (8) - (R(¢',0)) ten < 0.
Para cada ¢ € {1,..., N} seja A, a matriz obtida de
(1.0 o BEE0)
dhj  omy
T (t/, O) Ce 8tN]_V1 (t/, 0)

omitindo-se a f-ésima coluna. Entao

N
Z E ! det Ag)

(=1

enquanto que *(7)(#',0))"'ey pode ser identificado & N-ésima coluna da matriz dos co-
fatores da jacobiana de h; no ponto (#',0) multiplicada por 1/ det h/(',0), isto &,

N
1
(R, 0)en = ——7= > (=1 (det *A
(h;(t',0)) e dot (7,0 (=1)77"(det "Ay)e,
=1
Consequentemente
1 N
—D)NN, () W, 0) ey = ———— > (det Af)® <0

o que conclui a demonstracao da proposicao. Il

Retornamos agora ao Teorema da Divergéncia. Seja L = Zjvzl a;(z)0/0x; um campo

diferencial definido em uma vizinhanca de © e tomemos a forma w® como em . Pela
formula de Stokes [6.15 temos

v @dme) = [ = )Y [ (o,
Q Q o SN

Por outro lado de acordo com o argumento apresentado na demonstracao do Lema 6.2
podemos escrever

(60 N ns = 65(hjo(t) @(hjo(t)) - Niyyo (F)dtr A .. Adtny,
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onde @ = (ay,...,ay). Logo

(620 [ avwya@ant) =3 [ 6,0 () - 0) dmss o).

=2 8QﬂUj

Finalmente, a Proposicao 6.3/ e a observacao que a segue permitem escrever a conhecida
formula da divergéncia

(6.21) / div(L)(z)dm(z) = / @(p) - 71(p) dmon(p).

o0

A férmula de Stokes para formas de classe C*

Se Q C RY é aberto, k € {0,1,...,N} e £ € Z, denotamos por F,(f)(Q) o espaco das
formas expressas como em em que os coeficientes wy sdo agora fungdes de classe C*
em ). Note que F(Q2) C F,(f (Q2) para todo ¢ > 0 e também que a derivada exterior define
aplicagoes R-lineares

d:FO) — F @), > 1.

k+1

Sejam U C RM aberto e F': Q — U uma funcao de classe C*. A operacao de pullback

define uma aplicacao R-linear F,(CO)(U ) — F,go)(Q). Assim, se definirmos uma k-superficie de

classe C' em © como sendo uma aplicagao ® : B¥ — Q de classe C1, dada w € F,(CO)(Q) fica
bem definida a integral |, o w- Note também que com tal extensao podemos naturalmente

introduzir o espago C,(fl)(Q) das k-cadeias singulares de classe C' em . Neste caso o
operator de fronteira ([5.19)) admite uma extensao R-linear

0: () — (@)
também dada por (}5.20)).

Uma cuidadosa anélise das demonstracoes apresentadas permite as seguintes conclusoes:
(1) O teorema de Stokes I é vélido assumindo w € F, M (Q).
(2) O teorema de Stokes II é valido assumindo w € F,gl_)l(Q) e O e CS)(Q) :

Analogamente as nogoes de aberto regular e de aberto com fronteira regular admitem
suas versoes de classe C'!. Para o primeiro basta impor que o difeomorfismo o introduzido na
definicao seja de classe C'! enquanto que para o segundo impomos que a parametrizacao
h em seja de classe C'. Neste tltimo caso a construcao de myq ¢é andloga.

A férmula de Stokes continua valida assumindo que €2 seja um aberto regular
de classe C! e que a forma « tenha coeficientes de classe C'. Do mesmo modo (6.15]) ¢
vélida assumindo que € seja um aberto com fronteira regular de classe C' e que w tenha
coeficientes de classe C'!'. Em particular vale a férmula da divergéncia para abertos
com fronteira regular de classe C! assumindo que as componentes do campo L sejam funcoes
de classe C*.
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APENDICE A

A cohomologia de De Rham

Complexos de espacos vetoriais

Seja { Ey, }n>0 uma sequéncia de R-espagos vetoriais e suponhamos que para cada n seja
dada uma transformagao T,, € L(E,, E,+1). A sequéncia

(Al) gEOﬂ)EliEgngni)En+lj%—+§

denomina-se um complexo de R-espacos vetoriais se, para todo n > 1, tem-se T,,07,,_1 = 0.
Em outras palavras, £ define um complexo de R-espacos vetoriais se, para cada n > 1,

(A.2) ST,-1 CkerT,.

Dizemos que o complexo £ é exato no grau m > 1 se
(A.3) ST,—1 =kerT,,.

Para se “medir” o quanto um complexo de R-espacos vetoriais deixa de ser exato introdu-
zimos seus espagos de cohomologia. Para o complexo (A-1]) definimod]]

(A4) HO(E) = ker T, H"(&)=kerT,/ST,—1, n>1.
Os espagos vetoriais H"(£), n > 0, denominam-se espagos de cohomologia do complexo .
Note entao que £ é exato no grau m se, e somente se, H™(E) = 0.

Lema A.1l. Sejam

T, T T T T, T,
E: EO—O)E1—1>E2—2>"'—§E,—L—>E”+1—+§

S S S Sn— Shn, Sn
F: RS 5FH 5 23 F, =% Fyy &5

complexos de R-espacos vetoriais e suponhamos que, para cada n > 0, seja dada A\, €
L(E,, F,) satisfazendo

(A5) )\n o Tn,1 = Sn,1 o) )\nfl, n > 1.
Entao, para cada n > 0 temos \,(kerT,,) C ker S,, e para cadan > 1 temos \,(ST,,_1) C
$S,_1. Em particular, A\, induz aplicacoes R-lineares
A HY(E) — H™(F), n>0.
Além disso, A}, sao isomorfismos se as aplicagoes \,, o forem.
ILembre que se E é um R-espago vetorial, e F C E um de seus subespagos, o espaco quociente FE/F

nada mais é que o espaco E mddulo a seguinte relagao de equivaléncia ~: se z,y € F entao = ~ y se
x —y € F. E muito facil ver que F/F tem, também, a estrutura de um R-espaco vetorial.
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Demonstracao. Se x € ker T, entdo S,(A\.(z)) = A\i1(Tn(z)) = 0 e portanto A\, (x) €
ker S,,. Agora, se x € T, entdo x = T,,_1(y) para algum y € E, ;. Do mesmo modo,
() = M(Th-1(y)) = Sn—1(An-1(y)) e portanto A\, (z) € I 5,,—1. Seja [x] € H"(E) a classe
definida por x € ker T,,. Entao pelas propriedades precedentes, a classe definida por A, (x)
em H"(F) independe da escolha do representante x. Isto torna bem definida a aplicagao
Ar pela regra X ([z]) = [A\n(2)].

Finalmente, se cada A, é um isomorfismo entdo (A.5) implica que T,,_; o A}, = A7t o
S,_1. Pelo raciocinio anterior A! induz uma aplicagao linear (A\;1)* : H*(F) — H™(E)
que é, obviamente, a inversa de \}. O

A cohomologia de De Rham

Se Q2 é um subconjunto aberto de RY entao os espacos de cohomologia (de De Rham) de
2, denotados por H™(2), n > 0, sdo, por definigao, os espagos de cohomologia do complexo
de R-espacos vetoriais dado por

C™(Q) = Fo(Q) -5 Fi(Q) -5 Fo() -5 o L Fa() =5 Fron () =2 - -
Explicitamente, temos entao

HO(Q) = ker (C°°(Q) d, Fl(Q)> :

ker (Fn(Q LN Fn+1 Q))

S (Fn_l( )

Tomemos agora um subconjunto aberto U de RM e F': Q — U uma aplicacdo de classe
C*>. A aplicacdo F induz aplicagdes lineares A, : F,,(U) — F,(Q2), \y(w) = wp. Uma vez
que d(wp) = (dw)p segue que esta satisfeita, de onde concluimos que a aplicacao
“pullback por F” induz aplicagoes lineares H"(U) — H™(2). Em particular do Lema
obtemos o seguinte resultado:

H'(Q) =

Proposicao A.1. Se Q e U sao abertos de RN e se existir uma difeomorfismo de classe
C* de Q) sobre U entao H"(2) ~ H™(U) para todo n > 0.

Vejamos agora algumas propriedades dos espagos de cohomologia H"(€2).

Proposicao A.2. Seja () um subconjunto aberto de R".

(1) H*(2) =0 sen > N;

(2) Se k = |[{V : V é componente conexa de Q}| entio H°(Q) é igual ao produto
cartesiano de r cdpias de Rf]

(3) Se Q 6 estrelado entao H°(Q) ~ R e H"(2) = 0 para todo n > 1.

20 nimero de componentes conexas de um aberto de RN ou é finito ou é (infinito) enumerével (pro-
priedade de Lindelof). Neste tltimo caso H%(Q) serd entdo o R-espaco vetorial formado por todas as
sequéncias de nimeros reais.
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Demonstracao. (1) segue do fato que F,(2) = 0 se n > N. Para (2) é suficiente
observar que H°(Q) ¢ formado pelas fungoes com diferencial nulo, isto é, as fungoes que sao
constantes em cada componente conexa de 2. Finalmente, (3) segue do Lema de Poincaré
(Capitulo {f) e do fato que todo aberto estrelado é, necessariamente, conexo. O

Observagio. E possivel mostrar que HY () = 0 para todo aberto © de RY. Infelizmente

as técnicas requeridas para sua demonstracao fogem do escopo deste curso (cf. Exercicio
do Apéndice).

Assim, para se determinar a cohomologia de um aberto de RV ¢ suficiente determinar
H"(Q) paral <n <N —1.

O caso N = 2 ¢ particularmente interessante. Para um aberto Q de R? o tinico espaco
que precisa ser determinado é H'(f2). Por exemplo, se existir um difeomorfismo de classe
C™> entre Q e o disco unitdrio D = {(z,y) € R* : z* + y* < 1} entao H'(Q) = 0. Vale
a reciproca deste fato, que é um resultado nao elementar e cuja demonstracao segue do
famoso Teorema de Riemann da teoria das fungoes analiticas de uma variavel complexa: se
Q) é um subconjunto aberto e conexo de R? com H'(Q) = 0 entao existe um difeomorfismo
de classe C'™ entre €2 e D. O proximo resultado determina completamente a cohomologia
do plano com sua origem removida.

Teorema A.l. Se Q =R?\ {0} entao H'(Q) ~ R. Mais precisamente, se
-y

= —2 dx+
$2+y2 x

«

—d
x2+y2 Yy

e se £ € HY(Q) entao existe A € R tal que £ = | (lembre que, de acordo com a discussao

que segue o Exemplo[5.1} [a] # 0 em H(12)).
Demonstragao. Seja W = {(r,0) € R? : r > 0} e considere a aplicagao F : W — Q
dada por F(r,0) = (rcosf,rsend). Observe que
—7rsent rcosf
af = T—2d(7’ COS 9) + D)
1
= {—(sen@) [(cos@)dr — (rsend)dd] + (cosf) [(send) dr + (r cosf) db] }
=dé.

d(rsenf)

r

Vamos transferir nossa anélise para o aberto W, isto é, vamos trabalhar nas varidveis
(r,0). Para tal é fundamental observar que agora C'°({2) se identifica com o espago

A={ueC®W): u(r,d) =u(r,0 +2n), (r,0) € W}
enquanto que F;(Q) se identifica com o espago
Ay ={w=uadr+bdd e F;(W): a,be A}.
Desta maneira podemos escrever

(A.6) (@) ~ {i ;4:1 ;d:;} 0}
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e portanto o teorema ficara demonstrado se verificarmos que
{we A :dw =0}
{du: u e A}

(A.7) = {\[df] : A€ R}.

Iniciamos mostrando um resultado preliminar:

Lema A.2. Seja f € A. Uma condi¢ao necessaria e suficiente para que exista u € A
satistazendo Ou/00 = f é que
2w

(A.8) f(r,0)dod =0, ¥r>O0.
0

Demonstragao. Se tal u existe entao

2 2 ou
f(r,@)dGzO:/ —(r,0)d0 = u(r,2mw) — u(r,0) = 0.
0 o 06

Reciprocamente, se (A.8) é satisfeita entao

0
u(r, Q)i/o f(r,0") de’

satisfaz Ou/00 = f e pertence a A, uma vez que, para todo r > 0,
2m

0427
ulr, 6+ 21) — u(r, 0) = / Frnoyde = [ i) de =o. 0
6 0

Passaremos agora a demonstragao de (A.7). Temos que verificar que dada qualquer
w € A; satisfazendo dw = 0 entao existe A € R tal que

(A.9) w—Adf e {dv:veA}.
Tomemos entao uma tal w = adr + bdf. Temos
" b(r,0)d0 " %\ 0)d0 " 04 9)40 = alr,27) — a(r,0) = 0
_— — R — — _ = ) — =
dr J, ’ o Or’ o 00 ’ ’
e portanto
2
/ b(r,0)d0 = k (constante!).
0
Seja

D= w— —d6 = adr + bdé.
2

Note que w € Ay, que do = 0 e que

2 2
/ E(r,@)dez/ b(r,0)dd —x =0.
0 0

Pelo Lema existe u € A tal que du/90 = b. Temos

ou ~ . ou
du:EquLbdQ:w—i—(E—a) dr
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e, como dw = 0, temos também

ou
d(a—a>/\dr—0.

Isto é o mesmo que dizer que a expressao entre paréntesis é uma fungao v(r) (independente

de 0). Assim
d (u —/ v(s)ds) =w
0
eA
e portanto vale (A.9) com A = k/(27). Isto conclui a demonstragao. O







APENDICE B

Exercicios

Capitulo 1

1. Seja X um conjunto nao vazio e seja C um subconjunto de P(X). Suponha C # ). Mostre
que existe a menor o-algebra que contém C, isto é, mostre que existe uma o-algebra A de
subconjuntos de X satisfazendo as seguintes propriedades:

(a) C C A;
(b) Se D é uma o-algebra de subconjuntos de X tal que C C D entao A C D.

2. Seja X um conjunto nao enumeravel. Mostre que
A={AeP(X): Aou X\ A é enumerdvel }

¢ uma o-algebra de subconjuntos de X. Defina p: A — {0, 1} pela regra u(A) =0se A é
enumeravel, p(A) =1 se X \ A é enumeravel. Mostre que p é uma medida.

3. Sejam (X, .A) um espaco mensuravel e f : X — R satisfazendo a seguinte propriedade:
existe A denso em R tal que {z € X : f(z) < a} € A para todo a € A. Mostre que f é
A-mensuravel.

4. Sejam (X, .A) um espago mensuravel e f, : X — R, n = 1,2,..., uma sequéncia de
fungdes A-mensuraveis. Mostre que o conjunto dos pontos x € X para os quais existe o
limite da sequéncia {f,(z)} é A-mensurével.

5. Sejam (X, A, ) um espaco de medida finita e f : X — R uma fungao A-mensurével.
Mostre que para todo € > 0 existem A, € Ae M > 0 tais que u(X \ Ac) <ee|f(z)| <M
para € A.. A hipétese pu(X) < oo ¢é essencial?

6. Sejam (X, A, 1) um espago de medida finita e f, : X — R, n=1,2,..., uma sequéncia
de fungoes A-mensurdveis. Suponha que exista lim,, f,,(z) para todo x € X e seja [ =
lim f,. Mostre que para todo § > 0 existe A € A com u(A) < 6 tal que f, converge
uniformemente para f em X \ A.

7. Seja (X,.A) um espago mensuravel e seja v, a medida de Dirac em A concentrada em
zo € X. Dada f: X — R uma funcio A-mensurdvel e limitada determine | + Jdva,.

8. Sejam (X, A, 1) um espago de medida finita e g : X — [0, oo[ uma fungao A-mensuravel
e limitada. Considere a medida finita

v(A) = /Ag(a:) du(z) A€ A
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Mostre que se f: X — R é A-mensuravel e limitada entao
[ f@ava) = [ s@g) dnte).
b's b's

9. Sejam (X, A, ) um espago de medida finita e f : X — [0, oo[ uma fungao A-mensuravel
e limitada. Mostre que se [, f(z)du(x) =0 entdo f =0 p-q.s.

10. Sejam (X, A, ;) um espac¢o de medida com pu(X) =1,¢ >0e f: X — [e,00[ uma
funcao A-mensuravel e limitada. Mostre que

/ log f du < 1og/ fdu.
X X

Sugestao: Mostre primeiramente que logt <t — 1 para 0 <t < 0o. A seguir substitua t or
f(x)/ [ fdu e integre.

11. Sejam (X, A, 1) um espago de medida com pu(X) =1, ¢ >0e f: X — [e,00[ uma
fungao A-mensuravel e limitada. Mostre que

1/p
pl_i)r(r)1+ {/X f? du} = exp {/Xlogfdp,} .

Sugestao: lim;_,o+ (a’ — 1)/t =7

12. Seja (G, B, ;1) um espaco de medida finita. Suponha que sobre G esteja definida uma
estrutura de grupo (g, h) — ¢ - h satisfazendo a seguinte propriedade: se g € G e A € B
entdo g- A={g-h:he A} € Be u(g-A) = u(A). Seja ainda f : G — R uma fungao
B-mensuravel e limitada. Mostre que para todo g € G vale

/ﬂwmww:/fwww.
G G

13. Sejam (Y, A, ;1) um espaco de medida finita e U C RY aberto. Considere uma funcio
f:U xY — R satisfazendo a seguinte propriedade:

para todo x € U a funcao y — f(z,y) é A-mensuravel e limitada.

Esta propriedade permite definir F': U — R pela formula
F(o) = [ f(a.9)duty)
Y

(a) Suponha ainda que, para todo y € Y, a fun¢do = — f(x,y) seja continua em U e
que exista uma constante M > 0 tal que |f(z,y)] < M quando (z,y) € U x Y. Mostre que
entao F' é continua.

(b) Suponha agora que, para todo y € Y, a fungao x — f(z,y) seja de classe C* em U
e que exista um constante M; > 0 tal que

of
8xj

(fﬂ,y)‘ <M, (z,y)eUxY,j=1,...,N.
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Mostre que F é de classe C! em U e que

oF [ Of -
G = [ Sha)duts). sl 1N

(c) Determine uma condicao suficiente para que F seja de classe C* em U, k =2, ..., co.

14. Seja (X, A, 1) um espago de medida finita e seja F o conjunto de todas as fungoes
A-mensurédveis f: X — R. Para f,g € F defina

1f — 9|
d(f.9) _/X1+\f—g\ dy.

Mostre as seguintes afirmagoes:

(a) d(f,g) =0se, es6se, f=g puq.s.

(b) d(f,9) = d(yg, ).

(c) d(f,g) < d(f,h) +d(h, g).

(d)Se fp,e F,n=1,2,..., ese f € F entao d(f,, f) — 0 se, e s6 se, para todo 6 > 0
tem-se

lim e ({r € X ¢ |fy(a) = f@)] = ) =0,

(e) Se f, € F, n = 1,2,..., é tal que d(fn, fn) — 0 entao existe f € F tal que
d(fn, ) = 0;

Capitulo 2

1. Demonstre que a classe de todos os subconjuntos A de RY tais que m*(A) = 0 ou
m*(RY \ A) = 0 forma uma o-algebra.

2. Sejam A, B subconjuntos de RY, com m*(A) = 0. Mostre que m*(AU B) = m*(B).

3. Seja A um subconjunto enumeravel de RY. Mostre que m*(A) = 0.

4. Sejam A um subconjunto de RY, y e RN e A€ R. Definay+A={y+x: 2 € Al e
A ={)z: x € A}. Mostre que:

(a) m*(y + A) = m*(A);

(b) m*(AA) = [A[¥m*(A).
5. Mostre que se A C RY ¢ Lebesgue-mensuravel e se y € RY entdao y + A é Lebesgue-

mensuravel e que m(y + A) = m(A). Mostre ainda que se A € R entdo \A é também
Lebesgue-mensuréavel e que m(AA) = |A\[Vm(A).
6. Seja f : RY — R Lebesgue mensuravel e suponha que exista df/0x; em todo ponto de

RY. Mostre que f /0, é também Lebesgue mensurdvel.

7. Sejam X € M(RY) com m(X) < oo,y € RY e f:y+ X — R uma fungio M(y + X)-
mensuravel e limitada. Mostre que = +— f(y + x) é M(X)-mensurével e que

(Lf@+xﬂm@%= f(x)dm ().

y+X
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8. Sejam X € M(RY) com m(X) < oo, A € Re f: AX — R uma funcio M(AX)-
mensuravel e limitada. Mostre que = +— f(Ax) é M(X)-mensuravel e que

AP [ ra)dm@) = [ fapmo)
X AX
9. Sejam A, B € M(RY) e f: AUB — R uma fun¢io definida em AU B. Mostre que f é
M(A U B)-mensuravel se, e somente se, f|4: A — R é M(A)-mensurével e f|p: B — R
¢ M(B)-mensuravel.

10. Sejam X € M(R") e f: X — R uma funcao M (X )-mensuravel. Mostre que f~1[U] €
M(X), qualquer que seja o aberto U C R.

11. Sejam © C RY aberto e f : © — R Lebesgue-mensuravel e limitada sobre os compactos
de Q. Sejam g € Q e r > 0 tais que {x : |z — xo| < r} C Q e considere uma sequéncia de
conjuntos Lebesgue-mensurdveis X; satisfazendo m(X;) > 0e X; C {z: |z — xo| < 71/j}.
Mostre que se f é continua em x, entao

1 o
i ey [, @) = ).

12. Sejam Q C RY aberto e f : Q — [0,00[ uma fungao Lebesgue-mensurdvel, que é
limitada sobre os subconjuntos compactos de €2. Suponha que exista uma constante C' > 0
tal que [ f(z)dm(z) < C para todo K C Q compacto. Seja {K;} uma sequéncia de
subconjuntos compactos de ) satisfazendo K; C int(K41), Uj’;l K; = Q. Mostre que

lim f(x)dm(x) = sup {/Kf(:c) dm(z): K C Q, Kcompacto} :

Jj—o0 K;

13. Seja [a, b], a < b, um intervalo compacto de R e f : [a,b] — R Lebesgue mensuravel e
limitada. Suponha que f[a p f(t)dm(t) = 0 para todo = € [a,b]. Mostre que f = 0 m-q.s.
em [a, b]

14. Caso voceé nao conheca, procure e estude em algum texto a construcao do conjunto de
Cantor em R (o livro de Hewitt—Stromberg, Real and Abstract Analysis, Graduate Texts

in Mathematics no. 25, Springer-Verlag, 1965 é uma referéncia). Mostre que o conjunto de
Cantor ¢ M(R)-mensurdvel, ndo-enumeravel e de medida zero.

15. Seja f : [0,1] — R continua. Defina

g(@) = f(@1)f(22) -+ fan), x=(21,...,2n) €L
Mostre que

/[0 layim(z) = [ y f(t)dm(t)]N.

16. Uma medida p definida sobre os conjuntos Lebesgue mensurdveis de RY satisfaz a
propriedade (x) se u(K) < oo para todo compacto K de RY e se existe uma constante
C > 1 tal que

wu(Blz,26]) < Cu(B[z,0]), xe€R" §>0.
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Aqui Blz,8] ={y € RV : |y — 2| < §}. Mostre que
(a) A medida de Lebesgue m satisfaz a propriedade (x).
(b) Se u satisfaz (%) e nao se anula identicamente entao u(RY) = occ.
(c) Se u satisfaz (x) e se # € RY entao u({z}) = 0.
Sugestao para (c): Dado v € RY com |v| = 1 tem-se
u({}) + u(Blo + 6v/2,6/4)) < u(Bl, 8],

Capitulo 3

1. Seja Q C RY aberto. Mostre que dados um intervalo I cC Q e € > 0 existem cubos
compactos [; C Q, j=1,...,n,taisque I C 1 U...UI, e Z?ZIVol(Ij) < Vol(I) +e.

2. Sejam Q C RY, E @ Q com m(E*) =0 e € > 0. Mostre que existe uma sequéncia de
cubos compactos I, C Q, n=1,2,..., tal que E C |, I, e > Vol(I,) <e.
3. Defina F : R? — R? pela regra
F(z,y) = (e®cosy — 1,e" seny).
Mostre que F' = G5 o G; em uma vizinhanga da origem, onde
Gi(z,y) = (e"cosy — Ly),  Ga(u,v) = (u, (1 +u)tanwv).
Determine F”(0,0), G7(0,0) e G5(0,0). Defina ainda
Hl(‘ra y) = (I, e’ Seny)
e determine
H2<U’7 ’U) = (h(u7 U)u U)
de tal modo que F' = Hs o H; em uma vizinhanca da origem. Compare o resultado obtido
com a Proposicao |3.1]

4. Defina (z,y) = T'(r,0) no retangulo
R={(r,0): 0<r<a, 0<0<2r}

por
x=rcosf, y=rsend.

Mostre T" aplica R sobre o disco fechado D de centro na origem e raio a, que 1" é injetora
no interior de R e que detT’(r,0) = r. Mostre também que se f : D — R é Lebesgue-

mensuravel e limitada entao
/ f= / F(T(r,0)) rdrdo.
D R

Observagao: note que o Teorema de Mudancga de Varidveis nao se aplica diretamente...

5. Sejam 2 C RY aberto e f: Q — f(Q) um difeomorfismo de classe C*. Mostre que se
F C Q é tal que m*(F) =0 entdo m*(f(F)) =0.

6. Sejam I um intervalo aberto de R e g : I — R de classe C'. Defina Q =1 x R C R%? e
frQ=R% f(z,y) = (z,y + g(2)).
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(a) Mostre que f é um difeomorfismo de classe C! de € sobre si mesmo.
(b) Mostre que se £ cC 2 é Lebesgue-mensuravel entao m(f(E)) = m(E).

(c) Mostre que o grafico de g, que é por defini¢ao o conjunto {(z,g(z)): z € I'} C R? tem
medida nula.

(d) Mostre que se 7 > 0 entao o circulo S = {(z,y) € R* : 22 + y* = r?} tem medida de
Lebesgue nula.

7. Sejam Q C RY aberto e f : Q@ — f(Q) um difeomorfismo de classe C'. Para cada
a=(ay,...,ay) € Qecadar >0 defina

Ia,r) =la1 —7r/2,a1 +7/2] x ... X [ay — 7/2,an +1/2].

Mostre que

mUUler) et (o))

8. Sejam Q C RY aberto, f: Q — R de classe C? e a = (ay,...,ay) € Q. Suponha que
f'(a) = 0. Seguindo a notagao do exercicio anterior, mostre que

m (f(]a, r]))

rN

lim
r—0t r

lim =0.

r—0t

Sugestao: Mostre, primeiramente, que existe C' > 0 tal que |f(z) — f(a)| < Clz —al?, z €
I[a,r] e conclua que diam (f(I[a,r])) < CNr?/2.

9. Seja f : RY — RY um difeomorfismo de classe C* tal que f(B) C B, onde B = {z :
|z| < 1}. Suponha ainda que |det f'(x)| < 1 para todo « € B. Determine, para g : B — R
continua, o limite

lim g(x)dm(x);

Aqui f" = fo...of (n fatores).
Para os proximos dois exercicios adotaremos a seguinte defini¢ao.

Definigao. Se f : RY — [0,00[ é Lebesgue-mensurdvel e limitada sobre os conjuntos
limitados de RY, definimos

[ f@dm(z) = Jim [ f(a)dm(a),

onde Ir = [—R, R]".

Note que este limite sempre existe e que seu valor pertence a [0, 0o].
10. Mostre que

/R e~ dm(z) = /7.

Sugestao: Inicie observando que

2
[—R,R] [-R,R]?
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11. Uma transformagao linear A € L(R") ¢ definida positiva se (Az,x) > 0 para z € RY,
x # 0. Mostre que se A é definida positiva e simétrica entao

7.‘_N 1/2
—(Az,x) —
/sze dm(x) (detA) .

Sugestao: Lembre-se que se A é definida positiva e simétrica entao det A > 0 e que, de

acordo com um resultado de Algebra Linear, existe B € L(RY), com B*B = I, tal que
B*AB é diagonalizavel.

Capitulo 4
1. Sejam Q C RY aberto e K C  compacto. Mostre que se f € C®(Q) entdo existe
F e C™(RY) tal que ' = f em K.

2. Seja p. como definida no inicio do Capitulo IV. Seja também u : RY — R uma funcao
continua que satisfaz a seguinte propriedade: existe um compacto K cC R¥ tal que u(z) =
0 se x ¢ K. Defina

wle) = [ ule =) p.y) dmiy)

RN

Mostre as seguintes afirmagoes:
(a) ue € C®(RY);
(b) Existe um compacto Ky cC R tal que u.(z) =0sex & Kye 0 <e < 1;
(c) ue =%« uniformemente em RV

3. Mostre que se I, J e K sao multi-indices ordenados de comprimento p, g e r respectiva-
mente, formados por elementos de {1,..., N}, entdo

dZE[/\d[EJ = (—1>pquL‘J/\dl’[, (d[[‘]/\dZEJ) /\dl’K = dZL']/\ (dZL’J/\dZL‘K)

4. Mostre que se w é uma k-forma definida sobre um subconjunto aberto de RY, e se k é
fmpar, entao w Aw = 0. Dé um exemplo de uma forma diferencial 3 € Fy(R*) satisfazendo

BABHD.
5. Sejam ©Q C RY aberto e a € F1(Q). Mostre que

da(L, M) = L(a(M)) = M(a(L)) — a([L, M), L, M € X(Q).
6. Mostre que se «, [ sao formas fechadas entao o A  também é fechada. Mostre que, se
em adicao, [ é exata entao o A  também é exata.

7. Sejam F : R3 — R? F(xq, 29, 23) = (23 — senxy,e), e w = (logys)dy; A dys € Fo(U),
onde U = {(y1,92) € R? : y > 0}. Determine wp.

8. Sejam Q) C R? aberto e w = widwz; + wydwy € F1(Q). Defina
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Mostre que existe f € C®(QQ), f > 0 em (), satisfazendo d(fw) = 0 se, e somente se, existe

u € C™(9) satisfazendo

Ly w2 Owr

or;  Oxs

9. Sejam Q e U abertos de RY ¢ F' : Q — U um difeomorfismo de classe C*°. Dado
L € X(Q) defina F,.(L) : C*(U) — C*>(U) pela regra

F.(L)(g) = L(goF)oF™', geC*(U).
Mostre que F.(L) € X(U) e que F, : X(2) — X(U) é R-linear.

10. Defina 7 : RV — RN 7(zy,..., 25, 2841) = (21,...,2x). Sejam w € Fi(RY) e
f € C®RY), com f# 0 em todo ponto. Defina a € F;(RY*!) pela férmula
1

a = W, — dryyr .
form

Mostre que d(fw) = 0 se, e somente se, a A da = (w A dw),.

11. Considere a demonstragao do Lema de Poincaré. Determine explicitamente a expressao
dos coeficientes da forma o em termos dos coeficientes da forma w.

Capitulo 5

1. Sejam © C RY aberto e 0 € ¢o(€2) = Co(Q) tal que [ w =0, Yw € Fy(2). Mostre que
o=0.

2. Seja Q C RY aberto. Mostre que se w € Fx(Q) ¢é tal que [ w =0, Yo € s,(), entao
w = 0.
3. Sejam k > 2 e ' € ¢ () (Q aberto de RY). Mostre que 9(9I") = 0.
4. Sejam po,p1 € RV.
(a) Calcule do, onde o = [py, po, Po]-
(b) Seja a = [po, p1] + [P1, Po)- Determine T’ € co(RY) tal que dT = .

5. Dada
w = x1dxry Adzs + xodzy A das + z3dxy A dzs
determine faw, onde o = [e] + 2e3,2¢e9, 69 — €] € {€1,€9,e3} é a base candnica de R?.

6. Sejam 3 € F5(R?) e ¥ = [0, ey, ea] + [e1 + €2, €2, €1] € co(IR?). Mostre que

fo= 1
onde I = [0,1] x [0,1]. Aqui {ej, ez} é a base canonica de R?.

7. Seja © um aberto de RY. Mostre que se k > 1 entao 0 : Cx(Q) — C,_1(Q) é uma
extensao da aplica¢ao 0 : ¢ (2) — cx—1(€2). Mostre também que se k > 2, e se 6 € Cx(Q),
entao 0(00) =

k

Sugestao. Para esta tltima parte note que se 7;

Tj( ) o Te(k = TZ(Jr)l o T(k b,

= leg,...,€j,..., €], onde ey = 0, entdo
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8. Sejam Q C RY aberto e D : Fy_1(2) — Fx(Q2) um operador linear que satisfaz

/Dw—/ w, VO e Cy().
S 00

Mostre que D = d, o operador derivada exterior.

Capitulo 6

1. Sejam Q2 C RY aberto, w € F;(Q), w = Z;VZI w;(z)dz; e suponha que Zjvzl lwj(x)] # 0
para todo x € €. Seja também 6 € F{(Q2) satisfazendo 6 A w = 0.

(a) Mostre que dado xy € €2 existem V) C Q aberto contendo xy e f € C*°(V}) tais que
0= fwem Vj.

(b) Conclua que dado K C 2 compacto existe uma funcgao g de classe C*° definida em
um aberto U que contém K tal que § = gw em U.

Sugestao para (b): utilizar a Proposi¢ao

2. Suponha que os coeficientes de o € Fy_;(RY) se anulam no complementar de um
compacto K de RY. Mostre que | da=0.

3. Seja Q cC R? um aberto regular e sejam f,g : U — R de classe C*°, onde U ¢ um
aberto de R? que contém 2. Mostre que

a fcydm(xy) /mfdgz—/mgdf.

4. Seja Q cC RY um aberto regular e seja f = (f1,...,fx): U — RY de classe C*, onde
U é um aberto de RY que contém . Suponha que, para algum 1 < j < N tem-se f] =0
em 0f). Mostre que

/Qdet f'(z)dm(z) =0.

5. Seja  um aberto regular em RY. Enuncie e demonstre uma férmula para Q que
generalize a conhecida férmula de integracao por partes quando €2 =|a,b[C R.

6. Sejam 2 C RY um aberto regular, U C RN aberto, Q C U, a € F,(U), 8 € Fxy_,_1(U).
Suponha que [ seja fechada e que os coeficientes de a se anulam na fronteira de 2. Mostre

entao que
/(da) A B =0.
Q

8. Sejam f, g € C°(R?). Escreva as coordenadas em R? como (z,y) e seja Hy = {(z,y) €
R?:y > 0}. Mostre que se w = f(x,y)dx + g(z,y)dy entdo

/Hdw—/fdem

7. Demonstre a Proposicao (6.3
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9. Sejam © C RY um aberto com fronteira regular e 7 o campo normal exterior a €. Para
uma funcao u de classe C'*° definida em uma vizinhanga V' de Q) definimos

ou -

N
) 0*u . o
Au(r) = ]2:1 o2 (), zeV e —aﬁ(y) = Vu(y) -1(y), y € 0.

Utilize o teorema da divergéncia para mostrar que se u,v sao de classe C* em V entao

[ {u@a0@) + Futa) - ot b dm(a) = [ a5 0) drman(o)

e que
v ou
[ tu@)a0e) = o du@ama) = [ fu) 300 - o) 550 | dmons).

Conclua que se Au=0em Q e se u =0 em O entdo v = 0 em €.
10. Mostre os resultados abaixo:

(a) Seja p: RY — R de classe C* tal Q = {z € RY : p(x) < 0} é limitado e dp(z) # 0
quando p(z) = 0. Entao 2 é um aberto com fronteira regular.

(b) Seja Q um aberto de RY com fronteira regular. Entdao dado zy, € 0 existe um
aberto U C RY contendo zy e g : U — R de classe C*™ tal que

g(xo) =0, dg(xg) #0, UNQ={xecU:g(x) <0}

(¢) Todo aberto com fronteira regular ¢ da forma descrita no item (a) para alguma
funcao p. Sugestao: utilizar particoes da unidade.

(d) Se r > 0 entao B = {x € RY : |z| < r} é um aberto com fronteira regular.
(e) Seja L = Zjvzl a;(2)0/dx; um campo vetorial definido em um aberto contendo B.

Seja também @ = (aq, ..., ay). Entao

/B(diVL)(x) dm(z) = /8B aly) - % dmas(y).

(f) Em particular

m(B) = % map(0B).

(g) Seja By = {x € RV : |z| < 1}. Entao
maB(aB) = T‘N_lmaBO(aBo).

Apéndice

1. Seja

T T T+ Th—
E: EBy—-SE 5 FE ... 3E —0



APENDICE 91

um complexo finito de espacos vetoriais, todos eles de dimensao finita. Mostre que

n n

D (1Y dim H(€) = (—1) dim E;.

=0 =0
2. Seja 2 C R aberto. Mostre que dada f € C®(Q) existe g € C*(Q) tal que ¢’ = f.
Conclua que H'(Q) = 0.

3. Seja C°(RYN) 0 espaco das funcoes infinitamente diferencidveis em RY que sao perfodicas
27
(e de periodo 27) em cada uma das variaveis. Considere a aplica¢ao

D : C2(RY) — C2(RY) x ... x C52(RM),
N fz;gores

0 0

Seja também F o subespaco de C52(RY) x ... x C2(RY) formado pelas N-plas (fi,. .., fn)
que satisfazem
ofi  0f;

- I ia .
8[Ej 6@ J

Mostre que F' contém a imagem da aplicacao D e determine o quociente de F' pela
imagem de D.
4. Seja Q@ = R3\ {0}. Mostre que H?*(Q2) # 0. Sugestao: Considere a 2-forma
1

YT @t 2R (zdy Adz +ydz Adz + zde A dy)

e a 2-superficie

o :[0,7] x [0,27] — R3, o(¢,0) = (sen ¢ cosf,sen ¢ sen b, cos ¢).

5. Defina o operador de Laplace em R” pela expressao

0? 02
A=—+...+—.
89&%—'— +8$?V

E um resultado nao elementar da teoria da equacoes diferenciais parciais lineares que, dado
qualquer © C RY aberto, entdao A : C°°(Q2) — C>(Q) é sobrejetor. Use este resultado para
mostrar que HY (Q) = 0, qualquer que seja  C RY aberto.

6. Seja Q C RY aberto e denote os pontos em © x R na forma (z,t) = (x1,..., 2N, ).

(a) Mostre que toda forma de grau k em {2 x R se escreve, de modo tnico, como
w=dt Aa+ B, onde a =" as(z,t)drr e =Y, Bs(x,t)dz; sdo formas de grau k — 1 e
k respectivamente.

(b) Defina uma tranformagao K : Fx(2 x R) — Fr_1(€2) pela férmula

Kw) =Y (/01 oq(x,t)dt) dz;.

1
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Verifique que K esta bem definida e que é R-linear.

(c) Para cada t € R defina 0; : Q@ — Q X R por 0y(x) = (x,t). Mostre que se w é uma
k-forma em (2 x R entao vale

K(dw) +d (K(w)) = (W), = (w)a, -
(d) Conclua que 6y : Q@ — Q@ x Re 6 : Q@ — Q x R induzem as mesmas transformacoes
H"(Q2 x R) — H"(Q2) para todo n > 1.
7. Sejam O,y C RY abertos com Q; Ny # 0

(a) Mostre que dada f € C*°(£2;N);) existem f; € C(£2;), j = 1,2, taisque f = f1—fo
em Ql N QQ.

Sugestao: aqui vocé pode utilizar uma versao mais geral do resultado sobre a existéncia
de particoes da unidade. Pesquise-a e enuncie-a precisamente.

(b) Defini¢ao: uma sequéncia de espagos vetoriais e aplicagoes lineares

0— B -5 B, % By 25 B,
é exata se kerTy = 0 e kerT; = ImT;_;, j = 2,3. Sejam entdo U,V abertos de R",
UNV # (. Mostre que a seguinte sequéncia é exata:
0— H U UV) -5 HOU) 8 HY(V) - HOUNV) 2 H(UUV).
Aqui T, S e R sao definidos do seguinte modo: considere as aplicagoes de inclusao
Jguv:U—=UUV, jy:V—=>UUV, w:UNV—=U 1ty,:UNV—=V.
Entao

T(&) = (J5(8), v (&), S n) = (&) — w(n).
Para finalmente definir R proceda do seguinte modo: suponha que £ € H(U NV) seja
representada por f € C*(UNV). Escreva f = fi — fo como em (1) e sejaw € F1(UUV)
dada por w = df; em U, w = dfy em V. Defina R({) = [w]. Verifique primeiramente que
R estd bem definida, isto é, que o valor de R(¢) independe da escolha de f e da escolha de
sua decomposicao, e mostre também que R € linear.

(c) E possivel decompor RN = U UV com U e V abertos conexos e U NV desconexo?
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