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1. A nocao de somabilidade

Dada uma familia (aa)aezf de nimeros complexos diremos que a série Zaezf a, é absolu-

tamente somavel se a sequéncia de nimeros reais positivos (ZM “m |aa|) é limitada.
- meZ

Vamos escrever

(1.1) A = sup Z lao| : m € Zy
o <m
Se Zaezf a, ¢ absolutamente somavel entao a série Z;io S;, onde S; = Z|a|:j A, €

absolutamente convergente, uma vez que

Z|5|< > Jaal <A, Ym e Z,.

|| <m

s . o0 ’ m
Se denotarmos por a o valor da série ijo S;, e se notarmos também que ijo S; =
Z|a\ <m (o, faz sentido escrever, por definigao,

a= E o, = lim E Aoy
m—00
aEZN la|<m

Mostraremos agora que

(1.2) )\:sup{Z\aa\ : FCZf,ﬁnito}.

acl

Demonstragao de (1.2): Dado F' C Z¥ finito existe m € Z, tal que F C {a: |a| < m}.
Logo A é um limitante superior do conjunto

= {Z lag| : F' C Zf,ﬁnito}

aceF

e consequentemente sup A < A. Como também sabemos que

Z lao|: meZy p C A

laj<m
temos A < sup.A. Assim A = sup A, o que demonstra (1.2). O
No que se segue adotaremos a seguinte definicao

Definicao 1.1. Uma sequéncia crescente Gy C G; C ... C G, C G, 41 C ... de subcon-
juntos finitos e nao-vazios de Zﬂ\r’ satisfaz a propriedade (x) se vale a seguinte propriedade:

(1.3) Dado F C ZY finito existe m € Z, tal que F C Gy,



Observe que (1.3) é equivalente a |, , G, = Z¥.

Exercicio 1.1. Mostre que se {G,} satisfaz a propriedade (x) e se Zaezﬂ aq é somavel

)\:sup{z ]aa\:n€Z+}.

aEGn

entao

Proposicao 1.1. Seja {G,,} uma sequéncia satisfazendo a propriedade (%) e seja também
Eaezf a, uma familia absolutamente somavel. Entao

(3.4) Z Ao = ILm Z g

QEZ{X a€Ghp

Demonstragao. Seja a = Zaezf aq e tomemos € > 0. Existe n, € Z, tal que

(3.5) Z ao —a| < €/2, n > n,.
la|<n
€
(3.6) A=e€/2< Y aal <.
|| <ra

Tome agora ng € Zy tal que {«: |o| < n,} C G,,. Entdo se n > ng temos

A=€/2< ) ao| < ) Jaa] < A

|| <ns acGp

> |aa| < €/2.

a€Gp\{a:|a|<n.}

e consequentemente

Assim, se n > ng obtemos

E Ao —a| < E Qo — E Ao | + E Ao — @
acGp acGp |or] <mos || <
= E Q| + g A — G
a€Gn\{a:|a|<n.} | <mx
< g lao| + E (o — a
a€Gn\{oz]al<n.} || <ms

< €/2+¢/2=c¢. O
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Sejam agora X um conjunto nao-vazio f, : X — C uma familia de fungoes indexada por
a € Z%. Temos a seguinte versao do M-teste de Weierstrass adaptada ao nosso novo
contexto:

Proposicao 1.2. Suponha que sup,cx |fo(z)] < by € que Zaezﬁ b, seja absolutamente
somdvel. Entao Zaezf fo(z) é absolutamente e uniformente somavel em X.

Demonstragao. Para m € Z, podemos escrever

onde S;(z) satisfaz

S = |3 ful)| € S bu = M, weX

|al=j |a|=j
Como Z;io M; < oo o M-teste usual de Weierstrass usual se aplica e concluimos que

> _laj<m Ja(x) converge absolutamente e uniformemente em X. O.

Exercicio 1.2. Nas condigoes da Proposi¢ao 3.2 mostre que Zaecn fa(x) converge uni-
formemente, onde {G,} é qualquer sequéncia satisfazendo a propriedade (x).

2. Séries de poténcias em CV

Uma série de poténcias em CV centrada em 2y € CV é uma série da forma

(2.1) > aa(z — 2)°,

N
a€Zy

onde a, € Ce z € CV.

Recordemos a notacao para um polidisco em CV centrado em zy:
D(ZO;Rl,...,RN) = {Z S CN : |Zj—Z()j| < Rj, 7= ]_,7N}

Também escreveremos D(zp; R) se R; = R > 0 paratodo j =1,...,N.

Exercicio 2.1 Mostre que se K C D(zo; Ry, ..., Ry) é compacto entdo existe 0 < r; < R;
tais que K C D(zg,71,...,7N)

Exemplo 2.1. A série de poténcias ) _,~ 2% é absolutamente e uniformente somével
+

somavel em cada subconjunto compacto de D(0;1).

De fato pelo exercicio 2.1 bastara mostra que a série é uniformente e absolutamente soméavel

em cada conjunto da forma D(0; p), com p < 1. Agora, se z € D(0; p) e se a € Z entao
|z2| < plol. Tomando

G,={acZV 0<a;<n,j=1,...,n}
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vemos que {G,} satisfaz a propriedade (x). Além disto
5= {50} ca-n
acGn

Pelo exercicio 1.1 segue que Zaezf plol é absolutamente somével e nossa afirmacio segue
da Proposicao 1.2. Note que podemos calcular explicitamente

Zzo‘:nli_{goz,z nh_g)loHZ Hl—z’ z € D(0;1). O

aEZf acGn j=1a;=0

O resultado central da secao é o seguinte:

Proposigao 2.1. Suponha que a série de poténcias (2.1) seja absolutamente somével em
cada ponto z € D(zg; Ry, ..., Ry). Entao:

1. A série (2.1) é absolutamente e uniformente somavel sobre os compactos de D(zp; Ry, . . .

2. Defina h(z) = Zaezf ao(z—20)*. Entao h é uma fungao holomorfa em D(zo; Ry, ..., Ry)

e suas derivadas podem ser calculadas como !

o! B
(2.2) (07h)(2) = % O (z—20)"7",

onde as séries em (2.2) sao também absolutamente e uniformente somaveis sobre os

compactos de D(zp; Ry, ..., Ry). Note, em particular, que
0“h
(2.3) 1y = w
al

Demonstracao. Pelo exercicio 2.1 devemos mostrar que a série (2.1) é uniformemente
somavel em cada conjunto da forma D(zp;71,...,7y) como 0 < r; < R; para todo
j. Mas a série (2.1) é absolutamente somavel no ponto zg + (r1,...,7n) e, portanto,
Zaezf |aq|r{ - - 1% é absolutamente somével. Nossa contengao segue do M-teste de Wei-

erstrass (Proposigao 1.2).

Como cada h,(z) = Z|a|§n o (z—20)" define uma fungao holomorfa em D(zo; Ry, -+, Ry),
e como h, —> h uniformemente sobre os compactos de D(zg; Ry, ..., Ry), segue que h é
holomorfa em D(zp; Ry,..., Ry) e que 9°h, — 02h uniformemente sobre os compactos

1Se a,BEZf escremos a < fse a; < B paraj=1,...,N.



de D(zp; Ry, ..., Ry). Destes fatos concluimos (2).

3. Expansao de funcoes holomorfas em séries de poténcias.
Provaremos agora o resultado principal destas notas:

Teorema 3.1. Seja f € O(Q2) e suponha que D(zp; Ry, ..., Ry) C Q. Podemos escrever

f(z) = Z an(z — 20)*, 2 € D(20; R1,...,Rn),

anf
com convergéncia uniforme sobre os compactos de D(zo; Ry ..., Ry). As derivadas de f
em D(zo; Ry, ..., Ry) sao obtidas por derivagao termo a termo e
_ (921)(20)
g = ————=.
a!

Demonstracao. Sejam 0 < r; < R;, 7 = 1,...,N. Pela férmula integral de Cauchy
podemos escrever, para z € D(zo;71,...,7N).

o] f(w)
f( ) (27Ti)N /80D(z0,;r1,...rN) (wl - Zl) s (wN - ZN)

Agora, para cada j = 1,..., N temos

dwl/\---/\dwN.

1 1 1 1
s o Y — Y s — o Zj—20j
wj — 2z (wj—z205) — (2 —205)  wj— 205 1-— wj_w(fj
Mas | |
J i | 173 il
U}j — wOj T‘j
e, portanto,
o0
1 1

= (Zj—Zoj)k, jzl,,N
Ww; — zj w; —'&b‘gég
Substituindo estas expressoes na féormula integral de Cauchy, e invertendo a ordem de
integracao com a de somatodria, o resultado segue facilmente. Os detalhes ficam a cargo do
estudante interessado. [J



