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1 Preliminares - O problema de Dirichlet
Denotaremos por
0? 0?
A2 .. 40 2
0z3 L ox%,

o operador de Laplace (ou laplaciano) em RY.

1.1 DEFINIGAO. Seja © C RN um subconjunto aberto. Uma funcido u € C2(f2) é dita harménica em ) se
Au=0em Q.

Note que se u é a valores complexos entao u é harmonica se, e somente se, Reu e Imu sao harmonicas;
isto se deve ao fato de A ser um operador com coeficientes reais. Assim, para o estudo das propriedades
das fungoes harmonicas podemos nos restringir ao caso em que as fungoes sao a valores reais.

1.2 EXEMPLO. Sao exemplos de fungdes harmonicas
1. Seja @ =RY e u(z) =a+ (z,b), coma € RebecRY;
2. Seja Q C C ~ R? aberto e f : Q — C uma funcdo holomorfa entdo Ref e Imf sdo harménicas;

3. Seja © = RN, Se ¢ = (¢1,...,¢n) € CN satisfaz ¢ + -+ + (% = 0, entdo u(x) = Ree(®C ¢
v(x) = Imel®¢) sio harménicas.

1.3 TEOREMA. Sejam Q C RN um subconjunto aberto limitado e u € C2(Q) N C(Q).

1. Se Au >0, entdo

maxu = maxu,
Q o0

2. Se Au <0, entdo
min v = min u.
Q 2Q

1.4 COROLARIQ. (Principio do mdzimo, forma fraca) Seja  C RN wum subconjunto aberto limitado e
u € C2(Q)NC(Q) harménica em Q. Entdo

maxu = maxu, minu = minu.
Q )9) Q F)

1.5 OBSERVAGAO. Se u ¢ harmonica e se |u(x)| < M para x € JQ segue do Corolario 1.4 que |u(z)| < M
para x € ). Em particular, se u = 0 em 9%, entdo u = 0 em Q.

Demonstragao do Teorema 1.3. Mostraremos (1.), a demonstracio de (2.) é andloga. Consideremos
m = maxu,
Iy)
M = maxu.
Q
Suponha, por absurdo, que m < M. Entao existe xo € { tal que u(zo) = M e, ademais, vale Vu(z) = 0
e Au(zg) < 0. Seja v € C?(Q) NC(Q) a funcio dada por

v(z) = u(z) + el — wol*,

em que € > 0 é um nimero que determinaremos a seguir. Temos v(zg) = M, e para x € 91, vale
v(z) < m+e§(Q)%, em que §(2) é o didmetro de Q. Logo, se escolhermos € > 0 tal que ¢ < (M —m)/§(2)2,
teremos v(z) < M. Tal escolha implica que existe x; € Q0 um ponto no qual a fungdo v assume seu valor
méximo. Mas Av(z1) = Au(z1) +2Ne > 2Ne > 0, uma contradigao. O



O problema de Dirichlet para ) consiste em, dada updQ — R continua, determinar u € C2(2) N C(%)
tal que

Au=0 em €,
w=wug em 0.
1.6 DEFINICAO. Um subconjunto aberto Q C RY é dito um aberto de Dirichlet se o problema de Dirichlet

tiver solugao para toda ug.

Note que o problema de Dirichlet admite no maximo uma solugao, uma consequéncia do resultado
enunciado na observagao 1.5.

1.7 DIGRESSAO. Sejam 2 um aberto de Dirichlet e z € Q. O funcional
T:C(092) — R,

que associa a cada ug € C(09) o valor u(x), em que u é a solu¢do do problema de Dirichlet com dado de
fronteira ug, estd bem definido, é continuo, pois |T(ug)| < max |ug|, e é positivo. Pelo teorema de Riesz,
existe uma medida de Borel regular p, sobre 92 tal que

w(z) = T(up) = / uo(y) djia (y),

o0

e portanto a fungao u é reconstituida através de integragao de seu valor de fronteira com relacao a medidas
apropriadas.

2 Identidades de Green

Seja Q C RN um aberto com fronteira regular como definido nas notas de aula da disciplina “Célculo
Integral”, pagina 66, em

www.ime.usp.br/~cordaro/calculo-integral-2o-semestre-de-2017

Sejam 0 0 campo unitdrio normal a 92 e do a medida de superficie definida em 0. Nas notas de aula
mencionadas acima encontra-se a demonstracao do teorema da divergéncia se X é um campo vetorial com
coeficientes em C(Q) vale

[aXde = [ (X)) o). M
Q o0

Sejam u,v € C3(Q). Aplicando o teorema da divergéncia para X = vVu obtemos a primeira identidade de
Green

ou
/Q(vAu +(Vu,Vu))dz = /BQ Vog do. (2)

Trocando u por v e subtraindo as identidades obtemos a segunda identidade de Green

ou ov
/Q(vAu —uAv)dz = /89 (Uaﬁ’ - u@ﬁ) do. (3)

Como consequéncia da primeira identidade de Green temos a seguinte proposicao
2.1 PROPOSIGAO. Seja u € CH(Q) NC%(Q) uma fung¢do harménica em ).

1. Se Ou/on = 0 em 09, entao u € localmente constante em Q;

2. Vale a sequinte identidade
0
—1_{ do =0.
oQ on
Demonstragao. Ambos os itens seguem da primeira identidade de Green (2) para (1.) tome u = v e para
(2.) tome v = 1. O



3 A propriedade da média

Denotaremos a esfera de raio R > 0 e centrada em x9 € RY por Sg(zg) = {z € RN | —x0| = R} e
a bola aberta de raio R > 0 e centrada em zo € RY por Br(wg) = {z € RY |z — 29| < R}. Note que
Br(z) é uma aberto com fronteira regular. A passagem a coordenadas polares em RY \ {0} é feita com
as identidades

rT=TY, r= |IL’|, |y| =1,
de = rN=tdrdo(y),

em que do é a medida de superficie em S1(0). Denotaremos a medida da esfera unitaria em R por

wN:|Sl(O)|:/ do.
S1(0)

Nosso objetivo agora é calcular wy e para isso introduzimos a fun¢do gama
o0
I(z) = / e”t*ldt, x> 0.
0
Um simples cdlculo! mostra que I'(z + 1) = zI'(z). Ademais I'(1) = 1, logo temos I'(n) = (n — 1)!, para

n € Z4 \ {0}. Da identidade
/ e 2/ e~ ds,
0 0

7TN/2:/ el dz
:/ / rN- 1da(y)dr
S1(0

2 p—
wN/ e "Ny
0

oo

segue que I'(1/2) =/m. Agora

= %v ; e s T ds
= XI(N/2),
2
logo
27TN/2
“N T T(N/2)
Assim, para N = 2k temos I'(N/2) = (k — 1)! e portanto
_ 21k
RE T

Por outro lado, para N = 2k + 1 temos

k

r(v/2) =1+ 1/2) = (k- 5) (k=3 ) grasm =t [T (k- 254,

=1

portanto
2k+1ﬂ.k:

(2k —1)(2k —3)---1

Wak41 =

d
Luse atz = zt* ! e integre por partes.



Podemos também calcular o volume da bola

|Br(z0)| = |Br(0)|

= / dz
Br(0)
R
= / / Nl do(y) dr
0 JS1(0)

. RNUJN
N

Aplicando o teorema da divergéncia (1), temos a identidade

N|Bx(0)] = / (v 4/R) do(y) = RISk(0))

Sr(0)

que implica |Sr(7o)| = wy RN L. Por fim, faremos uso constante do seguinte fato

/ f(y)do(y) = RV / f(R2)do(z),  f € C(Sk(0)). (4)
Sr(0)

S1(0)
Para a demonstracao da férmula acima veja o exercicio 8.

3.1 TEOREMA. (A PROPRIEDADE DA MEDIA PARA FUNCOES HARMONICAS) Sejam Q C RN um subconjunto
aberto e u uma fungdo harménica em Q. Se Br(xzo) tem fecho contido em € entdo

1
u(x()) = |SR(‘IO)‘ Sn(zo) u(y) dO’(y)

3.2 OBSERVAGAO. Aplicando (4) no Teorema 3.1 obtemos

1
u(zo) = CLJNRN1/51%(370)”(.0) do(y)
1
= u(zo +vy)do
NN /SR(O) (zo +y)do(y)

1
= — u(zo + Rz)do(z).
WN JS1(0)

Demonstragio (do Teorema 3.1). Definimos

1
’U(il?) — |$—$Q|N_2’

—log |z —xo|, N =2.

N >3,

Um célculo direto mostra que v é harmoénica em R™ \ {z}. Faremos a demonstragao para o caso N > 3, o
caso N = 2 tem demonstragao andloga. Para 0 < ¢ < R, seja U, = Br(zo) \ B:(z). Aplicando a segunda
identidade de Green (3), temos

/8U€ (u(y)gg»(y) - v(y)gg(y)> do(y) = 0.

Como v é constante em cada componente de OU, = Sg(zo) U S:(x9), podemos aplicar a Proposicao 2.1 e
concluir

ov v
/SR@U) u(y) 5= (y) doly) = /S E u(y) 5=(y) do(y).



Para y € Sg(zo), temos

on = 9y R
N
:Z(Q—N)|y—xo|1 N(yj xOJ)
=1 [y — ol R
=(2-N)R'"N,
logo
@-MEN [ udot) =@M [ ulw)dol),
SR(.’L‘O) SE(Zo)
e portanto

1 / 1
—_— u(yday:f/ u(y)do(y) — u(xop),
oo o = o [ adoty) — e

quando € — 0, pois u é continua em zy. De fato, para formalizar esta tltima afirmagao seja n > 0
arbitrario e tomemos J > 0 tal que

|z —xo| <0 = |u(z) — u(z)] <.

Certamente podemos escrever esta propriedade assumindo que a bola de centro xq e raio § > 0 estd contida
em §2. Logo, se 0 < e < 0,

1 1 1
_ u(y)do(y) —u(zo)| = | ——— u(y)do(y) — u(z 7/ do
e o e —ute)| = |y [ o) —ateo) e [ doty
1 1
< — u(y) — u(xo)| do(y) < 7/ do(y) =n,
< e [ 1) o) < e [ o) =
o que demonstra nossa afirmacao. O

3.3 COROLARIO. (A PROPRIEDADE DA MEDIA VOLUMETRICA) Sejam Q C RN um subconjunto aberto e u
uma fungdo harménica em ). Se Br(xo) tem fecho contido em Q) entdo

1
S - dz.
) = 1Bl Jon Y

Demonstragao. Para 0 < p < R, temos

1
u(zo) = — u(zo + py) do(y),
WN JS1(0)
logo
R I N-1
/ pN " lu(zg) dp = —/ / u(zo + py)p” " do(y)dp,
0 wWN Jo  JS1(0)

e portanto

N
RNwy Br(wo)

u(xzg) = u(z) da.

O

3.4 COROLARIO. (Principio do mdzimo, forma forte) Seja Q C RY um subconjunto aberto e conezo. Seja
u € C%() real e harménica. Suponha que supu = a < oo. Se existir g € Q tal que u(xo) = a, entdo
u=a em (.



Demonstragdo. Por hipotese o conjunto
A={zeQ: ulx)=a}

é nao vazio. Como A é claramente fechado em € (por que?) e também como €2 é conexo, bastard mostrar
que A é aberto em . Seja entdo z, € A e tomemos uma bola B,.(z,) com fecho contido em Q. Como
a = sup u temos, pela propriedade da média volumétrica

),
a—u(x)}dz =0,
(.(}NRN Br(x*)%/ou};

de onde concluimos que u(x) = a para x € B,(x,). A demonstragéo estd completa. O
Nosso objetivo agora é provar a reciproca do Teorema 3.1
3.5 TEOREMA. Seja u € C(Q) e suponha que para cada xo € Q temos

1 /
- u(y) do(y),
RN lwy Sr(zo)

sempre que 0 < r < d(xg,0) (distincia de xo a ). Entao uw € C>*(Q) e é uma fungdo harmonica em
Q.

u(zo) =

Antes de apresentar a demonstragdo do Teorema 3.5, precisamos desenvolver algumas ferramentas

3.6 DIGRESSAO. (FUNGQOES TESTE) A fungao

—1/t
h(t) = {e , t>0,

0, t<o0.

é de classe C*° em R, logo a fungao g(t) = h(1 —t)h(1+t) é de classe C*°, se anula fora do intervalo [—1, 1]
e vale g(0) > 0. Para € RY, definimos

o) = Aglie), eom A= ([ oPrar)

logo ¢ ¢ de classe C> em R”, se anula fora de B;(0), vale [¢ =1 e ¢ é radial, ou seja, o valor ¢(z) s6
depende de |z|. Para cada € > 0, definimos

o= deo(Z). me
de modo que . é de classe C*° em R, se anula fora de B. (0), vale f pe =1 e @, é radial.
Demonstracao (do Teorema 3.5) Para cada € > 0, considere o conjunto

Qe ={zeQ: d(z,090) > }.

A funcao dada por
Qe xRY 3 (2,y) = pe(z —y) €R

é de classe C* e para cada x € (). fixado, a correspondente funcio em y € RY se anula no complementar
de um subconjunto compacto de €. Logo, verifica-se que a funcao

Vo) = [ e = yuta) dy



é de classe C° em {2 (derivacao sob o sinal de integracao). Mostraremos abaixo que para x € (., tem-se
U.(x) = u(x), o que pela arbitrariedade de £ > 0 permite concluir que u é de classe C*°. De fato

Ud(z) = ELN/RN w<x€y> u(y) dy

- / w(z — ey)p(y) dy
B1(0)

- / / u(w — erg)p(ry)r™ " drdo(y)
S1(0) JO

_ l,r,N—l 7’2 wlz — 7". O'. r
_A/O gl )(/SI(O) (x —ery)d (y)>d

=wnu(z)

—Au(@) [ gljof?)do
B1(0)
= u(z), x € Q..
Resta mostrar que a funcao u é harmonica e para isto faremos uso do seguinte lema:

3.7 LEMA. Sejam v € C2(2), 19 € Q e para 0 < r < d(z9,90Q) defina a funcdo

A(r) = /S ot sy

Entao 9
1N o N—1 ov
AN(r)y=r /Sr(xo) 81‘1’(2) do(z).

Assumindo a validade do lema por um momento vamos concluir a demonstracdo do teorema. Aplicando
o Lema 3.7 com u substituindo v e observando que entao A é constante seguird que

ou
—do(y) = / Audz,
/ST(Q:O) an Br(ﬂﬁo)

quaisquer que sejam zg € Q e 0 < r < d(xp,dN). Assim Au =0 em 2 e portanto resta agora demonstrar
o Lema 3.7.

Demonstra¢ao. (do Lema 3.7) Um cédculo direto fornece
V) = [ (Volan +r).a) doty)
S1(0)
= erl/ (Vo(zo + 2), 2/r)do(z)
5-(0)
=N [ Vol = o)) doy),
Sr(z0)

de onde segue a conclusao. O
3.8 CorROLARIO. Toda fungdo harménica é de classe C*.

3.9 COROLARIO. Seja {u,} uma sequéncia de funcoes harménicas em Q. Se u, — u uniformemente
sobre os compactos de 2, entdo u € uma funcao harmonica.



Demonstracdo. A funcdo u é continua pois é limite uniforme sobre os compactos de €2 de uma sequéncia
de fungoes continuas. Para provar que u é harmoénica basta entao mostrar que u satisfaz a propriedade da
média. Seja entdo Br(zp) uma bola com fecho contido em 2. Como cada u,, é harmonica temos

1

un(20) = o N1

/ up(y)do(y), 0<r<R.

Sr(ﬂﬂo)

Passando ao limite estas igualdades quando n — oo segue a propriedade desejada, uma vez que a con-
vergéncia uniforme sobre os compactos de Q da sequéncia {u, } implica

1

—N_1 up(y)do(y) —
wyrN =1 /Sr(ﬂﬂo)

: /
- u(y) do(y).
riN ! ST (170)

O

3.10 COROLARIO. Seja Q C RN um subconjunto aberto e limitado. Suponha que o problema de Dirichlet
para Q possui solucdo sempre que o valor na fronteira for a restricio de um polinémio em RN . Entdo Q
é um aberto de Dirichlet.

Demonstragdo. Seja ug € C(09). Pelo teorema de Stone-Weierstrass existe uma sequéncia {p,} de po-
linémios em RY tal que p,, — ug uniformemente em 9€). Para cada n existe u,, € C*°(2)NC(Q) harménica
em (2 satisfazendo u,, = p, em 9. Pelo Corolario 1.4

max [t — up| = r%‘%xmm —Up| = max |pm — pn| — 0 quando m,n — oco.

Pelo critério de Cauchy para convergéncia uniforme, existe v € C(f) tal que u,, — u uniformente em ().
Em particular u = ug em 912. Finalmente, pelo corolario anterior u é harmoénica, e portanto de classe C'*°
em (2. O

Vimos que toda solucio de classe C? da equacio Au = 0 é automaticamente de classe C*. Na realidade
podemos dizer mais toda funcdo harmonica é de fato real-analitica. Lembremos que se Q C RY é aberto
ese f € C®(Q) entdao f é real-analitica se para cada ponto zg €  a série de Taylor de f centrada em
xo converge para f, uniforme e absolutamente, em uma vizinhanga de xy. Uma propriedade equivalente é
a seguinte f € C°(Q) é real-analitica se, e somente se, para toda bola fechada B contida em  existem
constantes C' > 0 e h > 0 tais que

sup [0%u| < Chl*la|l, e Z¥. (5)
B

Para uma demonstracao consultar o texto ”analiticas” em
www.ime.usp.br/~cordaro/analise-real-1o-semestre-de-2017.

3.11 TEOREMA. Toda func¢io harménica u em um aberto Q de RN € real-analitica em Q.

Demonstra¢do. Como u é de classe C*° é facil entao ver que 0%u também é harmonica, qualquer que seja
a € ZY. Sejam g € Q e R > 0 tal que Br(wo) tem fecho contido em Q. Se j € {1,..., N} aplicando a
propriedade da média volumétrica para du/dz; obtemos

ou N ou
873-(330) _ — (x)dz.

— WNBY Sy 0%

Seja X () = (0,...,0,u(z),0,...,0), onde u(z) aparece na j-ésima posicao. Entao div X (z) = (Ou/0z;)(x)

e portanto, pelo teorema da divergéncia,
ou N

aTj(CEo) = m Sr(%)()z(y)a (y —x0)/R) do(y).



Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,
ou

< sup 1l
_ — su ul .
aSL'j - b

SR(JL’())

(zo)

Sejam B C B’ C Q bolas fechadas com raios r e r’ respectivamente, r < r’. Aplicando a desigualdade
precedente para um ponto arbitrdrio zo € B e R =1’ — r obtemos

81‘]‘

sup s
B T —rTr

suplul, j=1,...,N. (6)
B/

Estamos agora em posicao para concluir a demonstracdo do teorema. Fixemos B, (z,) uma bola com
fecho contido em 2 e seja d > 0 tal que a bola B,j4(x,) também tenha fecho contido em Q. Seja «
um multi-indice e aplique (6) iteradamente, para as bolas B = B, (;—1)d/|a|(Z+) C B' = Byiid/ja|(T),
i=1,...,]a|. Obtemos

Nlal|gllad
sup |D%u| < % sup Jul.
B, (x.) Al B ()

Uma vez que n" < e™n! para todo n € N provamos que u satisfaz (5) e portanto u é real-analitica em Q.
A demonstracao esta completa. O

4 Potencial newtoniano

O potencial newtoniano é dado pela expressao

1
- ) N Z 35
E(z) = (N = 2wy |z|N=2

1
%logbc\7 N =2.

Demonstra-se que E é uma funcio harmoénica em RY \ {0} e pertence a Ll _(RY). Para esta tltima

informagao basta mostrar que F é integravel em Bj(0) e isto segue facilmente se escrevermos a integral de
—E(x) sobre B;(0) em coordenadas polares.

4.1 TEOREMA. (TERCEIRA IDENTIDADE DE GREEN) Seja €2 C RN wm aberto com fronteira regular. Seja
u € C%(Q). Para todo x € Q vale

OE Ju
) = [ B = pauay+ [ (atn) g~ B =) GEw) ) doo)

Demonstragao. Fixe x € Q. Para 0 < ¢ < d(z,99N), seja U, = 2\ B.(x). Temos

/ B(z - y)Au(y) dy =
U.

10



Usando VE(z) = z/(wn|z|") qualquer que seja N > 2, podemos passar ao limite

lim [ E(z —y)Au(y)dy = / E(z —y)Au(y) dy,

e—0 U. Q
im [ Bla -y (y)do(y) = 0,
e—0 S.(z) on.
i [ ul) g (o — ) doy) =t — o [ ufy) doty) = (o),
=05 @) Ot =0 wneN Tt s (@)
e segue a tese. O

4.2 COROLARIO. Seja u € C?(RN) uma funcdo com suporte compacto, ou seja, que se anule no comple-
mentar de um subconjunto compacto de RY. Entdo

u(z) = /RN E(z — y)Au(y)dy, z€RY.

5 Funcao de Green

Seja © ¢ RY um subconjunto aberto e suponha que para cada x € € o seguinte problema de Dirichlet
tenha solugao

Av, =0, em §2,
{ (7)

vy =E(x—-), em 09,
com v, € C2(Q). A funcdo de Green para 2 é dada por
G(z,y) =E(x —y) —ve(y), (2,9) € (2x Q) \{(2,2)2 € Q}.

Como fungao de y, a fungdo G(z, -) é harmoénica para y # z e G(z, -) = 0 em 0.
Suponha agora que ) seja um aberto com fronteira regular e seja u € C2(Q2) . Aplicando o Teorema
4.1 (terceira identidade de Green), temos

ulz) = / Gz, y) Auly) dy + / 0 () Au(y) dy

oG v, ou
- /aQ <U(Z/)aﬁy(x,y) + u(y) o, (y) — vz(y)aﬁy(y)) do(y).

Por outro lado, a segunda identidade de Green (3) nos dé

[ (430 = vat) 20 ) dort) = = [ )t

Portanto, temos a seguinte identidade (denominada férmula de Poisson)

ulz) = / G, y)Au(y) dy + /8 Qu<y>§§z<x7y> do(y).

Em suma, temos o seguinte teorema

5.1 TEOREMA. Seja Q C RN um aberto um aberto com fronteira regular. Se u € C%(Q) € solugdo do
problema

{Au =f, emQ,

u = ug, em 0,

em que f € C(Q) e ug € C(R), entdo

ue) = [ Gl ) dy + /6 ) uo(y>§§y<x,y> do(y).

11



5.2 EXEMPLO. (FUNGAO DE GREEN PARA A BOLA UNITARIA) Consideremos Q = B;(0), com N > 3. Ou
seja, temos

E(x—y) = -y N, z#y.

_
wn(2-N)
Seja z € B1(0)\{0}. A fungdo dada por v, (y) = |z|> " VE(z* —y) é harménica em B;(0) quando z* ¢ B (0).
Tomemos z* o simétrico de z com relagao a S;(0), ou seja, temos z* = z/|z|?. A propriedade fundamental
de z* é
[z —y| = [llz" —yl, para |y[=1.
De fato

. . 1 2
(z* —y, 2" —y) = e W<w,y>+\yl2>

logo

ol — y* = 1= 2(z,y) + 2 = |z —y|”.
Portanto temos v;(y) = E(z —y) se |y| = 1 para  # 0. Quando z = 0, temos E(0 —y) = 1/(wn (2 — N))
para |y| = 1, logo podemos tomar vy(y) = 1/(wn (2 — N)), Yy € B1(0).
Conclusao Para cada z € Q = B;(0), resolvemos o problema de Dirichlet (7), portanto a fungido de Green
para B1(0) é dada por

B(z —y) = [z VE(=" —y), = #0,
G(z,y) = 1 B (®)
E(y) — N @ N’ x =0,

em que z* = x/|z|?.

5.3 OBSERVACAO. Um raciocinio andlogo ao do Exemplo 5.2 permite concluir que a funcao de Green para
B;(0) quando N =2 é

1 1 X
%log\x—m—%logm“x —yl, z#0,
G(z,y) = 9)

1
%log\yh x =0,

em que z* = xz/|z|?.

5.4 EXEMPLO. (NUCLEO DE POISSON PARA A BOLA UNITARIA) Dando continuidade ao estudado no
Exemplo 5.2, temos para x # 0

oG 1 x—y 2N (x* — )
_}(Sﬁ’,y>:<— N+| * N Y )
ony wy \ |z =yl |lz* —y|
e usando o fato
@Y1
z* —y|NV o —yV
segue
oG 1 1—|xf?
Kl'7 = — (o, = —a’:—‘r:);‘—.’L‘Q, - 10
(z,y) any( Y) WN‘Iiy|N<y 2%y, y) P (10)

E um exercicio verificar que a férmula (10) também vale quando N = 2. A fungdo K definida pela férmula
(10) é denominada nicleo de Poisson para B1(0). O nicleo de Poisson possui as seguintes propriedades
(exercicio)

1. Quaisquer que sejam x € B1(0) e y € S1(0), temos K(xz,y) > 0;
2. Para todo x € B1(0), vale

/ K(z,y)do(y) = 1;
S1(0)
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3. Quaisquer que sejam = € B1(0) e y € 51(0), temos A,K(z,y) = 0 (exercicio 5);

4. Se u € C3(B1(0)) e Au =0 em B;(0), entao

ulz) = / K(z,y)u(y) do(y), o € By(0).
S1(0)

5.5 TEOREMA. (SOLUGAO DO PROBLEMA DE DIRICHLET PARA A BOLA UNITARIA) Seja ug € C(S1(0)).
A funcdo dada por

u(r) = L1<0)K(x’y)u°(y)dg(y)7 z € B1(0),

uo(x), x € 51(0),

é harménica em B1(0) e continua em Bi(0).

Demonstragao. Derivando sob o sinal de integragao, a propriedade (3.) do ntcleo de Poisson implica que
u é harménica em Bj(0). S6 precisamos entdo mostrar que u é continua em yo € S1(0), arbitrdrio. Ou
seja, temos que mostrar

lim / K (2, y)uo(y) do(y) = uo(yo)- (11)
B1(0)>z—yo 541 (0)

Aplicando a propriedade (2.) do niicleo de Poisson, temos

/ K (2, y)uo(y) do(y) — uo(yo) = / K(z, ) (uo(y) — uo(yo)) do(y).
S1(0)

S1(0)

Escrevamos esta ultima integral como I; + I em que

I = g K(z,y)(uo(y) — uo(yo)) do(y),

L— / K(z,)(uo(y) — uo(30)) do(y),
S1(0)\ Vo

e Vo é uma vizinhanga de yo em S1(0) que escolheremos a seguir. Seja € > 0. Tomemos Vj tal que se
y € Vp, entdo |ug(y) — uo(yo)| < €/2. Aplicando as propriedades (1.) e (2.) do nucleo de Poisson, temos

e e
<5 [ Kol = 5.
S1(0)

Para a outra parcela, temos

|I2| < 2sup |ug| K(z,y)do(y),
S1(00\Vo
mas

lim / K(x,y)do(y) =0,
A (z,y)do(y)

uma vez que para z proximo de yo o denominador em (10) serd limitado inferiormente e o numerador em
(10) tendera a zero. Portanto, existe § > 0 tal que |I2| < &/2 se € B1(0) N B;s(yo)- O

5.6 OBSERVAGAO. Seja ug € C(Sg(zo)). Entao a funcgdo

51(0) 3 y — ug(zo + Ry) € C,
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é continua em S1(0). Seja U € C(B1(0)) harmoénica em B;(0) tal que U(y) = up(xo + Ry) para y € S1(0).

Defina u(x) = U((x — z9)/R), v € Bgr(xo). Entdo u é harmoénica em Bpr(zg), continua em Bpr(zo) e
coincide com ug em Sg(zp). Se © € Br(xg), temos

wr)= [ K(EF ) mleo + By dot)

1 Tr—x9 2
:W/s (O)K< 7 O’R> uo(zo + 2) do(2)
R

1 T — Ty Y— To
= RpN-1 /SR(WK( 7 R )uO(y)do(y)

_ / K p 2o (2, )0 (3) dor(y),
SR(I(])

em que
1 R?—|z—x0)?

wyR |z —yN

KR,$0 (xv y) =

A funcdo Kp », é denominada nicleo de Poisson para Br(xo).
A seguir, apresentaremos algumas consequéncias do Teorema 5.5.

5.7 TEOREMA. (SINGULARIDADES REMOVIVEIS) Seja @ C RN wm subconjunto aberto e seja xo € 2. Se u
€ uma fungdo harménica em Q\ {xo} tal que
lim u(@)

)
a—zo B(z — x0) ’

entdo existe 4 harmoénica em Q tal que @ =u em Q\ {zo}.

Demonstrag¢ao. Suponha que N > 3 (a demonstragao para N = 2 é andloga). Podemos supor que u é
uma fungao real. Seja 6 > 0 tal que Bs(xzg) € Q. Seja v a fun¢do harmonica em Bgs(xg) tal que v = u em
Ss(x0). Seja w = u—v em Bs(zo) \ {0} (note que w ¢ real e é harmoénica em Bs(xq) \ {zo}). E suficiente
mostrar w = 0. A hipétese sobre u garante a validade do seguinte limite

. w(z) _
Ili)HZlo ‘.73 — 330|2_N — §2-N =0
Logo, dado ¢ > 0, tome 0 < r < d tal que
lw(z)| < e(|lz — zo>N — 627N), Vo € Br(x0) \ {z0}

Observe que a fungao = +— &(|z — 9|2~ — §27%) ¢ positiva e harménica em Bs(zg) \ B, (o), vale zero em
Ss(x0) e é limitante superior de |w(z)| em Sy (xy). Aplicando o Corolério 1.4 (principio do méximo) para
Fw(z) — (v — 2> — 627N) em Bs(xo) \ Br(20), podemos concluir

w(z)] < e(jo —ao™ —6*7Y),  Va € Bs(xo) \ {wo}.

Como ¢ é arbitréario, segue que w = 0. O
5.8 EXEMPLO. (ZAREMBA) Seja Q = B1(0) \ {0}. E considere o seguinte problema de Dirichlet

Au=0 em Q,

u(z) =0 em S1(0),

u(0) = 1.
Suponha que o problema acima admita uma solucao u € C2(2) NC(£2). Como u é limitada em €2, podemos
aplicar o Teorema 5.7 (singularidades removiveis) e concluir que w é harmonica em Bj(0). Logo, pelo

Corolério 1.4 (principio do méximo), temos u = 0 em B;(0), uma contradi¢ao. Portanto, o problema de
Dirichlet acima nao admite solucao em C?(Q2) N C(9).
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Para o que segue, denotaremos
H:{xeRN: x=(z1,...,2N), xy > 0}.

5.9 TEOREMA. (PRINCIPIO DA REFLEXAO DE SCHWARZ) Seja u € C(H) uma funcdo harmonica em H.
Suponha que uw =0 em OH e defina

ii(z) = {u($)7 z € H,

_u(xla"'axN—la_xN)7 $¢H
Entéo @ é harmonica em RN .

Demonstragio. A funcio @ é continua e harménica em RY \ 9H. Temos que mostrar que @ é harmonica
em uma vizinhanga de um ponto arbitrario de 9H. Sejam ¢ € OH e § > 0 arbitrarios. Seja v € C(Bs (o))
a fun¢ao harmonica em Bs(xg) tal que v = 4 em Ss(xp). Mostremos que v = 0 em Bs(xg) N OH. De
fato, pondo v#(x) = —v(x1,...,2N_1,—2N), © € Bs(zg), temos que v# é harménica em Bj(zg) e para
x € Ss(xo) temos

vu(x) =—v(x1,...,eN-1,—2N) = —U(x1,...,2N_1,—2N) = U(z) = v(z),

logo v¥ = v em Bjs(xg), i.e., a funcdo v é fmpar em xy, e portanto v = 0 quando xy = 0. Considere
w =4 —v. A funcdo w é harmoénica em Bs(zo) NH, continua em Bs(xo) N H e vale zero na fronteira deste
conjunto, portanto @ = v em Bj(zo) N H. Analogamente, temos @ = v em Bs(zo) N {zx € RY 2 <0}. O

6 A desigualdade de Harnack

6.1 TEOREMA. (DESIGUALDADE DE HARNACK) Seja u uma fun¢do harménica em Bgr(xo) tal que uw > 0
e seja x € Bgr(xo). Entao

( R )N‘zR—x—xtﬂ (;CO)Su(m)S(R|R )N_2R+|x_x°u(xo)- (12)

u
R+ |z — xo] R+ |z — xo] x — x| R — |z — x|

Demonstragao. Tome |z — x9| < p < R. Temos

2 2
p” — |z — x| u(y)
u(z) = 7/ — v do(y),
PWN S, (z0) ly — x|
ep—|r—xo| <|y—z| < p+ | — x0|, para y € S,(xp). Como u > 0, temos

p? — |x — xo|? 1
pPwN (p+ |z — o)V

IN

[ ul)doty) < ute)
Sp(zo)

p* — |z — x| 1 /
u(y) do(y),
PWN (p— |z — o)V S, (x0) (v) do(y)

entao basta usar
[ ul)doty) = s Huteo),
Sp(xo)
simplificar e fazer p — R. O
Nas aplicagoes, serd muito 1util a seguinte versao da desigualdade de Harnack

6.2 COROLARIO. Seja u uma fung¢do harménica em Bgr(xg) tal que u > 0 e seja 0 < r < R. Entdio

(R - ’“)Nu<a:’> < u(x) < (R+ ’")Nu@’), v, € B (wo).

R—r
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Demonstra¢do. Aplicando o Teorema 6.1, temos

(74 )NZR‘T (an) < o) < (5 >N2R+’"u<xo>,

R+r R+Tu R—r R—r

para x € B, (x0) j4 que neste caso |z — x| < r.. Agora, se u =0 em Bg(z¢), entdo a desigualdade é 6bvia.
Caso contrario, temos u > 0 (Coroldrio 3.4) e basta escrever a desigualdade acima para u(z’) e fazer uma
divisao. O

6.3 COROLARIO. (TEOREMA DA CONVERGENCIA MONOTONA DE HARNACK) Sejam Q C RN aberto e
conezxo e {un} uma sequéncia de fungées harmonicas em Q tal que Uy < Upi1, Vn € Zy. Entdo ocorre um
dos dois casos

1. Existe zg € Q tal que {u,(x0)} € limitada. Neste caso, a sequéncia {u,} converge uniformemente
sobre os compactos de Q (para uma fun¢ao harménica);

2. Para todo x € , temos limu,(x) = oco. Neste caso, temos u, — oo uniformemente sobre o0s
compactos de ).

Demonstracdo. Considere os conjuntos
Q1 ={z€Q: supu,(z) < oo},
n

Qs = {z €Q: supu,(z) =oo}.

Vamos mostrar que € e 5 sdo abertos. Se x1 € Q; tome r > 0 tal que B,.(x1) tem fecho contido em .
E uma simples consequéncia do corolario 6.2 a existéncia de C' > 0 tal que

0 < Ungp(@) — un(z) < Cluntp(xr) — un(z1)), Va € By(z1), Yn,p € N

Assim B,(z1) C Q; e {u,} é uniformemente convergente em B,(x1). Em particular ; é aberto. Do
mesmo modo, assumindo que x2 € )y se tomarmos p > 0 tal que B,,(mg) tem fecho contido em 2 entao
B,(z1) C Q2 e {uy} diverge uniformemente para +oo em B,(z2). Em particular 2y é também aberto e a
tese segue do fato de 2 ser conexo. O

6.4 COROLARIO. (TEOREMA DE LIOUVILLE) Seja u uma funcdo harmoénica em RN e real. Se supu < oo
ou infu > —oo, entdo u é constante. Em outras palavras, se u é harmoénica em RY entdo ou u é constante
ou a tmagem de u € igual a R.

Demonstra¢do. Considerando —u se necessério e subtraindo uma constante conveniente podemos assumir
u > 0. Aplicamos o Coroldrio 6.2, com 2’ = 0 e z € RY arbitrdrio. Tomando r > |z| e fazendo R — oo
segue u(x) = u(0). O

O problema de Dirichlet para H consiste em, dada ug € C (0H), determinar u harmonica em H, continua
em H e satisfazendo u = ug em OH. Este problema nao goza de unicidade pois se v é uma solugao entao
u(z) + xy também serd. Teremos unicidade, entretanto, se nos restingirmos ao ambiente das fungoes
limitadas.

6.5 TEOREMA. Seja u € harmoénica em H, continua em H e limitada. Se u = 0 em OH entdo u é
identicamente nula.

Demonstragao. Pelo teorema 5.9 existe & harmonica em R coincidindo com u em H; além do mais, dada a
representacao explicita de  no teorema 5.9 segue que @ é limitada se u o for. Pelo Teorema de Liouville
4 é constante. Como porém @ se anula em JH segue que 4, e a fortiori u, se anula identicamente. O

Uma versao, em uma direcao um pouco diferente, do Teorema de Liouville pode ser obtida simplesmente
usando a propriedade da média volumétrica. Concluiremos nosso texto com este resultado.
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6.6 TEOREMA. Seja u uma fungdo harmoénica em RN . Suponha que existam constantes C >0 e 6 € [0, 1]
tais que
lu(z)| < C(1+|z|%), =z e RV, (13)

Entao u € constante.

Note que este resultado é preciso uma vez que uma funcao polinomial de grau 1 em RY é uma funcao
harménica que satisfaz (13) com 6 = 1.

Demonstracdio. Seja x € RN, x # 0. Para qualquer R > 0, temos

) ) = g | [ wway= [ty
- v || wwan= [t

em que

Ar={yeR" |y—a| <R e |yl >R},
Ay ={yeRY |y <R e |y —z| > R}.

Observe que para y € Ay temos R < |y| < R+ |z| e que para y € Ay temos R — |z| < |y| < R. Portanto

N
lu(x) — u(0)| < |u(y)ldy
RNWN JR—ja|<|y| <R+ ol
CN
< (1+Jy*)dy
RNWN JR—ja<|y| <R+ o]
CN

= -5 (1+7’0)TN71dT
RY JR—jz|<r<R+al

N(1 o
oMU+ @ +la) g
R R |z|<r<R+lal
CN 0 N N
= ox L+ R+ [2))[(R+[2)™ = (R=|2)"] — 0,
quando R — oo uma vez que (R + |z|) — (R — |z|) é um polinomio de grau N — 1. O
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Exercicios

1.

Mostre que se u é harmonica em RY e se T : RN — RY ¢ uma transformacio ortogonal entdo wo T
também é harmoénica em RY. Lembre que uma transformacao linear T : RN — RY é ortogonal se
(‘T)T =T('T) = I, a aplicagao identidade.

. Determine todas as fungdes harmoénicas em R™ \ {0} da forma u(x) = f(|z|), onde f :]0,00[— R é de

classe C2.

. Use o resultado obtido no exercicio anterior para obter u harménica em Q = {z € RY : r < |z| < R},

onde 0 < 7 < R < 0o, continua em Q e satisfazendo u(x) = a se |z| = r, u(x) = b se |z| = R (aqui
a,b eR).

Sejam  C RY aberto, u harménica em Q e zo € Q. Mostre que se N > 2 entdo u~{u(xg)} é
infinito. E quando N =17

. Fixado y € R" defina

_Jyl2 = Jaf?

V(z) = z e RV {y}.

Mostre que V é harménica em RV \ {y}.

. Calcule as integrais

/ y;do(y), / Yiyedo(y).
S1(0) S1(0)

Sejam (x,y) as coordenadas em R? e considere os ODPL com coeficientes constantes:
9 .1(0 0\ o.1(0 0
0z 2\0x oy)’ 0z 2\0x oy)’

A=1 2P

Mostre que

. Sejam R > 0e f:Sr(0) = R continua. Mostre que

/ f(y)do(y) = RN / F(R2)do ().
Sr(0)

S1(0)

Sugestdo: Mostre, primeiramente, que esta férmula é valida para f € C?(RY) escrevendo a expansio
de Taylor de f de ordem 1 na origem na forma

N
f(x) = f(0) + Zgj(x)xj, com g; € C1(RY),
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

e aplicando o teorema da divergéncia para o campo § = (¢1,...,gn). Conclua o caso geral evocando
o teorema de Stone-Weierstrass.

. Seja © C RN um aberto com fronteira regular e conexo. Seja, também, f : R — R satisfazendo

tf(t) > 0 para todo t € R. Mostre que toda solucio u € C%(2) do problema

Au= f(u) em Q
{ Ou/oit =0 em 0N (+)

é necessariamente constante (aqui 7 denota a normal unitdria exterior a 99)). Determine, também,
uma condigao adicional sobre f que garanta que toda solugdo de () se anula identicamente.

Seja ©Q um subconjunto aberto de RY, Q # RY | e seja v uma funcio harménica em 2. Mostre que
para cada subconjunto compacto K de €2 vale a desigualdade

N
< .
sup ol < i (%, a0 /Q ute)ldz

Conclua o seguinte resultado: se u é harmonica em RY e se u € L'(RY) entao u = 0.

Seja Q € RY um aberto limitado e com fronteira regular. Seja também g € C(€). Mostre que nao
existe solugao u € C?(Q) para o problema

{ (Au) (z) = ed@) e
(Ou/0M)(y) =0, y € ON.

Aqui 77 é normal a 0f) e exterior a 2.

Seja 2 um aberto limitado de RY e considere uma sequéncia {u;} de fungbes harmoénicas em Q, cada
uma delas continua em €). Suponha que

| —

1 .

<

Mostre que {u;} converge uniformemente em €2 para uma fungdo u € C(Q), que é ainda harménica
em ().

Seja D = {(w1,22) € R? : 22 + 22 < 1}. Suponha que exista u harménica em D, continua em D e
que coincide com a fungao 2z em dD. Determine u(0).

Sejam U = {z: x € RN, 2 # 0} e f € C%(U). Defina, para z € U,
f@) = [ flek)ow).
S1(0)

Mostre que A(f;) = (Af)s.

Sugestao: Utilize o teorema da divergéncia e a férmula de integracao em coordenadas polares.
Sejam  um aberto regular de R2?, com fronteira de classe C', u € C?(Q), r € Qe

1
E(y) = 5-logly| ye R?, y #0.

Verifique a validade da férmula

o) = [ Be-psutar+ | {wmw B - y>8“<y>} do ).

Q 3ny on

19



16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Proceda formalmente para determinar a funcao de Green e a formula de Poisson para o semi-espago
H={z=(21,...,2n) eRY : ayn > 0}.

Conclua que, para N = 2, a unica solucao limitada do problema de Dirichlet para o semi-espago
x2 > 0, com dado de fronteira vy € C(0H) N L*°(0H), é dada por

1 (e o) xZ
= — B — d .
vz w/m oy vy WY

Verifique que a funcdo de Green para a bola B1(0) em R? é dada por

1
Gla,y) = 5 {log|o — y| — loglla2lyl* + 1 - 2(z - )]/2} .

27
Sejam © um aberto em RY e F' C  tais que F nio tem pontos de acumulacio em 2. Mostre que se

u é harmonica e limitada em Q \ F' entao u se estende a uma fun¢ao harmonica em .

Seja f € C°(RY) se anulando no complementar de um compacto de RY. Denotando por E(zx) o
potencial newtoniano em RY mostre que

u(z) = . E(x—y)f(y)dy, xzeRY,

é de classe C> e que Au = f em RV,

Seja u harmonica em = {x € R? : [z| > 1}. Mostre que

o(y) = u (yl y?>
lyl2" lyl?

é harménica em U = {y € R? : 0 < |y| < 1}. Sugestdo: Para simplificar os cdlculos defina
91 =y1ly| >, g2 = —yaly|~? e mostre que (91)y, = (92)yz» (91)y: = —(92)ys-

Seja 2 como no exercicio anterior. Demonstre a unicidade para o seguinte problema:

Au=0 em
u=ug em S1(0).

Aqui assumimos ug continua em S;(0) e impomos u continua e limitada em €.

Sejam Q C RY aberto, u € C%(Q) e f € C*() tais que Au = f. Mostre que u € C(Q). Sugestao:
E suficiente mostrar que u|pg é de classe C™ para qualquer bola aberta B com fecho contido em 2.
Fixada uma tal bola mostre que existe g € C°°(R") se anulando no complementar de um compacto
de R ecoincidindo com f em B (cf. as notas de aula da disciplina ”Céalculo Integral”’mencionadas
no texto). Resolva Av = g utilizando o exercicio 18 acima.

Sejam © C RN aberto e u € C?(£2). Suponha que vale a seguinte propriedade:
e dado z € Q existe § = J(x) > 0 tal que

1

u(z) = m/s » u(y)do(y), 0 <r <6.

Mostre que u é harmoénica em §2.
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24.

25.

26.

27.

28.

29.

Sejam ©Q C RY aberto e conexo e v harmoénica em €. Mostre que se u se anula em um aberto nio
vazio de €2 entao u se anula identicamente em ().

Seja © um subconjunto aberto e conexo de RV satisfazendo a seguinte propriedade:
x=(x1,...,eN-1,2N) € Q@ = (z1,...,ZN-1,—2ZN) € L.
Seja u uma funcao harménica em
Q ={z=(21,...,2n) €Q: zy > 0},

continua em
Qe :{:C: (iL’l,...,(ﬂN) cQ: zn 20}’

e nula quando x = 0. Conclua que existe uma tnica funcao @ em €2 que coincide com u em Q.

Seja Q = {(z1,72) € R? : 21 > 0, 23 > 0}. Resolva o problema

Au=0em Q, u € C?Q)NC(Q), limitada;
u(x1,0) = up(x1), x1 > 0;
u(0,29) =0, 29 >0,

onde ug é continua e limitada em [0, oo, uo(0) = 0. Sugestao: Use o exercico 16.

Sejam © C RN aberto e u € C?(£2). Mostre que as propriedades abaixo sdo equivalentes:
(a) Au(x) > 0, para todo = € Q

(b) Para todo z¢ € Q e todo r > 0 tal que B,.(z¢) C { vale

1
u(wo) < — / u(wo + ry) doy).
WN J s, (0)

Sugestao: Para (1) = (2) estude a derivada da fungao

1
g(t) = — u(zg + ty)do(y), 0<t<r.
WN Js1(0)

Para (2) = (1) escreva a expansdo de Taylor de ordem 2 de u em torno de z e utilize o exercicio 6.

Sejam 2 um aberto de RY e H () o espaco constituido pelas fungdes harménicas em 2 que pertencem
a L%(Q). Mostre que H(f2) é um subespago fechado de L%(Q).

Sejam € um subconjunto aberto de R e A ¢ C°°(Q2) uma familia de funcdes harmonicas satisfazendo
a seguinte propriedade: para todo K C € compacto existe C' > 0 tal que supg |u| < C, Vu € A.
Mostre que a mesma propriedade é valida para as familias

ou
Ai=d—:ueAdy, j=1,...,N.
! {3%‘ } ’
Conclua, usando o Teorema de Arzela-Ascoli, que para todo K C € compacto, o conjunto {u|x : u € A} C
C(K) é relativamente compacto em C(K). Aqui, como é usual, estamos munindo C(K) com a

distancia d(f,g) = supg |f — g|.
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