MAP 413 - 10. Semestre de 2020

3a. lista de exercicios

1. Seja

1
~exp{—|z|*/4t}, t>0,z€R".
4mt

K(z,t) =

Mostre que se ug € L=(RY) entao

wat) = [ o) (o= pnt)dy

é infinitamente diferencidvel em RY x]0, ool.

Sugestao: Fixados 0 < a < b e R > 0 verifique que dados a € Z¥, k € Z, existem
constantes C' > 0, ¢ > 0, p > 0 (que dependem de a,b, R, v e k) tais que

|DSD;K (x —y,t)| < Cexp{—clyl’}, =,y €RY, |2 <R, [y| > p, t € [a,],
e mostre que a conclusao do exercicio segue desta propriedade.
2. Verifique que a solucao limitada do problema

uy — Azu=0  em RYx]0,00];
u(z,0) = up(z), wp € C(RY)N L>®(RY),

é dada por
1 12
u(z,t) = m/ﬂw uo(x — 2V'ty) e V" dy.

Mostre entao que se existirem constantes M, d > 0 tais que
luo(z)| < Me™ 1"z € RV,

entao
lu(z, )] < M(1 + 46¢)N/2e=0lel?/(+400)

Conclua que se ug tiver suporte compacto entao

lim u(z,t) = 0 uniformemente para x € RV,
—o0

3. Sejam

K(x,t) = exp{—2?/4t}, t>0,2€R

1
At

v(x,t) = %—f(m,t).



Mostre que v satisfaz v; — v, = 0 em t > 0 e também que v(x,t) — 0 quando ¢t — 0T para
cada x € R fixado. Mostre também que v nao é limitada, calculando seus valores ao longo
da pardbola z? = 4t. Interprete este resultado tendo em vista o resultado de unicidade
provado em aula.

4. Sejam L > 0 e Q =|0, L[x]0, co[C R2. Suponha que u € C?(2) satisfaca
Up — Uy, = 0 em €
us(0,4) =0, t > 0.
Para cada 7" > 0 defina
['= ([0, L} x {0}) U ({L} x [0, T7).

Mostre que
max u = maxu.

(0,L]x[0,T] r
5. Resolva o problema
ug —tAu=0 em RYx]0,00];
'LL(.I‘,O) = UO<JZ’), T e RN? Ug € S(RN)v
com u € C®(RY x [0, o0]).

6. Resolva o problema do calor para a barra semi-infinita

Up — Ugy = 0, t>0,z>0;
u(z,0) = ug(x), x>0;
u(0,1) = 0, t>0.

Aqui ug é continua e limitada em [0, co[ e satisfaz uy(0) = 0.



