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Lista extra de exerćıcios

1. Seja f ∈ L, f(x) ≥ 0 para todo x ∈ R e suponha
∫∞
−∞ f(x)dx = 1.

Mostre que dada u ∈ C(R) limitada vale

lim
ε→0+

∫ ∞

−∞
f(y)u(x− εy) dy = u(x).

Mostre também que vale

lim
ε→0+

1

2ε

∫ ∞

−∞
e−|x−y|/εu(y)dy = u(x).

2. Seja u(x, t) uma solução de classe C2 da equação

ut = uxx + λu

em ]0, a[×]0, T [⊂ R2, cont́ınua em [0, a]× [0, T ]. Aqui λ ∈ R. Mostre que

max
[0,a]×[0,T ]

|u| ≤ e|λ|T max
γ
|u|,

onde γ
.
= ({0} × [0, T ]) ∪ ({a} × [0, T ]) ∪ ([0, a]× {0}).

3. Resolva o problema de Dirichlet para Ω = {(x, y) ∈ R2 : x > 0, y > 0}:
• u(x, y) harmônica e limitada em Ω;

• u(x, 0) = u0(x), u(0, y) = 0, x ≥ 0, y ≥ 0.

Aqui u0 ∈ C([0,∞[) é limitada e satisfaz u0(0) = 0.

4. Seja u uma função de classe C2 em [0, a]× [0,∞[ (a > 0) satisfazendo o
problema

(?)


ut − uxx + u = 0 em ]0, a[×]0,∞[;
u(x, 0) = u0(x);
u(0, t) = u(a, t) = 0 para t ≥ 0.

Mostre que

E(t) =
1

2

∫ a

0

ux(x, t)
2dx, t ≥ 0,

é uma função decrescente. É posśıvel concluir, a partir deste resultado, a
unicidade do problema (?) ?
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